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1.  L'hypercycle  est  la  transformée,  par  semi- droites 
réciproques,  de  la  parabole;  c'est  une  courbe  de  direc- 
tion de  la  quatrième  classe  et  dont  l'équation  la  plus 
générale,  en  coordonnées  tangentielles  et  les  axes  étant 
rectangulaires,  est  de  la  forme 

(  a  u  H-  p  ç  -+-  ^  )'2  (  u-  H-  r-  ) 

^(A«2+2B  uv  +  C  c2  -h  '2  L)  ;/  -h  2  E  v  f . 

Ses  propriétés  les  plus  importantes  sont  les  suivantes  : 
i°  Les  tangentes  à  la  courbe  peuvent  être  associées 
deux  par  deux,  de  telle  sorte  que  deux  tangentes  conju- 
guées quelconques  et  deux  semi-droites  fixes  (les  semi- 
droites  fondamentales  de  la  courbe)  forment  un  système 
harmonique  (1). 

(*)  Deux  couples  de  semi-droites  forment  un  système  harmonique, 
quand  elles  touchent  un  même  cycle  et  que  leurs  points  de  contact 
partagent  harmoniquement  la  circonférence. 

Sur  les  propriétés  mentionnées  dans  le  texte,  voir  mon  Mémoire 
sur  les  hypercycles  (Comptes  rendus,  mars  et  avril  1882);  dans 
toute  la  suite  de  cette  Note,  les  renvois  à  ce  Mémoire  seront  simple- 
ment indiqués  par  la  lettre  H. 


(  6) 

'2"  L'enveloppe  des  conjuguées  d'une  semi-droite  D, 
par  rapport  à  tous  les  couples  de  tangentes  conjuguées, 
est  un  cycle  K  que  j'appellerai  le  cycle  polaire  deD. 

Il  est  clair  qu'un  hypercycle  est  entièrement  déter- 
miné quand  on  se  donne  les  semi-droites  fondamentales, 
une  droite  quelconque  du  plan  et  son  cycle  polaire. 

3°  Le  cycle  polaire  d'une  tangente  touche  celte  tan- 
gente en  son  point  de  contact  avec  la  courbe. 

4°  En  désignant  par  A,  A'  et  B,  B'  deux  couples  quel- 
conques de  tangentes  conjuguées,  si  l'on  considère  une 
tangente  mobile  quelconque  T  et  si  l'on  construit  les 
cycles  inscrits  dans  les  triangles  AA'T  et  BB'T,  la  lon- 
gueur comprise  sur  T  entre  les  points  de  contact  est 
constante;  en  grandeur  et  en  ligne  (  '). 

2.  Je  rappellerai  encore  cette  proposition  impor- 
tante : 

A,  B,  C  et  D  désignant  les  quatre  tangentes  communes 
à  un  cycle  et  à  un  hypercycle,  si  l'on  considère  les  tan- 
gentes conjuguées  C  et  D' de  deux  quelconques  d'entre 
elles  C  et  D,  les  semi-droites  A,  B,  C  et  D'  touchent  un 
même  cycle. 

En  voici  quelques  conséquences  :  étant  prises  arbi- 
trairement cinq  semi-droîtes  P,  Q,A,B?C  du  plan,  il 
existe  un  hypercycle  généralement  bien  déterminé  pour 
lequel  P  et  Q  sont  les  senti-droites  fondamentales  et 
qui  touche  A .  B,  (  î. 

Soient  I)  la  quatrième  tangente  que  cette  courbe  a  en 
commun  avec  le  cycle  inscrit  dans  le  triangle  ABC,  et 
\  .!>'.(/.  IV  les  conjuguées  harmoniques  de  A,B,  C,D 
relativemenl  à  PetàQ;  il  résulte  delà  proposition  pré- 
cédente que  les   semi-droites    A.  B.  (7,  D'    touchent  un 

[•)  il.  v  H 
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même  cycle  et  il  en  est  de  même  des  semi-droites  A,  B', 
C,  D;  et  des  semi-droites  A',  B,  G,  D'. 

Les  cycles  inscrits  dans  les  triangles  ABC.  AB'C  et 
A'BC  touchent  donc  tous  les  trois  la  semi-droite  D'  ;  ce 
qui  permet  de  déterminer  la  quatrième  tangente  com- 
mune D. 

3.  On  peut  encore  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Si  l'on  désigne  par  (  A,  A'),  (B,  B'),  (  G,  C)  trois  cou- 
ples de  semi-droites  formant  une  involulion,  les  cycles 
inscrits  dans  les  triangles  ABC',  AB'  C  et  A' BC  touchent 
une  même  semi-droite. 

Supposons,  en  particulier,  que  les  semi-droites  doubles 
de  l'involution  soient  les  droites  isotropes  passant  par  un 
point  O  du  plan,  deux  semi-droites  conjuguées  sont 
alors  symétriques  par  rapport  au  point  O  5  d'où  cette 
conclusion  : 

Si  (A,  A'),  (B,  B')  et  (C,C)  sont  trois  couples  de 
semi-droites  symétriques  par  rapport  à  un  point  O  du 
plan,  les  cycles  inscrits  dans  les  triangles  ABC',  AB'G 
et  A'BG  touchent  une  même  semi-droite. 

Le  môme  théorème  aurait  encore  lieu  si  la  symétrie 
des  couples  avait  lieu  par  rapport  à  une  droite  quel- 
conque du  plan. 

II. 

4.  Une  parabole  peut  être  considérée  comme  un 
hypercycle  et  comme  une  courbe  double  -,  en  chacun  de 
ses  points  on  peut  mener  deux  tangentes  qui  sont  des 
semi-droites  opposées.  Ses  semi-droites  fondamentales 
sont  les  semi-droites  opposées  déterminées  par  l'axe  de 
la  courbe;  il  en  résulte  que  deux  tangentes  conjuguées 
sont  symétriques  par  rapport  à  l'axe. 
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Toutes  les  propriétés  des  hypercyeles  appartiennent 
donc  à  la  parabole  et  constituent  des  propriétés  nou- 
velles de  cette  courbe. 

">.  Transformons  une  parabole  par  semi-droites  réci- 
proques en  prenant  pour  axe  de  transformation  l'axe  de 
la  courbe  elle-même;  il  est  clair  que  les  semi-droites 
fondamentales  delà  transformée  seront  encore  les  semi- 
droites  opposées  déterminées  par  l'axe  et  que  les  tan- 
gentes conjuguées  seront  symétriques  par  rapport  à  cet 
axe. 

Réciproquement  tout  hypercycle  jouissant  de  la  pro- 
priété, que  deux  tangentes  conjuguées  sont  symétriques 
par  rapport  à  une  droite  D,  est  la  transformée  d'une  pa- 
rabole P  ayant  cette  droite  pour  axe;  l'axe  de  transfor- 
mation est  également  D. 

Un  point  quelconque  M  de  la  parabole  a  pour  trans- 
formé un  cycle  K  dont  le  centre  décrit  une  parabole  P; 
ayant  pour  axe  I),  tandis  que  son  rayon  varie  propor- 
tionnellement à  sa  distance  à  l'axe-,  la  transformée  est 
donc  une  des  anticaustiques  par  réfraction  de  la  para- 
bole P',  lorsque  les  rayons  incidents  sont  perpendicu- 
laires à  l'axe. 

Je  la  désignerai  sous  le  nom  d' anticaustique  principale . 

6.  Ainsi  les  anticaustiques  principales  sont  les  hyper- 
cycles  pour  lesquels  les  semi-droites  fondamentales  sont 
opposées. 

Considérons  une  telle  courbe  et  soit  F  le  point  où  une 
tangente  isotrope  coupe  son  axe,  la  tangente  symétrique 
étanl  la  seconde  droite  isotrope  qui  passe  par  ce  point, 
on  \<»it  que  F  est  le  lover  dr  la  courbe  et  que  les  droites 
isotropes,  qui  se  croisent  en  ce  point,  forment  un  couple 
de  tangentes  conjuguées. 


(  9  ) 

Menons  une  tangente  parallèle  à  une  direction  per- 
pendiculaire à  l'axe,  sa  symétrique  lui  est  opposée;  nous 
avons  donc  une  tan  génie  double  apparente  perpendicu- 
laire à  l'axe,  et  les  deux  semi-droites  opposées  qu'elle 
détermine  constituent  également  un  couple  de  tangentes 
conjuguées. 

Soient  (fig-  i)  une  anticaustique  principale  ayantF 
pour  foyer  et  DD'  comme  tangente  double,  AT  une  tan- 

Fijr.  i. 


gente  quelconque  à  cette  courbe.  Les  deux  droites  op- 
posées DD'  et  D'D  formant  un  système  de  tangentes  con- 
juguées,  on  voit  que  le  cycle  qui  touche  ces  tangentes  et 
la  tangente  AT  se  réduit  au  point  A  où  cette  tangente 
coupe  DD'}  son  point  de  contact  avec  ce  cycle  est  égale- 
ment le  point  A.  D'autre  part,  le  cycle  qui  touche  les 
droites  isotropes  issues  du  point  F  et  la  tangente  AT  est 
le  cycle  qui  a  pour  centre  F;  son  point  de  contact 
avec  AT  est  donc  le  pied  P  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  F. 

D'une  proposition  fondamentale  énoncée  plus  haut, 
il  résulte  d'ailleurs,  puisque  les  droites  isotropes  issues 
du  point  F  constituent  un  système  de  tangentes  conju- 
guées, que  la  distance  AP  est  constante  en  grandeur 
et  en  sigjie;  ainsi  : 

Toute  anticaustique  principale  peut  être  considérée 


(    «o  ) 
comme  l'enveloppe  d un  des  petits  cotés  d un  triangle 
rectangle  déforme  invariable  dont  l'extrémité,  située 
sur  l'hypoténuse,  décrit  une  droite,  tandis  que  l'autre 
petit,  côté  passe  par  un  point  fixe. 

Les  autres  anticaustiques  étant  des  courbes  parallèles 
à  l'anticaustiquc  principale,  on  peut  énoncer  encore  la 
proposition  suivante  : 

Soit  ABCD  un  quadrilatère  de  forme  invariable, 
dans  leq  u  el  les  deux  angles  B  et  G  sont  droits  ;  si  Von 
déplace  ce  quadrilatère  de  façon  que  le  côté  BC  passe 
par  un  point  fixe  F  et  que  le  sommet  A  décrive  une 
droite  A,  le  côté  CD  enveloppe  une  anticaustique  d'une 
parabole  ayant  pour  foyer  le  point  F,  les  rayons  inci- 
dents étant  perpendiculaires  à  l'axe. 

7.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut 
s'énoncer  ainsi  : 

Si,  du  loyer  d'une  anticaustique  principale,  on  abaisse 
une  perpendiculaire  à  une  tangente  à  cette  courbe,  la 
distance  A,  comprise  entre  le  pied  de  cette  perpendi- 
culaire et  le  point  où  la  tangente  rencontre  la  tangente 
double,  est  constante. 

Plusieurs  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  dans  le 
<  u  où  A  =  o,  la  courbe  se  réduit  à  une  parabole  ;  quand 
la  tangente  double  passe  par  le  loyer,  la  courbe  a  alors 
le  foyer  pour  centre. 

Enfin,  quand  A  est  égal  à  la  distance  du  foyer  à  la 
tangente  doublé  (c'est  le  cas  de  la  réflexion),  la  classe 
de  la  courbe  s'abaisse  et  elle  devient  un  hypercjùie  cu- 
biquOy  ou  plus  exactement  elle  se  décompose  en  un 
bypercycle  cubique  el  un  .semi-point  situé  à  L'infini  sur 
la   perpendiculaire  abaissée  du   foyer   sur  la   tangente 

<l«»|||l|<\ 
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De  là  une  propriété  nouvelle  de  Thypereycle  eubique, 
cjue  l'on  peuténoneer  ainsi  : 

Si  des  rayons,  menés  parallèlement  à  une  direction 
quelconque,  se  réfléchissent  sur  une  parabole,  parmi 
toutes  les  ah  tic  dus  tique  S  correspondantes,  il  y  en  a 
une  qui  a  un  axe  de  symétrie;  si,  du  foyer  de  la  para- 
bole, on  mené  une  perpendiculaire  à  une  tangente 
quelconque  à  celte  courbe,  la  distance,  comprise  entre 
le  pied  de  cette  perpendiculaire  et  le  point  oh  la  tan- 
gente rencontre  la  tangente  double  est  constante  et 
égale  à  la  distance  du  foyer  à  cette  tangente  double. 

8.  Soit  une  antieausticjue  principale  ayant  pour 
loyer  le  point  F  et  pour  tangente  double  la  droite  DD'. 

Considérons  (fig.  i)  une  tangente  AT  à  cette  courbe 
et  construisons  le  cycle  polaire  de  cette  semi-droite; 
nous  savons  qu'il  lui  est  tangent.  Il  touche  également  la 
conjuguée  harmonique  de  AT  relativement  aux  deux 
tangentes  opposées  DD'  et  D'D,  qui  constituent  un  couple 
de  tangentes  conjuguées;  le  centre  de  ce  cycle  est  donc 
sur  la  droite  menée  par  le  point  A  perpendiculairement 
à  DD'.  Ce  cycle  touche  la  conjuguée  harmonique  de  AT 
relativement  aux  deux  droites  isotropes  issues  du  point  F 
(ces  droites  forment  en  effet  un  couple  de  tangentes 
conjuguées);  et,  comme  cette  conjuguée  est  la  symé- 
trique de  AT  relativement  au  point  F,  le  centre  cherché 
est  sur  la  droite  menée  par  le  point  F  parallèlement 
à  AT. 

Ce  centre  est  donc  le  point  a  et,  le  cycle  polaire  d'une 
tangente  touchant  cette  semi-droite"  en  son  point  de 
contact  avec  la  courbe,  on  voit  que  le  point  de  contact 
de  AT  est  le  pied  m  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  a. 

On  serait  arrivé  à   ce  résultat  en  considérant  l'anti- 
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caustique  comme  l'enveloppe  du  côté  d'un  triangle  rec- 
tangle de  forme  invariable  dont  un  sommet  A  décrit  la 
droite  DD'  pendant  que  le  côté  PF  passe  par  le  point 
fixe  F;  il  est  clair,  en  effet,  que  le  centre  instantané  de 
rotation  de  la  figure  est  le  point  a  que  j'ai  déterminé 
précédemment. 

Pour  construire  le  centre  de  courbure  correspondant 
au  point  ni  (  *),  je  remarque  que,  la  tangente  conjuguée 
de  AT  étant  la  symétrique  relativement  à  l'axe  de  la 
courbe,  le  cycle,  qui  touche  l'anticaustique  au  point  m 
et  la  conjuguée  de  AT,  a  son  centre  au  point  de  ren- 
contre de  la  normale  ma  avec  la  droite,  menée  parallè- 
lement à  DD',  par  le  point  a  où  la  tangente  AT  ren- 
contre l'axe. 

En  désignant  par  [ïi  ce  point  de  rencontre,  il  résulte 
d'un  théorème,  que  j'ai  donné  dans  mon  Mémoire  sur 
les  hypercycles,  que  le  centre  de  courbure  cherché  est 
le  point  oj  symétrique  de  (3  par  rapport  à  a. 

m. 

9.    Lue  anticaustique  principale  étant  donnée,  il  im- 

Fi«.  2. 
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porte  de  construire  la  parabole  sur  laquelle  se  sont  ré- 
fracléa  les  rayons. 

Pour    la   solution    de  eetle   question,    je   démontrerai 


i  oir  il.  »    li. 
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d'abord  quelques  lémmes  préliminaires.  Un  eerele  étant 
décrit  sur  un  segment  AB  comme  diamètre  [fig-  2), 
soient  m  et  n  les  projections  sur  ce  diamètre  de  deux 
points  M  et  N  de  la  courbe,  et  P  la  projection  sur  la 
droite  MN  de  l'extrémité  A  du  diamètre;  cela  posé  : 

Lemme  I.  —  On  a  l'égalité 

ï>î\2         Bm 


Lemme  II.  —  En  désignant  par  1    le   milieu   de   la 
corde  MN,  on  a 

I/n  =  In.=  IP; 
en  d'autres  termes, 

ÂP2=  Am.An. 

10.   Pour  les  démontrer,  je  remarque  que  l'angle  APM 

étant  droit,  l'angle  PAft  est  égal  à  l'angle  MAB;  faisons, 
pour  un  instant, 

MAB  =  a,   NAB  =  p. 
Les  deux  triangles  PAN  et  NA //  donnent 


P\  sin2a         M  m. AN         Aw.Bw.Aw.AB        Bw 


— 2         sin28        TTi*2"^-2  Affl.AB.AnJw  B  n 

\  n  r        AM  .  Nn 

En  second  lieu,  le  triangle  APN  donne 

■7—2      -—2  AN"!  A  m         An.AB.A  m2 

AV    =  A>Lcos"2a  = —  =  t 7-rr —   =  Aw.  A;?. 

TT7 2  A  ni .  A  B 

VU 

C.     Q.     F.     D. 

11.  Considérons  maintenant  deux  paraboles  II  et  II' 
(fig-  3)  ayant  le  point  F  pour  foyer  et  pour  sommets 
respectifs  les  deux  points  a  et  b  de  la  droite  F$, 
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Par  un  point  quelconque  M  de  cette  droite,  menons 
une  tangente  à  chacune  des  paraboles  et  soient  respec- 
tivement A  et  B  leurs  points  de  contact-,  on  sait  que  le 
cercle,  ayant  pour  centre  le  foyer  F  et  passant  par  le 
point  M,  contient  les  points  A  et  B  ;  j'appellerai  N  le 
point  où  il  rencontre  de  nouveau  l'axe  F<î>. 

Du  point  M  abaissons  une  perpendiculaire  MP  sur  la 
droite  AH,  et,  par  le  point  I  milieu  du  segment  AB.  me- 

Fig.  3. 


nous  une  parallèle  à  l'axe  qui  rencontre  .MP  au  point  K. 
il  est  clair  que  la  figure  MRIF  est  un.  parallélogramme. 
Soient  maintenant  a  et  (ï>  les  milieux  respectifs  des 
segments  M  \  el  MB;  la  droite  a(3  est  évidemment  paral- 
lèle i  \l>  el  partagée  en  parties  égales  parla  droite  Ml 
en  son  point  milieu  O:  d'où  il  suit  que  la  figure  RjiFa 
«si  un  parallélogramme. 

\insi  les  segments  R  'j  et  ocF  sont  égaux  et  parallèles, 
i  .  />  et  a  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
sur  I  axe  des  points  \\.  3  <t  at;  ou  a  donc 


Y .       I 
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d'où  il  résulte  que  ¥c  est  constant  et  que,  quand  le 
point  M  varie,  le  point  R  décrit  la  droite  ce' . 

J'abaisse  maintenant  du  point  F  la  perpendiculaire FS 
sur  la  droite  MP,  du  point  R  la  perpendiculaire  RG  sur 
la  droite  FJ  et  du  point  N  la  perpendiculaire  NQ  sur  la 
droite  AB;  il  est  clair  que  RS  est  égal  à  FG,  et  encore 
à  NQ,  car  il  est  aisé  de  voir  que  la  figure  GQFN  est  un 
parallélogramme. 

Or,  en  désignant  parjA'et  B'  les  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  sur  l'axe  des  points  A  et  B,  il  suit  du 
lemme  II  que  l'on  a 

2      — 2  ,  Fa.Fb 

NQ  =  RS  -NAMVB'^  — - 

i 

D'où  il  suit  que  la  longueur  RS  est  constante  lorsque 
le  point  M  se  déplace;  nous  avons  ainsi  un  triangle  rec- 
tangle RSF  dont  un  petit  côté  passe  constamment  par  le 
point  F,  tandis  que  l'autre  petit  côté  est  constant  et 
que  le  sommet  R  décrit  la  droite  ce'. 

Il  en  résulte  donc,  d'après  ce  que  j'ai  démontré  plus 
haut,  que  RS  enveloppe  une  anticaustique  principale  de 
parabole  ;  le  centre  instantané  de  rotation  étant  d'ailleurs 
évidemment  le  point  I,  la  tangente  RS  touche  son  enve- 
loppe au  point  P. 

12.  Soit  K  l'hypercycle  symétrique  enveloppé  par  RS; 
si,  du  point  A  comme  centre,  on  décrit  un  cercle  ayant 
AP  pour  rayon,  il  est  clair  que  son  enveloppe  est  la 
courbe  K;  or,  il  résulte  du  lemme  I  que  l'on  a 

\P  /NF         /F7T 

ÀÂ'  ~  y    NÂ7  "  c  V''    F" ' 

D'où  il  suit  que  ce  rapport  est  constant  et  que  K  est 
1  anticaustique  principale  de  la  parabole  R,  les  rayons 
incidents  étant  perpendiculaire  à  l'axe  et  le  module  de 


(   .6  ) 

réfraction  élan» 

¥b 
Fa 


\A 


Un   démontrerait  de  même  que  K  est  Y  anticaustique 

principale  de  la  parabole  II',  les  rayons  incidents  étant 
perpendiculaires  à  l'axe  et  le  module  de  réfraction  étant 


/ 


Fa 

Y  h 


13.  11  est  maintenant  facile  de  résoudre  le  problème 
suivant  : 

Un  hypercycle  K  est  l'enveloppe  du  côté  RS  d'un 
triangle  rectangle  RSS',  dont  le  côté  SS'  passe  constam- 
ment par  le  point  fixe  F  (fig-  3),  dont  le  côté  RS  a  une 
longueur  constante  et  dont  le  sommet  R  décrit  la 
droite  ce';  trouver  les  paraboles  pour  lesquelles  cette 
courbe  est  une  anticaustique  principale. 

A  cet  effet,  que  du  point  F  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire à  cr  rencontrant  le  côté  RS  en  M,  et  que  de  ce 
même  point  comme  centre  on  décrive  un  cercle  H  pas- 
sant par  AI  ;  que  l'on  détermine  le  point  de  rencontre  I 
de  la  droite  menée  par  F  perpendiculairement  à  SS'  et 
de  la  droite  menée  par  R  perpendiculairement  l\cc\  puis 
que  par  1  on  mène  une  droite  A  parallèle  à  SS'.  Cela 
posé,  si  l'on  imagine  les  deux  paraboles  qui,  ayant  F 
pour  lover  et  ayant  leur  axe  perpendiculaire  à  ce',  pas- 
sent respectivement  par  les  points  de  rencontre  de  A  et 
du  cercle  II,  on  obtiendra  les  deux  paraboles  pour 
lesquelles  K  est  une  anticaustique  principale. 

Il  esl  à  remarquer  que  ces  deux  paraboles  ne  sont  pas 
toujours  réelles 5  elles  seront  imaginaires  si  la  droite  A 
cl  le  cercle  II  ue  se  rencontrent  pas. 
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FORMULES  D'ALGÈBRE.  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS 
DU  TROISIÈME  ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  M.  G.-H.  HALPHEN. 


Dans  ce  petit  Mémoire  on  trouvera  démontrés,  par 
les  moyens  les  plus  élémentaires,  des  résultats  impor- 
tants que  l'on  considère  d'habitude  comme  étant  ré- 
servés à  la  théorie  des  covariants.  Sur  quelques  points 
même  ces  résultats  dépassent  un  peu  ce  qui  se  rencontre 
dans  les  meilleurs  Ouvrages,  notamment  la  décomposi- 
tion des  polynômes  du  quatrième  degré  en  facteurs 
linéaires. 

Une  proposition  très  simple  et,  je  crois,  très  curieuse 
sert  ici  de  fondement.  Je  vais  l'établir  d'abord. 

Proposition.  —  Soient  f  et  cp  deux  polynômes  en- 
tiers, d'un  même  degré  n,  par  rapport  à  une  va- 
riable x\  la  quantité  ci-après,  composée  avec  les  déri- 
vées de  ces  polynômes,  est  une  constante 

j    (/<p)  =r/(p(«)_/'(p(«-l)-h/"cp'"-2)_... 

/  -+-  (— i)«-l/«-l>  <p'-h  (  —  l)"/(;,)'f- 

Si,  en  effet,  l'on  prend  la  dérivée  de  (ff)*  en  obser- 
vant que  j (n+i)  et  ^n+i)  sont  nulles,  on  voit  tous  les 
termes  s'entredétruire.  La  dérivée  de  (fy)  est  donc 
nulle,  et  (/cp)  est  une  constante. 

Sur  ce  sujet,  il  convient  de  faire  quelques  observa- 
tions. D'abord,  si  l'on  veut  exprimer  la  constante  (fy) 
parles  coefficients  de /et  de  cp,  il  suffira  de  supposer 
x  =  o.  Soient  donc 

•              „                     ,       n(  n  —  i) 
/  =  a0 x'1  -h  nax  ar"-J  H : «2 x'1-*- -+- . . .  +  nan  _,  x  -v-  a„ . 

1.2 

<p  =  60.r"-h  nbi a7*-i+  -  ïn~~1)  biX*-*-+-...4-  nbn_xx  -+-  bn. 

1.2 
Ann.  de  Mtithèmat.,  3e  série,  t.  IV.  (Janvier  i&85.)  2 


(   .8  ) 
On  trouve  immédiatement 

l      — (  f®  >  =  an  b0  —  nan    ,  6, 

i  .  >. .  > .  .  .  n 

i  "  (n—i)  , 

I — -#«_2o2-K..-H      \yaQbn. 

11  va  de  soi  que  Ton  peut  envisager  la  constante  (f'S) 
pou:-  deux  polynômes  de  degrés  différents;  en  ce  cas,  n 
esl  le  degré  le  plus  élevé. 

On  peut  encore   prendre  deux  polynômes  identiques 

entre  eux.  Si  le  degré  est  impair,  Ja  constante  (ff)  se 

réduit  à  zéro  5  car  les  termes   équidistants  des  extrêmes 

se  détruisent  deux   a  deux.    Mais,  si  le  degré   est  pair, 

ff)  n'est  généralement  pas  nul. 

Voici  une  des  plus  curieuses  conséquences  de  notre 
proposition.  Elle  n'a  aucun  lien  avec  ce  qui  va  suivre; 
c'est  pourquoi  je  la  joins  aux  préliminaires. 

Soit  supposé  donné  le  polynôme  y,  et  considérons 
comme  inconnu  le  polynôme  o  le  plus  général  qui  satis- 
fisse à  la  relation  (/cp)  —  o.  Il  est  manifeste  qu'on  peut 
composer  cp  au  moyen  de   n  polynômes  particuliers  çp4) 

s2 cp,,   dont  chacun  vérifie  la   relation  [f'^k)  —  o; 

ou  aura 

les  /  désignant  des  constantes  arbitraires.  Soit  a  une 
racine  de  f\  si  l'on  prend  cp  =  {.x — «)",  l'expression  (i) 
de  (y»)  contient  le  facteur  (jc — a)\  donc  (J'y)  est  nulle 
en  (  e  cas.  Désignant  par  as ,  a2,  .  -  • ,  an  les  racines  de  /  : 
ou  aura  donc,   pour  l'expression  la  plus   générale  de  Cp, 

■  I  (x  —  a2)n     .  .  .      l„  x      <i.     . 

Mais  la  relation  (ycp)=o  est  symétrique  en  f  et  çp; 
ou  a  donc  cette  conséquence  :  Les  lettres  <•/.  /,  y.  desi- 
gno.nl  (h  s  constantes,  soit 

/,<  /•      //,  ■'■■      /. .  •  -    ,i .  , ■■■  .  . . . 

,.  >: 


(    M)  ) 
il  existe  n  constantes  A  donnant  lieu  à  la  relation  sem- 
blable 

X,  (x  —  a,  )*'-+-  X2(.r  —  a2  )»-*■  ...-+-  X„(.r  —  a„)« 
=  (.r  —  «!  )  (x  —  a2)  •  •  •  (#  —  #»)• 

Ce  théorème  curieux,  dû  à  M.  Rosanes,  ne  pouvait, 
être  omis  ici.  Je  vais  maintenant  faire  de  la  proposition 
ci-dessus  une  série  d'applications. 

I.  —  Résolution  de   l'équation   du    second  dkgré. 

Soit  /un  polynôme  du  second  degré,  on  a 

<  ff)  =  *//'-/*, 
et  par  suite 

\fj  "  =  [/  '+  v/_r^r)]  [/-  v/=rû^]- 

Le  polynôme  /  est  ainsi  décomposé  en  facteurs  li- 
néaires, et  l'équation  f~~  o  est  résolue  par  la  formule 

11. —   Elimination  entre  deux  équations 
du   second   degré. 

Soient  /  et  9  du  second  degré;  envisageons  les  trois 
constantes 

;(//)  =  *ff »-f\    (f?)  =  2??'-?^    (/?)  =/f-/'?'+r?' 

Dans  la  combinaison  (fy)2  -  -  (ff){yf)i  ^e  terme 
y2 cp'2  disparait;  tous  les  termes  qui  subsistent  contien- 
nent soit  y,  soit  cp.  S'il  existe  donc  une  valeur  de  x  qui 
rende  nuls  à  la  fois  ces  deux  polynômes,  la  quantité  en- 
visagée sera  nulle  pour  cette  valeur  de  x  ;  étant  con- 
stante, elle  sera  toujours  nulle.  Donc 

(  f(D  )-         |  ff)  (<?<?)=  (> 


(    20 

est  la  condition  pour  que/  =  o  et  cp  =  o  aient  une  ra- 
cine commune,  ou  le  résultat  de  l'élimination  de  x.  En 
exprimant  les  constantes  par  les  coefficients  suivant  (2), 
011  obtient 

IJJ.   —   Condition    pour  ql  cm:  équation   du   troi- 
sième   DEGRÉ    AIT    UINE    RACIJNE    DOUBLE. 

Soit  fini  polynôme  du  troisième  degré 
f  =  «o £"3  h-  3  «i  .r2  -4-  3  a2  x  -H  #3- 
Considérons,  en  premier  lieu,  la  constante 
(  3  )  A  =  (/'/')  =  2f,fn—f*  =  tf.V(a,ax—a]  ). 

Envisageons  maintenant  le  polynôme  cp  ainsi  défini, 

11   est   seulement  du   second   degré,    car   sa  dérivée 
seconde  est  une  constante 

(4)       ï'=ff—W"i    <?'  -/"-- -'V7'"=-  A<  *  '■ 

Introduisons  maintenant  la  constante  (J1f^) 

b  -  (■/ "  ç  '  >  - = /^     3/'/y"  ■+-  3/r'2 


<  5  I 

/  22.33(2iflf  — 3a2fti  a0  -+■  r/3a2  ), 

Dans  la  combinaison  H2  -f-  A3  le  terme/"8   disparait 


('  1  <  irin  Tiil'ini'iit .  f  ('•tant  un  polynôme  du  n',m"  degré, 

est    seulement   <!u  degré  (an      '1  >.  comme  <>n   l'établit    habituelle- 
m<  il  pai  le  théorème  des  fonctions  homogènes.   On   peut    aussi   le 
prouver  en  considérant  la  dérivée  d'ordre  (2/1  —  /|i.<[m  a  pour  es 
pression 

ï  "      J''         r  r»   i)  r  « 

m!    ■ 


(  '•"  ) 

et  tous  les  termes  qui  subsistent  contiennent  l'un  des 

facteurs  f  ou f.   Suivant  donc  le  même  raisonnement 

qu'au  n°  II,  la  constante  B2-f-  A3  est  nulle  quand /*et  f 

ont  une  racine  commune.  Donc  la  condition  pour  que 

le  polynôme  fait   une  racine   double  s'exprime  par 

l  égalité 

B2-h  A.3  =±  o. 

Si  y*  contient  le  facteur  (x —  «)-,  on  voit,  par  l'ex- 
pression de  cp,  que  le  polynôme  <p  contient  ce  même  fac- 
teur. Donc  la  même  condition  peut  aussi  s'exprimer  par 
l égalité  (<p'f  )  =  o.  Ceci  conduit  à  la  relation 

(  ?cp  )  =  2 (  2/'*  -  s//" ) (/**-  »/'./""  ) 

B2-f-  A 5 

qui  peut  aisément  être  vérifiée.  Si  l'on  met,  pour  .r,  la 
racine  de/7',  (epep )  se  réduit  à  deux  termes,  B  et  A  cha- 
cun à  un  seul  terme,  et  l'identité  des  deux  membres  est 
alors  manifeste.  Elle  a  donc  lieu  constamment,  puisque 
ces  deux  membres  sont  constants. 

Cette  identité  donne  un  calcul  rapide  pour  la  quan- 
tité 

B2-}-  A3 

R  =  =  -  ( epep)  =  -  3/V"2  +  S/'3/'" 

+  ^7/3-i8y/7V'"+9/2/"2 

==—  2'2.3i(3a|af  —  \a\a$—\aza\-\-  6a3a2aia0—  al  al). 

L'expression  de  R  permet  aisément  la  distinction  des 
deux  cas  que  peut  offrir  /au  point  de  vue  de  la  réalité 
des  racines. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  a0  positif,  par  suite 
f"  positif 

i°  Soit  R  ^>  o.  Si  l'on  met,  pour  x,  une  racine  de/, 
Il  se  réduit  à  —5f*f'*-hSj'*f'ff.  Puisque  R  et  f" 
sont  positifs,    nécessairement  f  Test  aussi.  Donc  /ne 


(  ™  ) 

peut  passer  par  zéro  qu'en  croissant,  donc/ n'a  qu'une 
racine  réelle. 

2"  Soit  R<o.  Nécessairement  A  est  négatif,  et, 
puisque  A  =  (/'/),  on  voit,  par  le  n"  I,  que/7  a  ses 
racines  réelles.  Soient  «,  b  les  deux  racines  de  f\ 
et  a  <  b.  Quand  /'=  o,  R  se  réduit  à  6ff*  -f-  gf2/"2. 
Puisque  R  est  négatif,  fa  le  signe  opposé  à  celui  de  f". 
Donc  f  est  positive  pour  x  =  «,  négative  pour  x  ~  b. 
Donc/  a  trois  racines  réelles.  Donc  _/"  a  r/e«x  racines 
imaginaires ,  une  racine  double,  ou  trois  racines  réelles 
suivant  que  R  est  positif,  nul  ou  négatif. 

Les  expressions  de  A  et  B  conduisent  aussi  à  la  consé- 
quence 

(6)  f"3 -f-  3 kf  +aB=  6/w,y. 

De  là  résultent  la  transformée  privée  du  second  terme 

/"^3A/"-f2B  =o, 

avec  l'inconnue  f"=  6 (a0x -\-  <?i),  et  le  caractère  de 
réalité  des  racines  rapporté  au  signe  de  la  quantité 
h- -f-  A:{,  comme  il  est  d'usage. 

1\  .  —  Décomposition   d'un   polvnome  du  troisième 
degré   en   la  différence  de    deux   cubks. 

Les  notations  sont  ici  les  mêmes  qu'au  n°  111. 
Considérons  le  polynôme  d/  composé  ainsi  : 

i     ,/'>     ^7*=-i/'3--i).//./'-i)./J./""- 

Il  est  seulement  du  troisième  degré;  car  j1'^  et  tpj 
sonl  tous  deux  du  quatrième  degré,  mais  le  lésine  en  .r'' 
disparaît  dans  la  combinaison  (L.  Le  poh  nôme  l 'l- —  a  ©') 

< 'ïl     donc    du    sixième    degré    :    les    deu\    termes    f9    cl 

//''/"  disparaissant,  _/"•'  est  en  facteur.  Donc  ce  poly- 
nôme ne  diffère  de  y1  que  par  un  coefficient   constant. 


(  23  ) 

i      c,  d;2— acp3 

supposant,  pour  x,  une  racine  de  f  ,  on  voit    J — ^r-1- 

se  réduire  à  (^ff")2-^  2  '33/7//3.  C'est  à  quoi  se  réduit 
aussi  9R.  Ces  deux  quantités,  étant  constantes,  sont 
donc  toujours  égales.  De  là  l'identité 

Décomposons  le  polynôme  du  second  degré  co  en 
facteurs  linéaires  (n°  I),  observons  l'égalité  (cp<p)  = —  R, 
et  nous  aurons 

(7)  4'f',3(^-9^/2)-(?'+V/H)3(cp'-v/R)3- 

Tenons  compte  de  l'expression  o"  =  —  A  pour  en 
déduire 

<p"3  =  —  A3=   B2—  /'"2R. 

Observons  enfin  que,  en  général,  f  n'ayant  aucune 
racine  commune  avec  J',  les  polynômes  j  et  cp,  et  par 
suite  f  et  <i»  sont  premiers  entre  eux,  pour  conclure 
de  (7)  les  deux  relations  ci-apiès,  où  \  est  une  con- 
stante, 

(  a(B  -4-/VR)  (  +  +  3/v/R)  =  X(T'±  v/R)3' 

(8)  |  2(B-/VR)fe-3/v/H)  =  ^(?'-H=v/R)3- 

Il  reste  «à  déterminer  À  et  le  signe  devant  y/R  dans 
les  seconds  membres.  D'après  la  relation 

R  =  —  (  00  )  =  cp'2  —  2  epep", 

en  supposant  x  racine  de  ce,  on  aura  R=  <f/2.  Prenons 

y/R  =  cp'.   Comme  on  a  alors  ty  =  —  3  s'y,  on  voit  que 

<\)  +  3/\/R  s'évanouit.  Le  signe  dz  doit  donc  être  rem- 
placé par  le  signe  — .  Prenons  maintenant  la  seconde 
équation  (8)  et  observons  que,  en  supposant  toujours  x 


(  *4  ) 

latine  de  cp,  on  a 

?'-fr-/R  =  2?'>    B  ==/>*-/>',    Bh-/VR  =/Y, 

B  -/'"  /R  =  -  ^r  =  *Ç  .      ♦  -  3/t/R  =  -  6/V . 

11  résulte  de  là  l'expression  suivante  de  la  constante  X, 
en  supposant  toujours  x  racine  de  cp, 

i        _  1  *'l  1 
X  ~  "a  ç'2  /"' 

(]ui,  d'après  l'hypothèse  cp  =  o,  se  transforme  en 

D'ailleurs,  on  a  identiquement 

par  conséquent,  pour  x  racine  de  cp,  ou  a 

?/  =  ?/»     A  =  —  *  • 

Les  deux  identités  (8)  prennent  donc  définitivement 
la  forme 

a(B-/mv/R)  (*  -  3/y/ïï)  =  -(?'- v/ïï)3; 

d'où  l'on  tire 

g      l7  \v  i- y  ...  i  n  —  rv  jT  ■.(©'—  v/h)3—  (»5      r/R    -      /R 

ainsi  est  obtenue  la  décomposition  <ie  /en  la  diflfé- 
rence  des  cubes  de  deux  polynômes  du  premier  degré 
en  x. 


(   25  ) 
On  remarquera,  eu  passant,  que  ty  est,  à   un  facteur 
constant  près,  la  somme  des  deux  mêmes  cubes. 

V.   —  Décomposition  d'us   polynôme  du  troisième 

DEGUÉ    EN     FACTEURS    LINÉAIRES. 

Les  notations  étant  les  mômes  qu'aux   nos  III  et  IV, 

posons 

(10)  B  +/" y/Û  =  a\     B  -fy/R  =  f*. 

11  en  résulte 

a*p»=  B-2—  /'"îR  =— A». 

La  quantité  a3  a  trois  racines  cubiques  a,  a,  a". 
A  chacune  d'elles  adjoignons,  dans  le  même  ordre,  les 
racines  cubiques  (3,  (3',  p"  de  (33,  par  les  conditions 

«3  =  ot'P'=  a"^"  =  — A. 

Dénotaut  par  II  le  symbole  du  produit  de  trois  fac- 
teurs analogues,  obtenus  en  remplaçant  a,  (3  successive- 
ment par  a',  [3'  et  av.  ft',  écrivons  la  formule  (9)  ainsi  : 

,  2  43  v/r/  =_  JJ  [a  (  cp'-f-  V/R  )  —  [3  (  cp'  -  /R  )] 


n 


x  —  iJJV  ~  la  +  PJ 


•a/*" 


Mettant  en  dehors  (a —  t3)  dans  chaque  facteur,  et 
observant  [que  le  produit  (a — ?)(a' — ft)^ — ?>")  est 
a3 —  (33,  c'est-à-dire  2t/>///  y/K,  nous  avons  cette  nouvelle 
forme 

D'après  (10),  (4),  (3)  et  (5) 

?-+-57F-=7i(?/  -B)  — 71 


(  *6  ) 
Substituant  cette  expression  dans  le  produit  et  met- 
tant aussi  —  A  au  lieu  de  aj3,  nous  avons  enfin 

6/v=n</""f"B+p)- 

Telle  est  (inalement  la  formule  de  décomposition  du 
polynôme /' en  facteurs  linéaires.  Elle  se  résume  ainsi  : 

Soit  y.  une  des  racines  cubiques  de  B  -f-^'y/R,  et  soit  ,3 
celle  des  racines  cubiques  de  B — //7/y/R,  dont  le  pro- 
duit par  y.  donne  — A}  soit  to  une  racine  cubique 
imaginaire  de  V unité,  on  a 

En  égalant  à  zéro  chacun  des  trois  facteurs  successi- 
vement, on  a  les  trois  racines  de  l'équation  y  ==  o  sous 
la  forme  de  Cardan. 

La  formule  (ii)  peut,  a  posteriori,  être  vérifiée  ai- 
sément. Son  second  membre  est  identiquement  égal  à 

D'après  les  expressions  de  a,  t3,  ceci  n'est  autre  que 
fff*-h  2B  4-3 kf1  ou  6f'"-f,  comme  on  l'a  trouvé 
déjà  (6). 

\1.  —   Condition  pour    qu'uke  équation  du  qua- 
trième   DEGRÉ    AIT    IJNE    RACINE    DOUBLE. 

Soit  /'un  polynôme  du  quatrième  degré 

f=a[).r'*-r  j  a  1 ./:!  —  G <t.,.r--     [a^x       <<t. 
Formons  d  abord  la  combinaison  constante 
I       ,  //)      ,Kjyxs_..,f  j        j  :       [8(a0a4—  \avat 

puis  !<•  polynôme  du  quatrième  degré 

u   ■       j  /< 


(  »7  ) 

dont  les  dérivées  sont 

?""=  */*/"- 6/7IT,    t,v  =  'V'"2-  i/V,T  =  -  2(/7"  '• 

Composons  enfin  a.\ecj  et  cp  la  constante  ( <£>/") 

l3)  )  J  =(?/)  =  9/Vlv-'^7,f-WT- 6/f^H-i/^ 

|       —  27.  33(#|  «o  —  «4«2a0 —  2 «3 «2^1 -H-  «4«f  -+-  «1  )• 

Si  l'on  suppose,  en  même  temps,  nul  s  y  et  /',  I  se  ré- 
duit à/7'2,  J  à  %ff'3  et  J2 —  4Ï3  à  zéro.  Donc,  suivant  un 
raisonnement  déjà  employé,  /#  condition  pour  l'exis- 
tence d'une  racine  double  dans  l 'équation jf=  o  est 

Jï—  413=  0. 

"N  II.    CONDITIONS     POUR    Qu'uN     POLYNOME    DU     QUA- 
TRIEME   DEG-ttÉ    SOIT    UN     CAURÉ. 

Si/  contient  un  facteur  linéaire  au  carré,  ce  facteur 
appartient  à  _/*' et  se  trouve  au  carré  dans  ©  (12).  Si 
donc  /  est  un  carré,  les  deux  polynômes  cp  etfne  diffè- 
rent que  par  un  facteur  constant.  Réciproquement  tout 
facteur  linéaire  commun  à  y  et  cp  appartient  à  f  et  entre, 
par  suite,  dans  f  avec  l'exposant  2  au  moins.  Donc  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f  soit  un 
carré  consiste  en  ce  que  f  et  cp  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  constant. 

Désignant  par  g  un  polynôme  du  second  degré,  sup- 
posons f  =  g-2  ;  nous  aurons 

f~     JO-3  /'—    .y    0-0-'  f"  —    2    ,ro-''_    .)    cr'ï 

J   —  »     J     J    —  -*©£>;      J     —  *•&&       '     '- b      1 

En  prenant  les  dérivées  suivantes  de  y  et  formant  J, 
nous  trouvons  aussi 


(  28  ) 
J)e  là  deux  expressions  de  la  constante  (gg)]  dans  Ja 
première  nous  remplacerons  Je  rapport  constant  des  po- 
lynômes y,f  par  celui  de  leurs  dérivées  quatrièmes  : 

Il  faut    observer  que  y/I   est    ici   entièrement  déter- 
minée, 

D'après  les  égalités 

f"  ...    0    frtr" ,.    rr'l  (  &&\—  «    ,r  cr" rr'2  /"'»  -    t\   ,r"2 

on  conclut 

/"  +  2  (  W  )  =  6  ^  =  ^  Jêf*  » 

et  f/e  /à  résulte  cette  expression  de  la  racine  carrée  du 
polynôme  f  supposé  carré  parfait  : 

Cette  forme  algébrique  de  y//' nous  sera  utile  plus  loin; 
i  Ile  se  vérifie  bien  aisément  a  posteriori  si  l'on  rem- 
place <p,v  par  son  expression  en  fonction  des  coefficients 
•  le  /.  On  trouve  ainsi 

\    /'    -  — —  (  "„/'-        :>.<t\.r        ']({.> ), 

et  le  carré  de  ce  polynôme  a,  pour  ses  trois  premiers 
i    i  mes,  aQxs  -f-  4#|4?9  H-  6  a2 x2. 

VIII.  —    Décomposition  d'un  polynôme 

Dl      QUATRIÈME    DFGI\É  EN   LA    DIFFÉRENCE  DE    DEUX  CAURÉS. 

Conservant  les  mêmes  notations  qu'au  n°  VI,  introdui- 
sons encore  le  polynôme  •!<,  du  sixième  degré, 

•      -    /  ;  \J    •       6//    /  ,/"V. 


(  *9   ) 
La  combinaison  ?>'l2 — w:i  fournit  un  polynôme  du  dou- 
zième degré,  qui  contient  le  facteur  f'2.  Faisant 

on  aura  un  nouveau  polynôme  y  du  quatrième  degré 

y  =  l8/'3/'"_  9/'2/"2_  36//'/"/'"  •-  [2/2/'"2+  i6//"3, 

En  y  négligeant  les  termes  contenant^,  on  voit  de  suite 
que  y  -f-  3 1 cp  contient  le  facteur  f  et  ne  diffère  ainsi  de 
/"que  par  un  coefficient  constant.  Pour  connaître  ce 
facteur,  on  peut  donner  à  x  une  valeur  particulière, 
celle  d'une  racine  de  f/;,  par  exemple.  Le  facteur  se 
réduit  ainsi  a  \%f'2fïy-{-\iff"h2\  c'est  à  quoi  se  réduit 
l'expression  (i3)  de   2,T  pour  fu=  o.  Donc 

XH-3I<p.=  ?•!/ 

et,  en  conséquence, 

(i5)  3<]/2  =  'f3—  iyJ/2<f +  8J/3. 

Considérons  le  polynôme  du  troisième  degré 
F  =  p—  i2l£-f-8J, 

obtenu  en  mettant  £,  au  lieu  de  -^  dans  le  second  mem- 
bre de    (i5),    et   décomposons-le  en   facteurs  linéaires 
d'après  le  résultat  (î  i)  du  n°  V. 
Si  nous  posons 

J2_4I3=  r>, 

(16)  «3=4(J  4-  /B),     è3=4(J  —  /B), 

et  que  nous  choisissions  la  racine  cubique  de  Z>3  par  la 
condition 

(17)  ab  ==  4I, 

la  décomposition  de  F  donne  pour  résultat 

F  =  (f+û  +  6)(^+  tort  +  (i>2è)(|  -f  <o2rt  -t-  0)6). 


(  3o  ) 
Eu  conséquence,  la  formule  (i5)  donne  celle-ci 

;    34,1=  [<p +  («  +  &)/] 

j  '(  X[<p  +  (a)fl+a)2è)/][o-+-(o)îa  +  w*)/]. 

Les  polynômes  /et  0  n'ayant  aucun  facteur  commun  en 
général,  c'est-à-dire  si/" n'a  pas  de  racine  double,  on  voit 
que  chacun  des  trois  polynômes  du  second  membre  de 
(18)  est  un  carré.  Désignant  par  g,  h  deux  polynômes 
du  second  degré,  on  aura  donc 

G  =  ©  +  (wa+w2è  )/  =  #2,     H  =  ç>  H-  (  io2  a  -f-  to  b)/=  h\ 

Par  cette  dernière  formule,  y  est  réduit  à  la  différence 
de  deux  carrés.  Ecrire  explicitement  les  expressions  de 
g^  //,  c'est  ce  qu'il  reste  à  faire,  et  c'est  à  quoi  va  servir 
la  formule  (i4)  obtenue  aun°VH. 

Pour  appliquer  cette  formule,  il  nous  faut  calculer 
deux  constantes  nouvelles  (ç//9//)  et  [on '  f")-  Le  calcul 
s'abrège  si  l'on  suppose  j"=  o,  ce  qui  est  permis,  et  ce 
que  nous  rappellerons  en  employant  le  signe  :,  au  lieu 
du  signe  d'égalité, 

-  i  /'V.,  /'VIV  •  (>./7'r'2  )  -  4/'"2^./7:,v--  a/r/w  >, 

(  ©"©")  =  —  4J/IV-H2Ïo", 

(  ?"/")  =       aI/" 

En  général,  si  />,  <y  sont  deux  polynômes  du  second 
degré,  el  /.,  ;.'.  des  constantes,  on  a 

appliquons  cette  formule  en  supposant/;  =  »",  </  = 
a=  i;  employons  les  expressions  trouvées  pour  (œ 
/     ■  el  a.r-i  -f,v.-=:  —  a    /"'/'  .  et  uous obtiendrons 

G'C.  '  1  |  I       u  '   ©"       ,,  .1       iaI)/"", 


(  3.   ) 
la  constante  jji  devant  être  remplacée  par 

u.  —  tua  4-  «>-  b. 
On  a,  d'après  (i  6)  et  (17), 

\  I  —  <xï  =  —  (  to2  «2  -h  «&  -h  w  62  ), 
8(J  +  ;j.i)  =  «3+  b*-h'2ab(i»a-ï-  tû*b) 

=  (m9- a* -h  ab  4-  to62)(w«4-  w2ô), 

(G" G")  =  —  -J(œ2tf24-  «6  4-  w62)[<pIV-h  (wa+  w* &)/'*], 
(21)  l^>=;-.I(a)«a«-+-aô  +  w6»). 

En  échangeant  w  et  to2,  on  a  la  formule  analogue   pour 
H,  et  finalement,  d'après  (  1 4 )•> 


1 

or 

ë 


h  = 


rrj'  _o_  (  (o  «  _j_  W2  fe  )f"-\  (  ^g  ga  -+-«6  4-o>&*) 

v/6[cplv4-(u>a4- w26)/IV] 
<p*4-  r  w2  «  -4-  w  6  )  f  —  J  (  w  a2  4-  a6  4-  a>>  b"-  ) 


(aa)  , 


y/6  [  cpIV  -+-  ( to2  a  4-  00  b  )/,v  ] 

Ainsi  sont  exprimés  explicitement  les  deux  polynômes 

du  second  degré,  dont  la  différence  des  carrés  reproduit 

1        ufaeteur  constant  près,  suivant  la  formule  (19). 

I\. — Décomposition  d'un  polynôme  du  quatrième  degré 

EN   FACTEURS  LINÉAIRES. 

Pour  décomposer  f  en  facteurs  linéaires,  il  n'y  a  qu'à 
décomposer  maintenant  les  polynômes  du  second  degré 
(g  — h)  et  (g  +  /i). 

En  vue  de  ce  calcul,  cherchons  l'expression  de  la  con- 
stante (cp«p).  Supposant,  comme  précédemment,  /"=■  o, 
nous  avons 

(epep)  =  2cp<pIV—  2cp'cpw4-  o"~ 

=  i6/'2/W2—  3a//'/w/IV-^  i6/2/1V2, 

12=  |/"2/-'"2_ 8//'/w/,v -1-  4/,/*¥*> 


(  3a.) 
Écrivant,  pour  abréger. 

G  -  cp-+-  a/,      H  =«p-h  p.'/, 

nous  concluons 

(GH)=(8>«p)4-(H-+^)(«p/)-+-  fifi'OÇO 

=  4 12 -+-(>-+-  (Ji')J  -4-  uu/I. 

Remplaçant  encore  les  diverses  quantités  par  leurs 
expressions  en  a*  &,  savoir  : 

41  =  ab,  8J  =  a3-+-  63, 

(x  =  tu  a  -+-  a»2  b.        \x  =  102  a  -t-  to  6, 

nous  obtenons 

(GH)  =—  f(w2a2+aè  +  w62)(wa2-i-  aè  ~  u>2£2). 
D'après  le  n°  \  JI  et  la  formule  (21),  on  a 

'     {G"G"]  ''/      2      2  /  Al 

2      G' v  4 v 

J)e  même 

( M  )  =  -J(wo2+  «6  -h  w2 62 ). 

On  peut  donc  écrire 

(GH)=-2(^)(M). 

En  général,  pour  deux  polynômes  quelconques  du  se- 
cond degré  #,  /*,  on  a  identiquement,  comme  on  le  re- 
donnai! par  un  calcul  direct, 

(**A*)  =  6(#À)*-a(^r)(AÀ). 

Comparée  à  la  dernière  égalité,  celle-ci  montre  que, 
pour  les  polynômes  particuliers  envisagés  ici,  on  a 

Par  conséquent,  la  relation  (ao)  donne  simplement 

!'■  g       h)      (g       /t.  &       h)  ={gg)      JiId  =J(a  —  A)*, 


(  33  ) 

et,  d'après  le  n°  I,  en  supposant  s  =  dz  i , 

*(*•-+- *Af)(tf-t- «A) 

=  r^+  BAf+  ~(a-  &)]  |V  ■+-  s  A'-  i  (a  -  6)]  . 

Ainsi  les  quatre  facteurs  linéaires,  dont  le  produit  fait/, 
à  une  constante  près,  sont  contenus  dans  la  forme 

e'±h'±  -(a  —  h), 

où  les  deux  signes  ambigus  doivent  être  choisis  dune 
manière  indépendante.  Il  suffit  d'envisager  le  coefficient 
de  xk  dans  le  produit  pour  déterminer  la  constante,  et 
l'on  a  cette  formule  finale 

(a-b)* 


<*3)   =n 


12 


y/6  [cp1  v  -+-  (  w  a  -f-  co*  />  )/"  J 

±  -  (a  —  b) 


v/6[coIV-h(w2a-i-w6)/IVJ 


9, 


X.  —  Discussion  de  l'équation  du  quatrième  degré 
a  coefficients  réels. 

Supposons  réels  les  coefficients  dey,  et  examinons  les 
facteurs  linéaires  de  ce  polynôme  pour  reconnaître  la 
nature  réelle  ou  imaginaire  des  racines. 


Soient 


4-(wa  +  wïè)/ 


l/6[ç>IV-h~(a)a-f-  w*6)/lvî 
v/GÎ^p1  v-f-(w2«  +  wi)/1  v] 


Supposons  d'abord  a  et  b  des  quantités  réelles.   Alors  u 
est  imaginaire  pour  x  réel,  et  l'une  des  déterminations  de 
v  est  conjuguée  de  u.  Soit  v  cette  détermination.  Alors 
Ann.  de  Matkém.,  3e  série,  t.  IV.  (Janvier  1 885.)  3 


»4 

//  —  v dz  -(a  —  b  \  est  le  produit  de  î  par  une  quantité 
i  relie,  et  deux  facteurs  donnent  des  racines  réelles,  tandis 
que  les  deux  facteurs  u  —  i  ±  -  a  —  b)  donnent  des  ra- 
cines  imaginaires.  D  après  (16  >,  on  a  cette  conclusion  : 

Si  D  =  .P —  4I3  est  positif,  l'équation  f=  o  a  deux 
racines  réelles  et  deux  imaginaires. 

Dans  le  cas  opposé,  celui  où  D  est  négatif,  a  et  b,  lju 
et  to2/>.  (o2a  et  tob  sont  trois  couples  d'imaginaires  con- 
juguées, en  sorte  que  a  -h  Ik  (.oa  -f-  io2  b.  to2  a  -j-  wo  sont 
des  quantités   réelles,    ainsi   que    i1  a — b     et  les   trois 

constantes 

:«p"+(a+  6)/,T, 

c,  =  -^  —  ((1)04-  ^6  >/"*, 

c«=  ç>lv—  1  w*a  —  n»6  }/"". 

D'après  |  18  t,  le  produit  de  ces  trois  constantes  est  po- 
sitif; c'est,  à  un  facteur  numérique  près,  le  carré  du 
coefficient  de  x6  dans  'l.  Ces  constantes  sont  donc  toutes 
trois  positives,  oubien  deux  négatives  et  une  positive.  Dans 
le  premier  cas,  chaque  facteur  linéaire  de  |  o3  |  donne  une 
racine  réelle;  dans  le  second,  une  racine  imaginaire.  La 
distinction  des  deux  cas  se  fait  par  le  moyen  des  deux 
fonctions  symétriques 

Ci,  —  cx  —  ct=  3s,T. 
c,H-c,ct-i-cfct=3[(ip"  I*-  -]. 

<i  l'on  a  cette  conclusion  : 

Si   l)  =  .l-  —  4'     est   nc^iitif,  les  quatre  racines 
><mt  réelles  quand  les  deux  quantités 

_    ,    . 

ives;  les  quai  font  imaginaires  iL 

■ 


(    35  ) 
Ce   dernier  critérium    peut    être    présenté   sous    une 
forme  différente,  qui  résulte  des  deux  égalités 

?IV[(?IV)2-4l(/lv)2]-8(/")2[l?IV-J/IV]  =  A(^V1'2- 

=  (J2  —    II3  )'(/")*. 

La  première,  conséquence  de  (i5),  montre  que 
(ç»T)»  — 41  (/»*)«  est  positifsi  oIV  et  I»IV—  J/,v  sont  po- 
sitifs. La  seconde,  à  cause  de  la  supposition  J2 —  4 13  <C  °-» 
montre  que,  si  (Vv)2—  4I(/IV)2  est  positif,  l'f1'—  J/,T 
et  Icpl*H-  J/*1*  ont  un  même  signe.  Ce  signe  est  -4-  si  :pIV 
et  I  sont  positifs.  Donc  les  deux  inégalités 

(*4)  ?,v>o,     I-fIV—  J/,v>  o 

sont  entièrement  équivalentes  à 

^>o.    (<?")2-4K/IV)2>o 

dans  le  cas  supposé  J- —  4j3  <C  °- 

C'est  aux  inégalités  (24)  que  conduirait  l'application 
directe  du  théorème  de  Sturm. 

Rappelons,  avec  les  expressions  de  J,  J  (n°  M),  celle 
de  cplv,  savoir 

d'après  laquelle  on  a 

=  ia(«î  —  a0Oî)2—  al(a0ak  —  4  r/j  «3  -r-  3  a|  ). 

Si  D  =  J2 — 4i3  esf  nul,  fa  une  racine  double,  comme 
on  l'a  déjà  vu  (n°  VI).  Prenant  a  =  b  =  y  4  J  =  =fc  2y/ï, 
on  a,  par  la  formule  (  a3),  le  facteur  double  sous  la  forme 
*p  — «.Z^-  Ce  facteur  peut  être  triple.  Il  devient  illu- 
soire quand  0  et/  sont  proportionnels  :  ce  cas,  où/est 
un  carré,  a  été  examiné  au  n"  VII. 


36  ) 


SIR  l\E  ÉQUATION  AUX  DIFFERENCES  MÊLÉES; 

Par  M.  E.  CESARO. 


l.'En    partant  d'une  fonction   arbitraire  y  —f(x), 

l'équation 

ypdx  =  xdyp-x, 

dont  un  cas  particulier  a  été  considéré  par  M.  Catalan, 
fournit,  de  proche  en  proche,  la  série  de  fonctions 

Y  i  =  zy'i    J2  =  xy'-^  x*y",    j3  =  xy'-+  3  x*f+  •r\r" . 
yk  =  xy'-\-  jx2y"-+-  6a?3y"-+-  xky11,     .... 

On  est  conduit  à  poser 

(0  yp  =  \pzy'+  hPv2y"-+-  hPx*y"-+- 

en  prenant  \m  p  =  o,  lorsque  m  est  supérieur  à  p  ou 
inférieur  à  i . 

2.  Puisque  les  valeurs  des  nombres  \  sont  indépen- 
dantes de  la  nature  de  la  fonction  j  ,  faisons,  pour 
les  déterminer,  j  =  xm.  Il  est  clair  que 

yip>  =  m(m  —  i)(m  —  2).  .  .(m  — p  -4-  \)xm-i'.      yp  —  mPxm. 
Si  l'on  pose 

0m  =  1.2.3...  m  A  ,np,      um  —  m  P , 
la  relation  (1)  prend  la  forme  symbolique 

(  0  -h  1)"»=  um, 

el  l'on  en  déduit  immédiatement 

0,„=(M  —  l)'"  =  A»'<«..  >■ 


(  »7  ) 
c'est-à-dire 

''         1.2.3.../// 

Par  suite,  la  formule  (i)  devient 

(a)     r„  =  S£  Uop)  +■  ^-  W(op-)  -+-  ^K  A»(op)  ■+■'. . . . 

7       "  '  I         v  I  .  '2  1.2.3 

3.   Pour  invertir  la  dernière  relation,  il  est   évident 
que  l'on  peut  poser 

(  3  )  xPy^  =  [a.!  pyt  -+-  v+pjrt  4-  N,/>73  H-  •  •  • , 

les  nombres  u-,  analogues  aux  nombres  X,  étant,  comme 
ceux-ci,  indépendants  delà  nature  de  y.  Pour  y  =  jcm, 
la  formule  (3)  devient 

m(m  —  \)(m  —  2). . .(m  — p -+- 1  )  =  \*.\  p  m  -+-  (jl2  p m2-+-  (j.3  pm3-f- .... 

Comme  cette  égalité  doit  être  vérifiée  identiquement, 
on  voit  que  ( — \)P~r \xr )P  est  la  somme  des  produits 
p — ràp  —  r  des  p — 1  premiers  nombres  entiers. 
Conséquemment,  la  relation  (3)  prend  la  forme  symbo- 
lique 

(4 )  <tPyW  =  y(y  —  i)(j  —  2). .  .(y  —  p  ■+■  1). 

4.  Soit,  par  exemple, y  =  oc  -f-  x2 H-  .  .  .-hx";  puis, 
faisons  a:  =  i.  Il  est  visible  que 

,  ,       (n-h  ï)n(n  —  i). .  An  —  p  -+- 1) 

j^  =  5p ■==  i/>  4-  aP  -h  3p  ■+- . . .  -+-  îip. 

Par  suite,  l'égalité  (2)  devient 

sp=  C„+12  A(o/J)  -+-  G„+lj3  A2(oP)-+-  G„+1>4  A3(o^)  4- 

Si  Bp  est  le  p^we  nombre  de  Bernoulli,  c'est-à-dire  le 
coefficient  de  n  dans  sp,  la  dernière  relation  donne  im- 
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médiatement 

B„=  —A(0p) L.A2(oP)H-TL-A»(o/')— 

'  1.2  ^.  •  i  :>  ■  t 

Ces  égalités  sont  fort  connues. 

o.  De  même,  la  formule  (4)  donne  lieu  à  l'identité 
symbolique 

s ( s  —  i ) (s  —  i.  ) . . .  (  s  —  p  -+-  ]  i 

(n-\-i)n(n  —  i). .  .( n  —  p  -+-  0 

En  considérant,  dans  les  deux  membres,  les  seuls 
coefficients  de  rc,  on  obtient  l'égalité  connue 

B(B  —  i)(B  —  2)..  .(B  —  /j-f-i)  =  ^~  y*  ï.2.3...(jd- i). 

6.  Dans  le  Mémoire  Sur  une  suite  de  polynômes  en- 
tiers, M.  Catalan  a  considéré  le  cas  particulier  de  n 
infini,  en  laissante  quelconque.  Alors,  à  cause  de 

•  I  .7.3.  .  .D 

v ■■/'  — —, 

J     .  (£  —  X)P+* 

La  formule  (2)  devient 

1  -f-  1P  X  H-  3  P  .r2  H-  \P  a*  -+- .  .  . 

A(o/'i  ,rA2(o/')        ar»A*(o*») 

(1  — ./■!'-        (1  — .r):J         (i  —  .r)'* 

La  série  du  premier  membre  est  doue  égale  au  quotient 
(lui)  polynôme  entier,  de  degré  p —  1,  par  (1 — x)P+% . 
Cette  propriété  a  été  mise  en  évidence,  par  M.  Catalan, 
dans  !<•  Mémoire  cité. 

plus  remarquable  est  celui  de  y  =  e*.  On 


(  h  i 

trouve,  d'après  (2),  pour  x  =  1 , 

\P         2P  iP  \i>  v 

1         [ . a        1.2.3         1.2.3.4 

pourvu  que  l'on  pose 

A(oM        A*(o)/'        A3(o/M 

'  I  1.2  1.2.3 

On  voit  que  7SP  est  un  nombre  entier,  et,  par  suite,  la 
série  considérée  est  égale  à  un  certain  nombre  de  fois 
le  nombre  e.  Cette  propriété,  énoncée  par  M.  Dobinski, 
a  été  démontrée  dans  le  tome  IV  de  la  Nouvelle  Corres- 
pondance mathématique . 

8.  Les  nombres  N  étant  particulièrement  importants, 
nous  allons  en  dire  quelques  mots.  On  reconnaît  sans 
difficulté  qu'ils  obéissent  à  la  loi  symbolique 

(5)  (N  +  i)p=Np+>, 

qui  donne,  de  proche  en  proche,  pour  les  termes  de  la 
série  N,,  N21N3,  .  .  . ,  les  valeurs 

(6)  1,  2,  5,   i5,  52,  2o3,  877,  4i4°>   •••• 

Si  l'on  pose  JSp+i  =  vp,  on  sait  que  l'égalité  (5) 
donne  lieu  à  l'égalité  symbolique  générale 

F(N-hi)  =  F(v). 

Par  exemple,  pour  F(  z)  =  (  z  —  1  )f ,  on  trouve 

Np—  (v  — i)p=  N(N  —  i)p=  ^P(Nl). 

Ainsi,  le  plème  terme  de  la  série  (6)  est  égal  à  la 
pième  différence  du  premier  terme. 

9.  Prenons  encore  ¥(z)  =  exz;  il  vient 


(  4o  ) 

c'est-à-dire 

ex  eUx  =  (eNr  )'  t 

d'où 


■r        »r     ocL  mT        ./ 


e«'  -1  =  i  -+-  Ni  - ■•+-  N2  — ■  +  N 


I  I . 2  1.2.3 

D'après  cela, 


10.  Enfin,  faisons  remarquer  la  relation  symbolique 

Ni  \  —  i)(N  —  a)...(N—  >  +  i)  =  i, 
que  Ton  déduit  immédiatement  de  (4)- 

11.  Signalons,   pour  finir,  l'expression   de  jp  sous 
forme  d'intégrale  définie.   Moyennant  l'égalité  connue 

— =  —  —   /      ( ecos 9+< si" 9  —  i )'"  sin />9  rff) . 

1.2.3.../?  7Tj0  7 

la  formule  (2  )  donne 

-~ = /     /  (  x  e™*  °+< *'" 9  )  si  n  »  6  rf6 , 

1.2.3.  ..jO  77./,       y  ^ 

pourvu  que  L'on  néglige  la  partie  imaginaire  du  second 
membre.  C'est  pour  exprimer  cette  restriction  que  nous 
avons  remplacé  par  =  Je  signe  d'égalité.  Par  exemple, 
la  dernière  formule  donne,  pour  les  nombres  N,  cette 
expression  générale 

■>;  r71    <fJ 

Np  = /     ee     sinj78rf0, 

rce«/0 

c'ést-à-dire 

Ni       -    j  sinfc'  ,8sin(sin8)]sin/>8dB. 


(  4i  ) 
DÉRIVÉES  DES  FONCTIONS  DE  FONCTIONS; 

Par  M.  E.  GESARO. 


1.  Fonctions  de  ex .  —  Soit,  avant  tout, y  =  o(ex). 
Si  l'on  calcule,  de  proche  en  proche,  y\  j  ",  yf/\  .  .., 
on  est  conduit  à  poser 

y{p>=  Kp :«*-+-S,1p^ e2*H-o3,PY  -    -a- e3*-h..., 

I  1.2  I .2.3 

les  nombres  8,  indépendants  de  la  nature  de  y,  étant 
nuls  lorsque  le  premier  indice  est  supérieur  au  second, 
ou  inférieur  à  l'unité.  Pour  ®(x)  ==  .r™,  la  dernière  re- 
lation devient 

pourvu  que  l'on  remplace  or  par  or>/;.  II  en  résulte  im- 
médiatement 

%m,p=  A*»(o/>), 
puis 

l  jtp)=  lA£_Jea:A(o/>) 

4-— e2^AVoP) -i-   '    v    /e3j?A3(oP)-i-.... 

I  1.2  1.2.3 

2.  Il  est  aisé  d'invertir  la  formule  (i),  en  opérant 
comme  nous  l'avons  fait  dans  notre  article  Sur  une 
équation  aux  différences  mêlées.  On  trouve  l'égalité 
symbolique 

(2)        eP*yW(e*)  -y{y  —  t)'(y  —  2). .  .(7  -7?  +  1). 

3.  applications.  —  Dans  le  tome  VI  de  la  Nouvelle 
Correspondance  mathématique,  M.  Leinekugel  a  dé- 
montré la  formule  (1)  pour   l'appliquer  au  développe- 


i»  ) 


rnciil  de  )  suivant    les  puissances  de  x.    Si   l'on 

prend  cp(  j?)  = -j  la  formule (i)donne,  pour .r  =  o, 

a\(oi>)        a^^ioP)        a3A3(o/M 
(i  —  af         (\  —  af  (i  — «)4 

Tel  est  le  coefficient  de  ■ ■>  dans  le  développe- 

i .  -2 . 3 . .  .p  ll 

ment  de 


i  —  ae- 


A.  De  même,  pour  y{x)  =-[x  —  i)"',  on  voit  que 
>)  ^  (i),  généralement  nul,  est  égal  à  m  !  lorsque  p  =  m. 
D'après  (i),  on  a  donc,  pour  x  =  o, 

yW=s  A'"(o/'). 
II  en  résulte 

(ex—  \)m  =  ■ — r  A'"(o'«  )  -T-  — r  lm{  om+1  ) 

m\  (ffl  +  i)! 

-+-  t— :  A'»  (<>'"  +2  )  -f- 

(  wi  -+■  a)! 


,v>.   Inversement,   d'après    (2),    {expression    symbo- 
lique 

A(A  —  I)(A  —  2)...(  A—  p-h  H. 

dans   laquelle  on   remplace  Y  par   Am(o'),    est    nulle 
si  m  est  différent  de  p. 

G.    \  oieî  unv  autre  application  des  formules  (1)  et  (2). 
Prenons  çp(#)  =  .  On  trouve  sans  peine 


./'in  1   \p-i   . 


(       1  y-'  .  - 


1.  a.  >.../>        \         ^ 

D'autre  pari,  on  sait  que,  K/(  étant  le  /»"'""'  nombre 


(  43  ) 

d'Euler,  on  a 

2  X  x*  ./;■* 

y  =  — —  =  ih-  Ei  — h  E2 h  Ea  — —  + .... 

J        e*  -+-  e-*  i  i .  2  i .  2 .  j 

Gela  posé,  la  relation  (i)  fournit  cette  remarquable 
formule 

Ep  =  —  4[2A2(oP)    —  2A3(o/M   -f.A*(o/»)] 
4 


f2 


^[aA«(<>P)    —  2A"(o/>)    +A8(o/J)] 
—  i[aA*o(oP)  —  2A"(op)  -+- A"  (op )]-+-..,, 
que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme  symbolique 

V'P-      a  +  aA  +  A«' 

eu  convenant  de  remplacer,  après  développement.   A'" 
par  Am(o^).  Par  exemple, 

Eio  =  —  (5i  i  — '27  990  h-  204  63o) 

-h  (2o5443o)  —  3704400  -h  1890000)  — ii34oo  = —  5o5ai . 

7.  Inversement,  d'après  (2),  on  peut  écrire  l'égalité 
symbolique 

E(E-i)(E-2)...(E—  p  +  i) 

,  1 .2.3. .  ,p    .    .  .  ir 

=  (-,)"-1-(^S,n(/'-,)4- 

8.  Intégrales  définies.  —  Multiplions  les  deux 
membres  de  l'égalité  (3  )  par  sinpio  du),  après  avoir  fait 
x=  eitù,  et  intégrons  entre  o  et  ti,  en  négligeant,  dans  le 
second  membre,  la  partie  réelle.  Pour  rappeler  cela, 
nous  remplacerons  par  =  le  signe  d'égalité.  Il  vient 


j     (ec'w  —  1)'"  sinpui  d(o 


'0 

V  =  •  oo 


.VA»'io"'+'M  r .    ,  .            ,          .r  A"'(o/') 

1   7  1 rr  I      sin(m  +  v)(osin»waw  =  f-  h — : 

^d  (*n-hv)!  /  ^                   2        />! 

V     -  (1 


(  44  ) 
d'où 


(4)        ==__     /        (  ecos co  -H  sin  co  _,  yn  s\np^  dix). 

I  .  2 . 3 . .  .p  T.   J0 

Par  substitution  dans  (i),  on  obtient,  plus  générale- 
ment, 


y(p 


I  .2.3.  .  .p 


Il     r 
—    /        ? 


«(gx+copw+iainw)  siny>to  rfw. 


2  .r 


Par  exemple,    pour    cp  ( x )  =     '^  '         et    a :  =  o,     on 
trouve 


ep=— §1.2.3. ,.jd  r 


'^(geosw —  e-  eoBW)  sm(smte))  sinooj    , 

Ea  =  —  -1.2.3.  ,.JD     / r1 ClO). 

>2  cos  O)  _j_  e—  2  cos  w  _}_  2  cos  (  2  Sin  to  ) 


9.  Fonctions  de  logx.  —  Soit  encore jy  =  o(logx). 
En  opérant  comme  ci-dessus,  on  trouve  la  formule 
symbolique 

(5)  xPyW  =  <p(© —  i)(cp  —  2).  ..(«p  — /?  ■+- 1), 

où  l'on  doit    remplacer,  après  développement,  cpr  par 

<p(r)  (log.r  ).  Inversement 

xv'  x2  v"  r3  V" 

'^pH\osx)=  -±-MoP)-i-  ±J-   a«(o/»)h-  -^—  A»(oP)4-.  ... 

I  1.2  1.2.3 

10.  Intégrales  définies.  —  En  employant  (4)  et  en 
remplaçant  log.r  par  x,  la  dernière  formule  devient 


7t 


1.2.3...»  Tt  ./         '  V  ' 

Celle  formule,  à  peu  />/v.v  évidente,  a  de  nombreuses 
conséquences. 

I  1 .   Cûw  général,  —  Au  lieu  de  nous  arrêter  à  l'exa- 
men d'autres  cas  particuliers,  considérons,  en  général, 

-      '/  |,       n    --    \  |   ri. 


(45  ) 

Pour  cela,  il  faut  que  nous  démontrions  quelques 
propriétés  d'un  important  algorithme.  Rappelons  d'a- 
bord que,  ayant  toutes  les  solutions  entières  et  posi- 
tives de  l'équation 

rt  -h  r2 -+-  rs ■+■ . . .+  rm  =  p, 

ou  appelle  algorithme  isobarique  dune  fonctionner), 

m 

et  l'on  désigne  par  7sf{r)->  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits analogues  à 

An)/(r2)/(r3).../(rw). 
Or  e'est  l'algorithme 

m 


l 


pM*)-  Mtx 


p 
que  nous  voulons  considérer  d'une  manière  spéciale. 

12.  Propriété  fondamentale.  —  Pour  plus  de  sim- 
plicité, désignons  par  sr  la  fonction  soumise  au  signe 
algorithmique.  Prenons  un  terme 

er,  Sra  £>-3  •  •  •  £>,„     (',i  +  r2  +  ...+  r,„  =  p) 

de\Jp>m(x).  A  cause  de  £^,  —  (r  -+-  i)£r+<,  il  est  clair  que 
sa  dérivée  est 


v=m 


(6  )  JV  (  7\  -h  i)  £,.,  £rs  •  •  .  Êrv-i  £,.•;+!  Efv-J-J .  . 


v=l 


Pour  que  l'un  de  ces  termes  coïncide  avec  un  terme 
donné 

(7)  Bptep»epf--Sp«    (Pi+p2-+-.-.-t-p^  =  />-4-i) 

de  U^,^,^),  il  faut  que 

f"l  =  Pi  >    •  ■  •  ?    rv-i  =  pv-l ,   rv  =  pv  —  I  r    '*v-M  =  Pv-f-1  j    •  •  •  >  rm  =  p m  , 


(  46  ) 

et,  par  conséquent,  pv  doit  être  supérieur  à  l'unité.  Si 
cela  a  lieu,  le  ternie  (7)  se  trouve  pv  fois  dans  U^m(.r), 
comme  on  le  voit  par  (6).  Il  en  résuite  que  le  terme  (  7) 
est  contenu  dans  U^m(.r)  un  nombre  de  fois  égal  à  la 
somme  des  quantités  p  supérieures  à  l'unité,  c'est- 
à-dire  p  -\-  1  — N  fois,  JN  étant  le  nombre  des  quantités  p 
égales  à  l'unité.  D'autre  part,  considérons  les  termes 

£r,£r;  £r3  ■  •  -£r„,-i       Krl  ~+~  r2  -+-...  ~h  r„,_i  =  /?  ) 

de  U^,  m_j  (.r  ),  et  multiplions  par  s,  chacun  d'eux,  en 
écrivant  ce  facteur  aux  m  places  qu'il  peut  occuper,  de 
la  manière  suivante: 

Dans  1(3  Tableau  ainsi  formé,  le  terme  (7)  se  trouve 
N  fois,  tandis  que  la  somme  de  tous  les  termes  est,  évi- 
demment, metUp  m_i(jc).  En  résumé,  le  terme  (7)  est 
contenu  p  -+-  1  fois  dans  U' '  m[x)  -f-  mz{  U^,,,.,  (.r  ). 
Conséquemment 

(8)        UptW(a?)  =  (/>  -f-  i)U>+t,mO)  —  mu'Vp^m-^ù:). 

Pour  que  cette  relation  subsiste  sans  limitations, 
nous  conviendrons  de  supposer  XJp  m=  o,  lorsque  m  est 
supérieur  à  p  ou  inférieur  à  1 . 

13.  Foi  inule  générale.  —  Revenons  à  la  fonction  1  , 
et  démontrons  que 

r/'  <p'(w)T. 

i.a.4.../>  ; 

i  *"(«),  -   1  «)tl 


(  est-a-drre 


V      /. 

1     fin  y        ^  I    1     d'y  q/  1    rf^ii\ 

/7î  (tri>      —  |    '  7777"'  ô  \  71  7/77;  ' 


v    1 


(  47  ) 

Admettons,  pour  un  instant,  que  cette  formule,  évi- 
dente pour  p  =  i,  soit  vraie  pour  les  valeurs  i,  2, 
3,  .  . . ,  p  de  /;,  et  démontrons  qu'elle  subsiste  pour  la 
valeur/;  -4-  1 .  Pour  atteindre  ce  but,  il  suffit  de  prendre 
les  dérivées  des  deux  membres  et  d'avoir  égard  à  la  re- 
lation fondamentale  (8).  On  doit  observer  que  cette 
démonstration  ne  suppose  aucunement  que  les  fonc- 
tions considérées  soient  développables  par  la  formule 
de  Taj  loi'. 

14.   Exemple.  —  Soient  u=  -  et,  par  suite, 

(— 1)' 

£r  = • 

Un  terme  quelconque  de  Uy,  m  est 

(—  iV*     (—1)''*  (—   l)rm  _    (—  i)P 

x'^x      ar^-M  xrm.-t-i      ~   ,r/>-+-m 

Tous  les  termes  de  UP)m  sont  donc  égaux  :  leur 
nombre  est,  d'ailleurs,  celui  des  solutions  entières  et 
positives  de  l'équation  r<  +  /'2  +  ...+  rm  =  /?,  c'est- 
à-dire  CjP-_l>m_<.  Conséquemment 


La  relation  (9)  devient 


'  u 


1  . 2 .  3 .  .  ./>  .r 

(i) 


1.2  iT2  1.2.3  X:i 

Telle  est  la  formule  qui  donne  la  pième   dérivée  des 

fonctions  de  -  • 

x 


i8  ) 

15.  Lorsque  l'expression  de  la  pume  dérivée  d'une 
fonction  de  fonction  est  connue,  la  comparaison  avec 
les  formules  précédentes  donne  lieu  à  des  égalités  iso- 
bariques,    plus    ou    moins     intéressantes.    Ainsi,    pour 

a  =  ex,  on  a 

m  m 

u-"(*)  =  S(ï^^H'"'rS(nr^)- 

p  v 

La  comparaison  des  formules  (i)  et  (9)  donne,  pour 
les  différences  de  o^,  cette  intéressante  expression  iso- 
bar  ique 

;// 

De  même,  pour  //  =  log.r,  on  a 


m 


p  V 

La  comparaison  des  formules  (5)  et  (9)  montre,  en- 
suite, que  la  somme  des  produits  v  à  v  des  p  —  1  pre- 
miers nombres  entiers  est  égale  à 

p-V 

p{p— OCp  —  a)...(/>  —  v  +  I)gj(j;V 

D'après  cela,  on  a 

sKS(7)]=g(g+,^;/,-)- 

VI  p 

En  particulier,  pour  a  =  i,  on  retrouve  une  formule 
donnée  par  Cauchy  dans  ses  Exercices. 

16.  La  relation  (9)  comprend  comme  cas  très  parti- 
culiers, pour  différentes  formes  de  la  fonction  »,  toutes 


(   i9  ) 
les  formules  contenues  dans   notre   article  Algorithme 

isobarique,  et  démontrées,  par  une  autre  voie,  dans   le 
Journal  de  Battaglini.  Par  exemple,  pour 


il  vient 


y[p) 


O(X)    —    -y 
X 


V=p 


i .a. 3. .  .p 


=  2[(-0VJV-+-1tJ„,v(^)l- 


v=l 


En  particulier,  pour  //  —  -  (e-v -+-  e  x)  et  x  =  o, 


E, 


-v 


i .  2 . 3 . . .  %p 


V  =  l  V 


Pour  u  =  -Ci 


')  et  x  —  o, 


B*    Jyjf-ov^gr » y.. 

I.2.3.  ..p       jU\k        '       (5[i.2.3...(r  +  i)Ji 

V  =  l  /i 

Telles  sont  les  expressions  isobariques  des  nombres 
d'Euler  et  de  Bernoulli. 

17.  Autre  exemple,  bien  remarquable.  En  faisant  suc- 
cessivement o{x)  =  er,  <p(#)  —  logar,  et  x  =  o  dans  la 
formule  (9),  on  obtient 


ï-2t7iS(¥)]- 

v  =  i  p 

^=Ï[(-=FS(Ç)] 


Cela   posé,  désignons    respectivement  par  .s>,    cr    les 
sommes  des  rièmes  puissances  et  des  produits  r  à  r  de 
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:><>  ) 

quantités  quelconques  a.  fi,  y,  ....  Soit 
y  =(,+  a.rxi  —  ^.r)(H-7.r).. 
Il  est  clair  (|(ic,  pour  .r  =  o, 


— t~  ==  ^>">         r  — 


Les  formules  précédentes  deviennent  donc 


2[< — ^s<-']- 


c 

v=i  p 

*=/•  v 


m 


18.   Interprétation  de  l'algorithme  l  .  —  Soit  «  la 
valeur  de  //,  pour  x  •=■  ç.  Si  l'on  fait  <p(.r)=(.r —  <?) 
et  .r  =  c,  la  formule  (())  devient 

y    ,/ 

-up,m(S). 


[.2.3.  .  .jD 

Par  conséquent,  entre  les  limites  d'application  du 
théorème  de  Taylor  à  la  fonction  u=  'l(x),  on  pourra 
écrire 

(10)  ^(ay-^m+i  U„,+1,,„(£) 

La  formule  |  3  |  se  trouve  ainsi  généralisée. 

19.  Intégrales  définies.  —  Multiplions  les  deux 
membres  de(io)  par  sin/no  <7o),  après  avoir  t'ait 

ci  remplacé  ;  par  x.  Intégrons  ensuite  entre  <>  <i  -.  en 

négligeant,    dans    le    second    membre.    la    partie    réelle. 


(  5i  ) 


H  vient 

J'      ['\>(-£  -f-  ei(ù )  —  '\>(.r)\"'  sin/>coc/(.j 
o 

r  _ 

sin  (ni  H-  v)o)  sin/?o)  û?w  =  t  -l  ,,.:„{'') 


don 


V-jf  "« 


r  _j_  g/w  )  _  (L  (  .r  )\"'  sirijDto  û?u>. 


20.   Algorithme  isobarique  de •  —  La  (onction 

dont  nous  avons  parlé  dans  notre  article  Propriétés 
d'une  fonction  arithmétique  n'est  autre  que  l'algo- 
rithme 


p-,"1 


S(, 


nue     l'on    rencontre   dans    la  dérivation    des    fonctions 
de   //  =  -log(i  -f-j?).   En  effet,  pour  cette  forme  de  //, 


on  a 


Up,«(o) 


m 

S  [£? 


(  l)''î/y;i  • 


Par  conséquent,  en  vertu  de  (9), 


(-1)/; 


r(/>) 


<p'(0 


r(0 


1.2.3.../) 


I  '  I  .  '2  1.2.3 


I)ar  exemple,  pour  'f  (.r)  =  er,  on  obtient  le  dévelop- 
pement 


1  , 

(n-.r>''=  e  >(— 0V(  —  -+-  -'-  -+-    — 1J 

+md  \      l  I  .  '2  I  .  '2  .  3 


-r  -+-  .  .  .       #V 


v  =  o 


donné  dans  l'arlicle  cité. 


(  s2  ) 

21.  Algorithmes  V  et  \\  .  —  Nous  ajouterons  quel- 
ques mots   sur  deux  autres   importants   algorithmes,    à 

savoir 

y„„,„,=Si„<  i-  "'"•"<*•> =S[. ...>''!■-. ,[• 

p  ■  p 

Dans  cette  Note,  c'est  le  dernier  algorithme  qui  atti- 
rera spécialement  notre  attention.  Quant  au  premier, 
nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer  la  relation  fon- 
damentale 

»p,/«(#?)  =  tn[  VjtH-i,m(#)  —  \pt/n—i  (x)\, 

que  l'on  obtient  par  des  considérations  fort  simples, 
analogues  à  celles  qui  nous  ont  servi  à  établir  l'éga- 
lité (8).  C'est  de  la  même  manière  que  l'on  obtient  la 
relation 

(12)  VV^m(a?)  =  (p  —  m  -h  1)  \\>4-i,;„<  ''  >• 

Jl  suffit  d'observer  que,  si  Ton  continue  à  représenter 
par  tr  la  fonction  soumise  au  signe  algorithmique,  on  a 
s';.=  rtr+i,  et,  par  suite,  le  terme  (7)  se  trouve,  dans 
\\  Pfm(x),  un  nombre  de  fois  égal  à  la  somme  des  (/nan- 
tîtes p  supérieures  à  l'unité,  diminuée  du  nombre 
des  mêmes  quantités,  c'est-à-dire  à 

(/>  -f- 1  —  N  )  —  ( m  —  N)  =  p  —  ni  h-  1 . 

±2,  La  formule  (1:1)  permet  de  développer  W^,,,^) 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  a?,  lorsqu'un  tel 
développement  est  possible.  En  eil'et,  il  est  évident  que 

(13)  W  /'.,„(./•)-  -•(/>  — //* -*-()(/>— m -7-2)... (/>— //*-*-/•) \\  ,,./.  m(x). 

Par  suite,  s'il  <\si  permis  de  poser 

/■  /  - 

Vt  pmK*)        x  *,'  M  -    I     S'.,,,  —  -t  A         j     |    j 
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on  a  nécessairement 

Agi,  =  (p  -  m  ■+■  i)(p  -  m  +  2). .  .(p  -  m  h-  k)  Vf***. 
11  eu  résulte  la  formule  symbolique 

VV/'m(    j~  (i~A.imar)P-w-i 
En  d'autres  termes, 

p  V=0    \  /?-(-V 

23.  Pour  montrer  toute  l'utilité  de  ces  formules, 
commençons  par  appliquer  la  formule  (i3)  à  la  détermi- 
nation de  l'algorithme 


•ptm 


p 

Pour  u  =  ed\  il  est  clair  que 

m 

w,.-C->-Sfo£ï)l] 


—  e  L  p  m- 


Par  conséquent,  en  vertu  de  (i3), 
niK"zPm  =  (p  —  m  -h  i)(p  —  m  -t-  2). . .(/?  —  m  -+-  k)zp+/ly, 
Ou  en  déduit  facilement 

frlP-JM 

'  t . 2 . 3 . . , (p  —  ni) 

24.    De  même,  soit 

v.=S[(-7)(-^)-(-^ï)]- 

/' 


54 


/f 


'oui    ;/-  — ,  on  a 
.c'J- 


Wpm(a;)  =  (  -  \)p 
puis,  la  formule  (  i3  )  donne 


-fin  X+p 


'  p  m 


'  /i.iii 


G 


/>+-/// x—1,  p    m  ■ 


C'est  là  un  résultat  curieux  au  point  de  vue  de  la 
partition  des  nombres.  Si  Ton  considère  toutes  les  solu- 
tions, entières  ut  positives,  de  l'équation 


>*i  +r2  ■+-... -h  r„t  =  p, 


on  trouve  d'abord,   pour   a  =  o,    que  leur  nombre  esl 
*v>   !,///-<•  Ou  voit  ensuite,  pour  a=i,  que  l'on  a 


X /-!/-.,  .  . .  rm—  G 


iii+p—t,2m-  1 


etc. 


25.  Ces  résultats  trouvent,  en  outre,  une  application 
utile  dans  la  recherche  des  dérivées  des  fonctions  de 
fonctions.  Ainsi,  pour  u  =  ,r«-r  et  <r  =  o,  la  formule  (9) 
donne,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  l'algorithme  7, 

r;/'>=  G/M  U»-i<p'(o)  +  G/;o 2/'-2?"(o)  +  ÇP|3  3/'   Jo'"(o  >-+-.... 

De  même,  par  l'algorithme   0,   on  obtient,  en  suppo- 
et  x  =  o. 


saut  //  = 


./• 


1  .2.3.../ 


(1  —  ai)**  '■ 

=   L>p  +  %     \,  p     ! 


<p'(o) 


G 


/>  »  •>  a    1 .  /» 


'/(o> 


i  .  •». 


«it»-t-3a— i,  p— 3 


i.u.3 


26.  Pour  linir,  nous  ferons  observer  que  chacun  de 
ces  algorithmes  peut  être  mis  sous  forme  d'intégrale  dé- 
linie,  moyennant  la  formule  (11),  pourvu  que  le  déve- 
loppement    i"     soil    légitime.    Vinsi,    en   cherchanl  à 


(  55  ) 
exprimer  l'algorithme  t,  on  trouve 


/  •      /  .  .  7  7T  / 

i      g/ncosw  sin(mw  -h  m  sinio)  sinmo  ato  —  - 

JQ  2     1.2.3 


m/'-"' 


,{p  —  m) 


PUBLICATIONS  KÉCENTES. 


(ji  Esi  ions  de  Géométrie  descriptive  ( Malliéma tiques 
spéciales),  à  l'usage  des  candidats  «à  J 'Ecole  Polytechnique 
et  à  l'Ecole  centrale  des  Arts  et  Manufactures 5  par  M.  E. 
Jurisch,  agrégé  de  l'Université,  professeur  de  Mathéma- 
tiques spéciales  à  l'Ecole  Colbert.  Paris,  Ch.  Delagrave; 
1  883.   Jn-8,   avec  66  planches  hors  texte.  Prix  :  Qfv,5o. 

Cet  Ouvrage  contient  les  solutions  de  soixante  problèmes  em- 
pruntés, pour  la  plupart,  aux  questions  proposées  dans  les  con- 
cours d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole  Centrale. 

Ces  problèmes  sont  accompagnés  de  données  numériques 
permettant  de  disposer  l'épure  sur  la  feuille  et  facilitant  ainsi 
la  confection  du  portefeuille  exigé  des  candidats  aux  Ecoles. 

L'auteur  a  donné  les  diverses  méthodes  qui  peuvent  être  em- 
ployées pour  résoudre  un  même  problème,  afin  que  son  Ou- 
vrage put  servir  de  complément  a  tous  les  cours  de  Géométrie 
descriptive. 

En  outre,  il  a  cru  utile,  s'adressant  à  des  élèves  de  Mathéma- 
tiques  spéciales,  d'appliquer  les  équations  des  surfaces  toutes 
les  fois  que  la  mise  en  équation  a  pu  fournir  la  nature  des 
projections  de  l'intersection  cherchée  (nos  3,  ai,  23,  24,  42,  46, 
V3.  ()>.)  ou  un  procédé  pour  construire  les  tangentes  aux  points 
remarquables  (nos  ai,  23,  24,  55,  62). 

Enfin,  il  a  étudié  complètement  la  détermination  des  asym- 
ptotes des  projections  (  nos  1  à  12,  40)  et  celle  des  points  doubles 
(nos  t,  2,  12,  i3,  18,  28,  29,  30,  39),  ces  questions  ayant  été 
fréquemment  posées,  dans  ces  dernières  années,  aux  examens 
oraux  de  l'Ecole  Polytechnique. 


(  56  ) 
NÉCROLOGIE. 


>ous  avons  le  regret  d'annoncer  à  nos  lecteurs  la  mort 
de  M.  Lionjnet,  ancien  professeur  de  Mathématiques  au 
lycée  Louis-le-Grand,  ancien  examinateur  de  la  Marine, 
qui  a  enrichi  les  Nouvelles  Annales  d'articles  aussi  re- 
marquables par  leur  élégance  que  par  leur  variété.  Nul 
plus  qui;  nous  ne  sentira  la  perte  d'un  collaborateur 
aussi  précieux. 


QUESTIONS. 


1520.  Si  du  point  O  on  voit  le  côté  BC  du  triangle  ABG 
sous  un  angle  égal  à  A  augmenté  de  90°,  ou  a  entre  les 
cotés  a,  Z>,  c  du  triangle  et  les  distances  a,  ê,  Y  du 
point  O  aux  sommets  zV,  B,  G  la  relation 

a*-  a2  =  te-  ê2  H-  c2  y2  •  (  D'OCAGNE.  > 

1521.  Le  point  M  étant  pris  d'une  manière  quel- 
conque sur  le  côté  BG  du  triangle  ABG,  on  projette  or- 
thogonalement  en  IV,  C  les  sommets  B,  G  sur  AM; 
démontrer  qu'on  a  la  relation 

BC.AM  =  MB.  AC-    MC.  \K .       (D'Ocagnb.) 

1522.  Le  déterminant  de  (n —  i)2  éléments,  dont 
l'élémenl  général  u/y  est  égal  au  nombre  des  diviseurs 
communs  dei  -\-  1 ,  j  -+-  1 ,  représente  la  totalité  des  en- 
tiers, non  supérieurs  à  //,  dépourvus  de  diviseurs  carrés, 
autres  que  l'unité.  I  .  Cbsaro 


(  h  ) 

SUR  UNE  IDENTITÉ  TRIGONOMÉTRIQliE; 

Par  M.  HERMITE. 


M.  J.-W.-L.  Glâislier,  professeur  à  Cambridge,  a 
donné  sans  démonstration  la  relation  suivante,  où  a,  l>, 
c,  f->  g,  h  sont  des  quantités  quelconques,  à  savoir  (*)  : 

sin(«  —  /)  sin  (a  —  g)  sin(«  —  h) 


+ 


sin  (a  —  b)  sin  (a  —  c) 
sin(&  — f)  sin  (6  —  g)  sin(6  —  A) 

sin  (b  —  a)  sin(b  —  c) 
sin(c  —  f  )  sin(r  —  g  )  sin(  c  —  h) 

sin(c  ■ —  a  )  sin(  a  —  h  ) 
sin(  f —  a)  sin  (  /' —  6)  sin(/  —  c) 

sin(/—  <?)«"»(/  —  A) 
sin (^ —  a  )  sin  (^  —  6  )  sin  (  ^  —  c) 

sm(£-  —  /)  sin(£-  — A) 
sin  (A  —  a)  sin  (h  — b)  sin  (A  —  c) 


o. 


sin  (A  —  /)  si  n  (  h  —  g  \ 

L'éminent  géomètre  a  de  plus  remarqué  que  la  somme 
des  trois  premiers  termes  est  égale  à 

sin(<st  -+-  b  -f-  c  — /  —  #■  —  A); 

or,  on  voit  qu'en  changeant  a^b^c  en  f,  g,  A,  et  récipro- 
quement, le  sinus  se  reproduit  sauf  le  signe;  il  suffit 
donc  d'ajouter  les  deux  expressions  pour  obtenir  immé- 
diatement la  relation  annoncée.  Ce  résultat  intéressant 
peut  se  généraliser  et  se  démontrer  comme  il  suit. 
Considérons  la  fonction 

-,     .       sin(3? — f)sin(a? — g). . .  sin(œ —  s) 
sin  (  x  —  a)  sin  (œ  —  b  )  ...  sin  (a?  —  /  )  ' 

(')  Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences,  Congrès 
de  Reims,  séance  du  17  août  1880. 
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(  58  ) 
où  je  suppose  que  les  facteurs  soient  en  même  nombre 
au  numérateur  et  au  dénominateur.  Désignons  par  A, 
H,  .  .  .,  L  ]es  résidus  correspondant  aux  pôles  x==  a, 
/>,  ...,/,  de  sorte  qu'on  ait 

s'm(a  — /)  ?in(a  —  g).  .  .  s'm(a  —  s) 
sin{a  —  b )  sin(a  —  c  ) .  .  .  sin  {a  —  l) 

s\n(b  —  f)  sin(6 —  gp).  .  ,sin(fe  — s) 
~  sin(6  —  a\  sin(6  —  c  )  .  .  .  sin(  b  —  l) 

.remploierai  la  relation 

1 1 

où  (i  et  il  désignent  les  valeurs  de /(a?),  lorsque,  ayant 
fait  z  —  elx ',  on  suppose  z  nul  et  infini  (  Cours  d' JLnalyse 
de  V Ecole  Polytechnique,  p.  328). 

Ces  valeurs  s'obtiennent  facilement;  on  a,  en  effet, 

sin(.r— /)  __  z-e-if  —  e'f  m 
sin(a? —  a)  ~~  z2e~ia — eia' 

d'où,  pour  z  —  o  et  z  infini,  les  quantités 

eiif-a)  et  e~i{f-a). 
Soit  donc,  pour  un  moment, 

u.=  a-f-  b  -*-: . .-+-  /, 
*>  -/-+-*  +  .  ..-F*; 
nous  aurons  sur-le-champ 

él  par  suite 

A  H-  B  -+-. .  .-t-  L  =  sin(u  —  i>). 

Maintenant  il  suffit  de  permuter  «  et/",  b  et  j  ,  .  .  ., 
/  «i  s  pour  obtenir  L'équation  de  M.  Glaislier.  Qu'on 
désigne  en  effet  par  F,  G,  ...,  S  ce  que  deviennent 
alors   les  quautités    A.  I) L:  la    relation   précédente 


(  *9  ) 
donne 

F  +  G  +  ...+  S=  —  sin  (  u  —  ç), 

et  l'on  en  conclut  l'identité 

Â  +  R  +  ...+  L  +  F  +  G-r...+  S  =  o. 


NOTES  SUR  LE  CALCUL  ISOBARÎQUE; 

Par  M.  E.  GESARO. 


I.  —  Algorithmes  d'algorithmes. 
1.   Sur  un  algorithme  de  poids  variab le  /•,  de  degré 

m 

constant  jx,  répétons  l'opération  algorithmique   V-  Un 
terme  quelconque  du  résultat 


|t    (1     {1 


SSS-'-S'      (>■>+>■,_+ r3  +  ...+  rm=P) 


>i    /-j     r3 


se  compose  d'une  série  de  termes,  dont  chacun  est 
constitué  par  ^.m  facteurs  dont  les  indices  ont  pour 
somme  /'t  -4-  /*o  -h  •  •  •  4-  rm  =  p.  Tout  terme  du  résultat 

(A/M 

appartient  donc  à  V-  Il  est  évident,  d'ailleurs,  que  tous 


v 

(J.  m 


les  termes  de  v   se  trouvent,  sans  répétition,  dans   le 

p 
résultat.  Par  l'emploi  successif  de  ce  raisonnement,  on 

est  autorisé  à  écrire 


t~      t~      r  '■■  t~  r*  i 

«        ssss-=  s 


m      [JL      [!.'     [J."  /;/  [A  JJ.'  [X" . . . 

P       r       ''       '•  P 

en   convenant  d'opérer  successivement  et  */*?  droite  à 


(  Go  ) 
gauche.  En  outre,  on  doit  rappeler  que,  par  convention, 

m 

V  =  o  lorsqu'on  n'a  pas  i^/?z</?. 
p 

2.  En  particulier,  soit  u  une  fonction  quelconque 
de  x,  et  considérons  l'algorithme 

in 

U^(*)  =  S(7!^)' 

étudié  dans  la  Note  Dérivées  des  fonctions  de  fonctions. 
On  aura,  en  vertu  de  (i), 

m 
P 

Cette  égalité  permet  de  généraliser  les  expressions 
isobariques  obtenues  dans  la  Note  citée.  Ainsi  nous 
avons  trouvé 

rn 

I    \  A'»  (oP) 


sa- 


P]- 


P 
Nous  aurons,  plus  généralement, 

m 

AH-(o'-)  ]        AP»(oi») 


S  m 


p! 


Par  exemple,  pour  ;jl  =  2, 


Pi 


3.   De  même)  les  égalités 

S|     /        .      I    '  »/i-//n!'      S«r"xw-..r-i)  =  l\,„*..,,-x.P-. 


(  6.    ) 
donnent 

m  m 

ï.   Comme  dernier  exemple,  l'égalité 

m 

s(; 


P 


.?,,_ 


p—rn,  p—\ 


m-+-  i  )  (  m  -+-  2  ) .  .  .p 


dans  laquelle  sm  p  représente  la  somme  des  produits  m 
à  m  des  p  premiers  nombres  entiers,  se  généralise 
ainsi 


m 


Sp—\Lm,  p—\ 


( [i. m  -+-  i)(|im  +  2).  .  . /? 
En  particulier,  pour  [/.  =  2,  on  a 

[_r\         2  r  —  i/J        im    (im  -h  1)  (im  H-  a  ).../>  ' 


II.  —  Sur  la  dérivation  des  fonctions  de  fonctions. 

5.   Dans  la  même  Note,   nous   avons  montré  que,  si 

)  =  cp (  11  ) ,  u  =  ty(x),  on  a 

1.2.3.../?  ^d    [l.2.i...U       P'M      '| 

Cette  formule  s'étend  aisément  au  cas  où  y  s'exprime 
en  fonction  de  x,  par  l'intermédiaire  d'un  nombre 
quelconque  de  fonctions.  Soit,  par  exemple, 


(  &>  ) 

et  posons 

m 

S[S] 

/' 

m 

p 

-S(à  £)=*«- 

Il  est  visible  que 

£-ï[Ç& 

t^ï-i-  ,J,(+l,1^)(+i 

Cette  relation  nous  sera  fort  utile  dans  d'autres  re- 
cherches. 

6.   Ici,  nous   n'aurons  besoin  que  de  la  formule  (2), 
dans  le  cas  particulier  de  v[x)  =  -•  Soit 

u  —  1  —  Ci  x  -h  c-i  x1  —  <?3  x:i  -+- . . 


1  -H  Yi  j?  -f-  Y*  ./-2 —  73  x3 
D'après  (  1  ),  on  a 

/)  p  —  t  i'  —  -  ' 

(3)  YP  =  §<*r.)'-  §(cr)  +  S(Cr)""*  '  '  ~  S(°'  '' 

/'  /'  /'  /' 

7.   Supposons  que 

U  =  (1  —  «!#)(!  —  a.2x)(i  —  a3x). . .  . 

La  formule  (3)  donne  l'expression  générale  des  coef- 
ficients Y,  moyennant  les  sommes  cr  des  produits  rà  r 
des  quantités   a.     Il    est,   parfois,    utile   de    connaître 

I  expression    des     mêmes    coefficients    en    fonction   des 

sommes  sr  des  /•'  mes  puissances  des    mêmes  quantités. 

Dans  ce  but,  puions     =  e*,  de  sorte  que 

v  =  ï|  /■       >J  /■-       -^  r3-h. . . . 
i 


(  «   ) 
Dans  le   cas    actuel,     la    formule   (2)    donne,    pour 

v 


( 


)^S(7)^Sfâ^S(7 


p 


m 


p  r  p  p 

Les  relations  (3)  et  (4),  qui  nous  seront  utiles  dans 
la  suite,  fournissent  de  nombreux  théorèmes. 


III.   —   Différences   des  fonctions. 
8.   Ou  sait  que 


A  v  \  p 
1x) 


-s  m 


1     d'y 


!  daf 


\xi 


} 


l  =0  |_  p-hl 

Or.  il  est  évident  que  l'on  peut  écrire,  plus  générale- 
ment, 


.(5) 


A">  r 

Au?"1 


2  S  (; 


1      dr    A'"-1  y\ 

4      Aa?1 


J 


Cette  formule  donne  lieu  à  beaucoup  d'égalités  inté- 
ressantes; mais  il  est  utile,  pour  l'appliquer,  de  con- 
naître l'expression  de  A"' y.  La  question  est  aisée  à 
résoudre,  et,  d'ailleurs,  le  résultat  est  connu;  mais, 
comme  nous  en  aurons  besoin  ultérieurement,  dans  la 
recherche  des  différences  des  fonctions  de  fonctions, 
nous  allons  l'indiquer  en  quelques  mots. 


9.   Par  le  théorème  de  Taylor,  on  a 


Y  Y 

A  y  =  —  A  x  -+-  - —  \x'2 
J         1  j  .  a 


y 


1.2.3 


A  x*  -+- .  .  . 


En  partant  de  là,   calculons,  de  proche    en   proche, 
A*,  AL  ....  INous  sommes  conduits  à  poser 


■  (m) 


\>n  y 


m  ! 


0o,m  A/»' 


'(/»-+-!) 


1  ///    :    m 


o,,,,,  A./-»"-i 


j-(/»  +  2' 


(/» 


'.>.) 


,JÏJ)I 


\.r>"  ^ 
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les  nombres  o  étant  indépendants  de  la  nature  de  y. 
Pour  les  déterminer,  faisons  y  —  xm+l,  puis  x  =  o, 
Ajt  =  i .  II  vient 

Conséquemment 


(6) 


l  —  3C 


2 


\.r">       ^d  (m  -h  i) 


\m(0m+i  ^  ±xim 


10.  Soit,  par  exemple,  j  —  ex\  et  posons  \x  =  z.  La 
dernière  formule  devient 

(ez—  i\m_  "V  ^m{om+t) 

*7'  V"" F~;    -2d(m--/):  ^ 

Par  la  eomparaison  de  cette  égalité  avec  (6),  on  voit 
que  l'on  peut  toujours  écrire  symboliquement 

11.  De  même,   pour  r  —  sin.r,  on  trouve,  en  faisant 

x  =  o,  A.r  =  z, 

i  ///  pair)  ■>.'"  -m'»-  sm  —  =  >  (  —  i)' : zm+n+i 

i  =  0 
ï  =  oe 

(m  impair)     ■>."<  <\n>»     cos  —  =  >  (— 0< - r-7~'"+-2': 

2  2  ^-^  (/>?--  '2/  )  ! 

i      0 

tandis  que  la  formule  (5  )  donne 

I    (  a  sin  -  nt?  

l   \  a  a    ' 

(8)        <///  pair  )  i  ,-,  p 

(    =2  H  S 

/  /      .    z   .     m  :■    i 
I      2  sin      ^m     — 

I  2     / 

/' 
V   I  yj 

—  il 


(r—  i)it-f-<  w 


- 


(g)       (  m    i  m  /"i  I  '   I 


(r     -  i)it-»-(  m  —  i) 
—  i  ■  i   
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12.   Revenons  à  la  fonction  y  =  .r57,  et  employons  la 
formule   ((>),  en  supposant  A.r  =  i .    On  obtient,  sous 
forme  symbolique, 

A'»(.^)  =  [x  -+-  A'"(o)]CT, 

en  convenant  de  remplacer  la  iième  puissance  de  Aw(o) 
par  Am(o').  Si  l'on  introduit  ce  résultat,  presque  évi- 
dent, dans  la  formule  (5),  on  trouve,  pour  x  =  o, 

Par  exemple,  pour  m  =  2, 

p  /'  /' 

Ca*-a)p=j§(Corir)  +  §(Glirtl.)  +  §(CWfr)H-...f 


P+.1 


p+-2 


13.  Dernière  application  :  pour  y  =  -  ctAa:  =  —  .rz, 
la  formule  (6)  devient 


(.0) 


1 . 2 . 3 . . .  m 


—  ^  A'"(ow-^') 


(  1  —  z  )  (  1  —  25).  .  .  (  1  —  m . 

i=0 

Conséquemment,  en  vertu  des   formules  (3)  et  (4), 
A"M  om+P  ) 


ni 


i  -  1 


{—l)P+l 


IV.  —  Algorithmes  isobariques  composés. 

1  i.    Nous  appelons  ainsi   toute  combinaison  linéaire 
à  algorithmes isobariâues élémentaires  d'une  même  fonc- 
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lion,  quelles  que  soient,  d'ailleurs,  leurs  degrés.  On  a 
vu,  précédemment,  que  ces  algorithmes  composés  inter- 
viennent dans  l'expression  des  dérivées  des  fonctions 
de  fonctions  :  nous  les  rencontrerons  dans  un  grand 
nombre  d'autres  questions. 

15.  On  sait  que  plusieurs  géomètres  ont  imaginé  des 
algorithmes,  propres  à  réglementer,  pour  ainsi  dire, 
X  Analyse  partitive,  cette  importante  et  féconde  branche 
de  l'Algèbre,  que  M.  Sylvester  appelle,  avec  beaucoup  de 
raison,  Y  cime  de  toute  l'Analyse.  Or  il  est  curieux  de 
constater  que  tous  les  inventeurs,  en  agissant  les  uns 
à  l'insu  des  autres,  ont  été  d'accord  dans  le  choix  de 
l'algorithme  isobarique  composé  comme  base  du  calcul 
des  partitions.  Nous  montrerons,  en  effet,  qu'un  tel  al- 
gorithme ne  dilîère  pas  de  celui  qui  a  été  étudié  l'année 
dernière  par  M.  d'Ocagne  dans  les  Nouvelles  Annales. 
On  sait,  d'ailleurs,  que  le  même  algorithme,  précédem- 
ment étudié  par  Wronski,  sous  le  nom  de  Jonction 
alepli,  a  été  l'objet  de  recherches  de  beaucoup  de  géo- 
mètres. Ici,  nous  voulons  seulement  signaler  à  l'atten- 
tion des  jeunes  inventeurs  les  travaux,  injustement  mé- 
connus, de  plusieurs  savants  professeurs  de  l'Université 
deNaples:  MM.  Trudi,Fergola,Torelli.  etc., qui  ont  pu- 
blié, à  différentes  reprises,  dans  \a  Journal  de  Battàglim 
et  ailleurs,  d'intéressantes  Notes  sur  l'algorithme  en 
question*  De  plus,  on  trouve  dans  les  Comptes  rendus  de 
/./(■<(d(:/nic  des  Scie/ices  de  Naples  quelques  impor- 
tants Mémoires  de  M.  Trudi  sur  le  même  sujet.  Ils  sont 
surtout  à  recommander  pour  les  renseignements  biblio- 
graphiques et  les  Notices  historiques,  nombreuses  et 
intéressantes. 

1(5.  Les  mathématiciens,  avons-nous  dit.  ont  tâché  de 
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prendre  comme  base  de  l'Analyse  partitive  l'algorithme 
isobarique  composé,  c'est-à-dire  une  somme  d'algo- 
rithmes simples,  de  même  poids,  mais  de  degrés  différents. 
L'algorithme-élément  semble  être  resté  inconnu  jusqu'à 
présent;  mais  e'est  évidemment  cet  algorithme  élémen- 

m 

taire  V  qu'il  faut,  désormais,  considérer  comme  élément 

p 
primordial  dans  le  calcul  des   partitions  :    ce  sont  ses 

propriétés  que  l'on  doit  rechercher  et  étudier,  alin 
qu'elles  constituent  le  fondement  de  l'Analyse  partitive; 
car  cet  algorithme  est  le  seul  qui  possède  la  propriété 
d'être  à  la  fois  isobarique  et  homogène,  et  de  ne  pas  souf- 
frir une  ultérieure  décomposition  en  éléments  d'une 
plus  grande  simplicité. 

17.  M.  d'Ocagne  représente  par  \_aK  a2a3 .. .  <?w](/,j  le 
résultat  que  l'on  obtient  en  remplaçant  par  l'unité  les 
coefficients  numériques,  dans  le  développement  de 
(rt4  -h  a2-{-  a3 H-. .  .+  a>m)p •  Tout  en  nous  conformant  à 
cette  notation,  nous  écrirons,  plus  brièvement,  [/iv]»,« 
M.  d'Ocagne  donne  ensuite  la  formule 


(il)  -,    ii  —  a  i  x  )  (  i  —  a.iX).  .  Ai  —  a,n  x) 

[       —  i  +  [av]/«#  H-  [«vj^a?2-*-  [ay]'fnx3  -h 

En  vertu  des  égalités  (3)  et  (4),  on  voit  que  l'algo- 
rithme [^v]^,  est  composé  et  isobarique;  car  il  peut 
être  mis  sous  l'une  ou  l'autre  des  formes  suivantes  : 

'  =  i  L  /'         J       i  = 1  L      p 

Naturellement,  les  sommes  cr  doivent  être  considérées 
comme  nulles,  lorsque  /•  surpasse  m. 
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J8.   Si  flv=v,  l'examen  simultané  dos  formules  (10) 
et  (11)  montre  que 

1  vj'"  ~  1.2.3. ..m' 

Cette  formule,  qui  sera  généralisée  plus  loin,  a  été 
remarquée  par  M.  d'Ocagne,  qui  l'a  obtenue  par  com- 
paraison avec  une  formule  donnée  par  M.  Schlômilch, 
dans  un  Mémoire  Sur  les  facultés  analytiques. 

lî).  Faisons  remarquer  aussi  l'expression  des  nombres 
d'Euler  sous  forme  d'algorithme  composé  isobarique  : 


(-I)P 


-îp 


Uv  Lc^v — i>«J 


l .  2 . 3 . . .  %p 

On  y  arrive  immédiatement  parla  décomposition  de  la 
fonction  cosx  en  ses  facteurs  primaires,  et  le  dévelop- 

si n  ir 

pement  connu  de  sécx.  L'emploi  de  la  fonction 

conduit,  au  contraire,  à  la  représentation  des  nombres 

de  Bernoulli,  moyennant  l'algorithme      —      • 

20.  Désignons,  pour  abréger,  par(«,,  a2,as,. .  .,«,„) 
le  premier  membre  de  (ii),  et  imaginons  que  l'élé- 
ment at  augmente  de  Ad/.  On  trouve  aisément  cette 
égalité 

k(auati  ...,am)  =  (auaii  . . .,  ami  at-\-  La^  i./-A</,-. 

contenue  dans  les  Mémoires  de  M.  Trudi.  En  égalant, 
dans  les  deux  membres,  les  coefficients  de  xP^  on  obtient 

(l3)  —  |  d{a,  .  .  .  am  \P  =  |  <t{a,  .  .  .  <tm('i\i'    '• 

Par  conséquent,  eu  suivant  la  marche  indiquée 
par  M.  Tore  11  i  dans  sa  Note  Sulle  funzioni  simmetriche, 
complète  <■  semplici,  on  a 

•JzWPi    I--  ■'■     "il'"   '      \1-*--  '      at]P  l-h...+  [Q,x+aM]P  ». 


d4) 
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pourvu  que,  pour  abréger,   on  représente  par  Lï  J'en- 
semble  des  éléments  x  -f-  U\,  x  H-  a2,  . . .,  x  4-  "/«•  Or 
il  est  évident  que  tout  terme 

(  (x  -f-  «1)pi(^r+  «2)P2-  .  •  (o?-+-  flm)?™ 
(       (2p  =/>  — i,     p/=  o,  i,  a,  ...) 

du  second  membre  est  un  terme  de  [Û]/»".1.  D'autre  part, 
il  est  clair  que  le  terme  (i4)i  considéré  comme  un  terme 
donné  de  [ù\P~i,  se  trouve  p/  -h  1  fois  dans  [Q,  aH-rt,-]*'-', 
et,  par  suite,  p  -f-  m  — i  fois  dans  la  dérivée  de  \&]p ■ 
Il  en  résulte  cette  importante  formule 

(i5)  gpjp^O'  +  m-OIÛlH. 

Par  dérivations  successives,  on  trouve,  plus  générale- 
ment, 

i     dl 

Conséquemment,  par  le  théorème  de  Maclaurin, 

21.   Faisons,  par  exemple,  «v  =  v.  On  obtient 
i»![a?+v]J,  =  A'»(o'»+/>)  +  G^-n,-!,!*   A'»(o'"+/'-i) 

Si  l'on  observe  que  Aw(o^)  —  mAm^(i/,H),  la  der- 
nière formule  prend  la  forme  symbolique 

(m-i)![a?  +  vj  =  [.r+  A"'-1(i)]/ï+»|-1=  A'"-1  [(x  +  iJ/h-ot-i], 

Par  le  changement  de  /;i  en  m  -f-  i  et  de  x  -f-  i  en  ,r, 
on  en  déduit  la  formule 

tim(xm+p) 

[x,  x  -4-  i ,  x  -+-  2,  . . . ,  a?  -+-  rn.JP  = 


i .  a .  3 . . .  m 


due  à  M.  Fergola. 
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22.  La  formule  (i3)  se  démontre  plus  aisément  en 
observant,  avec  M.  d'Ocagne,  que 

am  pouvant,  du  reste,  être  considéré  comme  un  quel- 
conque des  éléments  a.  De  cette  identité,  appliquée  plu- 
sieurs fois  de  suite,  on  déduit 

(17)  [«v]m  =  |>v]m-i  H-  «/«[«vjm-1!  +  «,«  |>v ]/«-?  +  •  •  •  ■ 

La  dérivation  de  la  même  égalité  donne 

puis,  par  applications  successives, 

(18)  ^-  [flvR  =  [ovlJT1  +  «/[«vit1  +  »?  [«v]&~3  -+-. ..  • 

Il  suffit,  maintenant,  d'avoir  égard  à  la  relation  (17) 
pour  obtenir  immédiatement  (i3  ). 

23.  Il  y  a,  d'ailleurs,  une  formule  facile  à  établir  qui 
rend  presque  intuitive  la  relation  (16).  En  elfet,  dans  sa 
Note  Sur  un  algorithme  algébrique,  M.  d'Ocagne  a 
démontré  que,  si  l'on  pose 

f(z)=  {z  —  ax){jz  —  a*)..  .(*—  a„), 
on  a 

[«v]/«  =^  ~J\a~T' 

Si  chacune  des  quantités  a  croit  de  .r,  la  fonction 
/'(  z)  devient  /(^  —  .r),  et  la  dernière  formule  donne 

[*+«v]5.=2is— 7^)—  • 

On  \oii  immédiatement  (pie  le  coefficient  de  .r',  dans 
le  développement  du  second  membre,  esl 

'  '/'  1  m      l./l  °V  \ni     • 
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24.    Si  l'on  pose 

g(z)  =(\  —  ax z)(\  —  a2z).  . ., 

la  formule  de  M.  d'Gcagne  peut  prendre  la  forme 


[«vï 


^     tf^1 


«s 


plus  utile  au  point  de  vue  des  applications,  surtout  dans 
le  cas  de   m  infini.   Par  exemple,    pour   av=  « t 

r  r  (2V  —  I)2 

on  a 

7T  y/- 
g(z)  =  cos  — — , 

et  l'on  trouve 

Lfâv—  l)2J9e=    41^I—    3^+»     "^    W~rl~'")' 

25.   Dans  (18),  faisons  varier  i  de  i  à  ?ji,  et  addition- 
nons.  D'après  (i5),  la  somme   des  premiers  membres 

est 

(p-h  m  —  \)[a^~K 

Si  l'on  change  p  en  /?  -f- 1 ,  on  trouve  donc 

(19)  jD[«V]«   =  ^l[«v]/;r1+^[«v]m~2-H^[^v]m_3  + 

C'est  là  une  identité  remarquable,  que  l'on  peut  rap- 
procher de  celle-ci  : 

(20)  [«vif»  =  Ci[avYml  —  c2[«v]/!r2  +  c3[«v]^r3  —  •  ••> 

point  de  départ  de  l'étude  de  M.  d'Ocagne  $wz'  /es  séries 
récurrentes.  Pour  en  montrer  une  application,  obser- 
vons que,  en  vertu  dune  célèbre  formule  d'Euler, 

[?v]£  = 


(I  —  ?)(i—  q*)...(l  —  qP) 
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La  relation  (19)  devient 

I—  y/'         (j—  qP  |(l  —  r//>-  l) 


7'  = 


1  —  7  1—7- 

(1  —  ^)(i  —  gr/»~1)(i— gi»-«) 


r/3 


I—  £ 


26.  Les  formules  que  nous  avons  données,  ailleurs, 
pour  la  résolution  des  récurrences,  permettent  de  dé- 
duire des  égalités  (19)  et  (20)  les  relations  isobariques 


Sn    = 


|(<-.r.fS!i-i;„;) 


qui  intervertissent,  pour  ainsi  dire,  les  formules  (12).  En 
particulier,  pour  m  infini  et  ay=  cf.  toutes  ces  relations 
acquièrent  de  l'intérêt.  Par  exemple,  si,  pour  abréger, 
on  pose 


on  obtient 


1 :  =  p  i 

i= 1  \  /» 


1  = 


**-2(-..>~S[âJ! 


\  .  —  Algorithmes    homogènes   composés. 

^7.  Nous  venons  de  rencontrer  des  algorithmes  com- 
posés, isobariques,  mais  non  homogènes.  11  en  esl 
d'autres  <|ui  soin,  homogènes,  sans  cire  isobariques,  el 
nous  allons  les  voir  paraître  dans  une  importante  ques- 
tion, a  savoir  le  développement,  suivant  les  puissant 
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de  .r,  de  l'algorithme  élémentaire  de  x  -h  sr.  On  peut 
toujours  poser  symboliquement 


21) 


j2(>       &r)  =  |>       'V»>J'"' 


en  entendant  que  le  second  membre  représente 

Afj./n  -7      '      '  J/»,i  n-p,mx  ■    *J///.-2  Ap,/n  -T        --...—  *p,/>i- 

Il  s'agit  de  calculer  les  coefficients  A.  Par  une  mé- 
thode analogue  à  celle  qui  a  été  employée  pour  le  déve- 
loppement   de   l'algorithme    isobarique   composé,     on 


trouve 


jz-.p  -m 


\(/ ■  -   V  c     ■  ■     ■    C 


U,). 


/      0 


p  -  ?«  -ht  -  j 


Le  coefficient  A.11^ m  est  doue  un  algorithme  homogène, 


du  degré  i. 


28.   La    formule  (21)   se  généralise    aisément.   Nous 
laisserons  au  lecteur  h.'  soin  de  démontrer  la  relation 


j—p — ni      / 


(,,)   §(.,-m,)=2  c„,  2  S^  S  e>" 


/=o 


7=0    /+/ 


p-u-f-j) 


Signalons,  comme  cas  particuliers,  la  formule 


«       l    p.  ni 


V 


i=0 


/=/>- 


-4-y  ) ,  //>  —  1 


/'=0 


et  d'intéressants  développements,  que  l'on  obtient  en 
employant  la  relation  (22)  pour  transformer  les  seconds 
membres  des  formules  (8)  et  (9). 

29.  Du  reste,  on  est  conduit,  par  une  voie  aisée,  aux 
relations  qui  précèdent,  lorsqu'on  cherche  à  établir  cer- 
taines propriétés  fondamentales  de  l'algorithme  élémen- 
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m  m 

taire.   Désignons  par  v       l'ensemble  des  ternies  de  W 

P  m  P 

qui  ne  renferment  pas  l'élément  e*.  Puis,  distinguons, 

dans  x,  les  termes  qui    contiennent  s,    à    la  première 
p 

puissance,  au  carré,  au  cube,  etc.  On  a  visiblement 

m  ni  wz— 1  m — 2 


p        p 
On  en  déduit 


}>—2l 


m  r-m—\  m—  2  m— 8 

ou  bien,  m  vertu  de  (a3), 

m  «     1 

p  p-l 

En  conséquence,   si  l'on  ajoute  x  à  chaque  élément  :, 


on   a 


_L    d 
m 


iS<f+*> 


//(— 1 


m-1 


/>1  /)     2  p— 3 

Plus  généralement,  on  trouve,  par  dérivations  succes- 
sives. 


</> 


ni  [m        [)...(  /"  —  l  +  l 


;S<*+"> 


=  §(*  l  '■  ■    §   (a  +  BP)-t-C/,,    |SJ   (*-(-s>)+j 


/'      ' 


|       i       I 


- 
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11   suffit   de  faire    x  =  o    pour   obtenir   l'expression 


S 


30.  Les  derniers  développements  se  prêtent  à  d'autres 
considérations.  Remarquons,  en  effet,  (pie  si  l'on  pose, 
pour  mi  moment, 

V 

=  crv, 
p    i{m    V) 

on  a,  en  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  l'égalité 
s)  mbolique 

(24)  a„  =  {ff(«-H  Ei]i». 

Les  règles  du  calcul  symbolique  permettent  à!  invertir 
cette  relation,  en  écrivant 

(25)  *£    =  [<X-.£/]>», 

C  est-  à  -dire 

//?  ;;?  »?—  1  /;?— 2  m— 3 

^  -  S  -  c^ £'  S+ C/" •■•*  S  "  c,'m  £'  S  "*"  •  •  •  ■ 

P  p  p- 1  p—îi  p    'ii 

31.  On  peut  donner  une  interprétation  facile  de  la 
formule  (25),  dans  le  cas  de  $,=  ].  On  voit  alors 
que  la  mleme  différence  du  premier  terme  de  la  série 

0  1  ?  :1 

S'  S-    S-    S'  ••■ 

p—hn    p — /!/>;—!)    »— /(m— 2)    p-zi(m— 3 

//V.s7  autre  que  la.  partie  de  W  indépendante  de  g/. 

/' 

32.  Les  égalités  (24)  et  (20)  nous  intéressent  surtout 
parce  qu'elles  permettent  d'établir  des  relations  entre 
les   algorithmes  de  fonctions  différentes ,  Dans  ce  but, 


(  76  ) 
supposons  i  =  i ,  et  observons  que,  si  l'on  veut  négli- 

m 

ger,  dans  v    les  termes  contenant  el?  on  doit  résoudre 

p 
en    nombres   entiers,   supérieurs  à  Vunité,    l'équation 

Er  =  />,  ce  qui  revient  à  poser  /'  =  r'-h  i ,  et  à  résoudre 

en  nombres  entiers  l'équation  %jJ=p  — m.  On  a  donc 

p  p—m 

Conséquemment,  en  nous  reportant  à  ce  qui  a  été  dit 
plus  haut,  si  V on  considère  la  série 

0  12  3 

Sm,  ^,  S(s">'  S<^  ••- 

/>  p-¥l  ^-+-2  /J-t-1 

o/?  a 

m  0 

S  (->=*-  (S)> 

p  p 

pourvu  que  e4  =  i .  Par  exemple,  dans  notre  article 
Propriétés  d'une  fonction  arithmétique,  nous  avons 
étudié  certain  algorithme  um  p  qui  ne  diffère  pas  de  l'al- 

m 

gorithme  V  relatifs  la  fonction  — D'après   ce  qui 

p 
vient  d'être  dit,  et    en  nous  rappelant   l'expression  de 

m 

v(-)>  donnée  au  commencement  de  ces  Notes,  nous 


pouvons  affirmer  que   untiP  est   la  mième  différence  du 
premier  terme  de  la  série 


•p-n 


sf>./>-h\  sr>.p+* 


2.3...  (p  I  i.  j.  ..(/>-- 9.)  ,."»...(/>- 

33.   En   outre,  pour  i  =  i,les  égalités  (a4)  et  (25) 
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deviennent 


p  J=l  p—m 

m  i=m  i 

S(£,,4-i)=2iGm''("£ir"S(£/-)- 


p-hl 


Dans    le  cas  particulier,    considéré   en  dernier  lieu, 
nous  aurons  donc 


'  p,p-hm  —  I 


—    /  t  ^/n,i  ^/,/m 


(m  -H  i)(m  -h  i)..(m  -Y- p) 

i—t 

{m  +  i)(w  -t-a).. .(m  -h/?)  ttOTiP  =  ^,(—  i)<'~1C/>+//i,<-i^,/i+m-/- 


i—rn 


rs=i 


34.  INous  avons  là  des  relations  entre  les  algorithmes 
des  fonctions  er  et  er+1  *,  mais  on  peut  en  établir  entre 
les  algorithmes  dedeux  fonctions  quelconques.  Voici,  par 

exemple,  comment   les  algorithmes  de   —    s'expriment 
au  moyen  des  algorithmes  de  -  > 

i  A'"(o'"+?>) 


m  {ip  -f-i)  (ip  h-  i)...(ip  h-  ;?i) 


sp.?p-l  ^  sp,ïp—2  ,      ^  Sp,2p— 3 

. Uln    1 — T~    l(?n    2 *  "    ' 

2/?-t-  m.  2/>  -h  /?l  —  I  '     '2 p  -t-  m  —  2 

Les  mêmes  algorithmes  sont  donnés  en  fonction  des 
algorithmes  de par  la  formule 

(_,y>-l        \m(Qm+p) 

m        (m  -+-p  —  i)! 

==  ^p-hm,l  ul,p —  ^/>+/«+l,2  u1-,p  ~+~  Gp+/n+2,3  w3,p — 

Les  formules  (24)  et  (20),  bien  que  fort  particulières, 
nous  serviront  à  développer,  suivant  les  puissances  de  x, 
la  fonction  algorithmique   X}pytn(x),  car,    par  l'emploi 
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des  mêmes  formules,  la  fonction  L  se  ramène  aisément 
à  la  fonction  W,  dont  nous  avons  donné  le  développe- 
ment dans  un  de  nos  articles  sur  le  Calcul  isobarique. 

35.  Nous  ne  devons  pas  terminer  ees  ]\otes  sans  si- 
gnaler une  importante  généralisation  de  l'idée  même 
de  l'algorithme  élémentaire.  Ou  y  est  conduit  inévitable- 
ment quand  on  cherche  à  mettre  le  second  membre  de 
l'égalité  (  23  )  sous  forme  d'algorithme  d*  algorithme.  On 
reconnaît  que  cela  est  possible  seulement  pour  ir=  Vj 
mais,  en  général,  on  doit  d'abord  imaginer,  dans  l'idée 
d'algorithme,  l'extension  suivante  :  les  différents  élé- 
ments appartiennent  a  différents  systèmes  de  nombres, 
de  telle  sorte  que  les  éléments  du  même  système  occu- 
pent toujours,  dans  chaque  terme,  le  même  rang.  Si 
l'on  convient  de  distinguer  par  un  indice  supérieur  les 
éléments  de  chaque  système,  on  a 


SWH1'"-  Sw'J  =  6<<,H'-< 


e(l)e(Sl       __  _l_  c(1 

2       p-2  *  *  '     '       p— 1  "1     ' 


/'     ' 

Uivpii  _  En)E(2]       e(p-d    _J _H _i i , 

^1  L  "r    J  "1      "1      -  "  '  "  I  -    I  P(2j  '  '  '^     -  P     \ 

*^  _     1  61  "1  J 

P 

r 

/' 

Cesl  seulement  en  vertu  de  cette  extension  qu'il  est 
possible  <le  donner  une  forme  algorithmique  au  second 
membre  de  (23),  et,  plus  généralement,  de  résoudre  le 
problème  de  la  représentation  de  l'algorithme  élémen- 
taire (I  une  somme  de  fonctions,  en  nombre  quelconque, 
moyennant  les  algorithmes  des  mêmes  fonctions,  Nous 
noua  en  occuperons  bientôt. 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  ET  DE  CINÉMATIQUE; 

Par  M.  E.  DEWULF, 

Colonel  du  Génie. 


On  peut  définir  le  déplacement  d'un  plan  P  sur  lui- 
même  en  donnant  le  centre  instantané  de  rotation  O 
et  le  cercle  des  centres  (C).  Nous  supposons  le  plan  (P) 
horizontal. 

I.  Soit  (G)  une  courbe  quelconque,  algébrique  ou 
non,  liée  au  plan  mobile  ;  le  lieu  géométrique  (Y)  des 
centres  de  courbure  des  trajectoires  des  points  de  (G) 
est  la  projection  sur  le  plan  (  P)  de  l'intersection  de  deux 
cônes  :  i°  le  cône  qui  a  pour  base  la  circonférence  des 
centres  (C)  et  pour  sommet  un  point  quelconque  S  de 
la  verticale  du  point  O;  i°  un  cône  ayant  pour  sommet 
le  centre  instantané  O  et  pour  base  la  projection  (G')  de 
la  courbe  (G)  sur  un  plan  horizontal  passant  par  le 
point  S. 

Toutes  les  propriétés  des  courbes  (Y)  découlent  de 
ce  théorème. 

IL  Si  la  courbe  (G  )  est  un  cercle  (G2  )  passant  par  le 
centre  instantané  O,  la  courbe  (T3)  est  une  strophoïde 
qui  a  son  point  double  au  point  O.  Les  deux  cercles  oscu- 
lateurs  delà  strophoïde  en  O  sont  le  cercle  des  centres  (  C  ) 
et  la  circonférence  mobile  (Go). 

Si  l'on  trace  une  transversale   par  le   point   O  et    si 

l'on  désigne  par  M,  mx  et  m2  ses  points  d'intersection 

avec  la  strophoïde  et  les  deux  cercles  osculateurs  en  O, 

on  a  toujours 

i  i  i 


OM        Om\       Om2 
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Si  le  cercle  mobile  (G2)  devient  le  cercle  des  centres, 
et  si  le  cercle  (G)  devient  mobile,   le  lieu  géométrique 
des  centres  de  courbure  des  trajectoires  des  pointsde(C) 
est  la  même  stroplioïde  (r3). 

III.  Si  la  courbe  mobile  (G)  se  réduit  à  une  droite  g, 
le  lieu  géométrique  des  centres  de  courbure  des  trajec- 
toires des  points  de  g  est  une  conique  (1 2)  osculée  en  O 
par  le  cercle  des  centres. 

La  droite  g  est  aussi  la  corde  idéale  commune  à  (r2) 
et  au  cercle  infiniment  petit  O,  ou  bien,  la  polaire  du 
point  commun  aux  hypoténuses  des  triangles  rectangles 
inscrits  à  (T2)  et  ayant  le  sommet  de  l'angle  droit  en  O. 


SIR  LES  COMPLEXES  DE  DROITES  DU  PREMIER  DEGRE 
ET  SLR  LELRS  COXGRLEXCES; 

Par  M.  Ernest  JAGGJ, 
Étudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Hesancon. 


1.  La  définition  donnée  par  Plûcker  des  complexes 
du  premier  degré  est  la  suivante  : 

«  L'ensemble  des  droites  dont  les  six  coordonnées  ho- 
mogènes satisfont  aune  équation  homogène  et  du  pre- 
mier degré  constitue  un  complexe  de  droites  du  premier 
degré.   » 

Je  me  propose  de  transformer  cette  définition  ana- 
lytique  en  une  définition  géométrique  et  de  tirer  de 
cette  dernière  des  conséquences  géométriques. 

A  I  aide  de  la  définition  analytique  précédente,  on 
démontre  successivement  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème    I  II  y  a   uur  infinité  de  droites  du 
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complexe  qui  passent  par  tout  point  de  l'espace,  et  ces 
droites  sont  dans  un  même  plan  appelé  plan   focal  du 
point  donné. 

Théorème  IL  —  Dans  tout  plan  de  l'espace,  il  y 
a  une  infinité  de  droites  du  complexe,  et  ces  droites 
passent  toutes  par  un  même  point  du  plan  qu  on  ap- 
pelle le  foyer  du  plan  donné. 

Théorème  III.  —  Le  lieu  du  foyer  d un  plan  mobile 
passant  par  une  droite  D  est  une  seconde  droite  A  ; 
lorsque  D  ne  fait  pas  partie  du  complexe,  A  n  est  pas 
dans  un  même  plan  avec  D}  lorsque  D  fait  partie  du 
complexe,  A  coïncide  avec  D. 

Réciproquement,  tout  plan  passant  par  la  droite  A 
précédemment  définie  a  son  foyer  sur  D  ;  en  sorte  que 
les  deux  droites  D  et  A,  jouissant  de  propriétés  réci- 
proques, peuvent  être  appelées  droites  conjuguées. 

Théorème  IV.  —  Toute  droite  qui  fait  partie  du 
complexe  et  s'appuie  sur  une  droite  D  s'appuie  aussi 
sur  la  droite  A  cojijuguée  de  D,  et  toute  droite  qui 
s'appuie  à  la  fois  sur  deux  droites  conjuguées  DetA 
fait  partie  du  complexe. 

Les  théorèmes  qui  précèdent  permettent  de  construire 
géométriquement  le  foyer  d'un  plan  donné  et  le  plan 
focal  d'un  point  donné  connaissant  deux  couples  de 
droites  conjuguées  (D,  A)  et  (D',A').  Je  rappelle  ces 
constructions,  qui  résultent  du  théorème  suivant  : 

Théorème  V.  —  Les  pieds  de  deux  droites  conju- 
guées sur  un  plan  sont  en  ligne  droite  avec  le  foyer 
du  plan. 

i°  Le  foyer  d'un  plan  sera  déterminé  comme  point 
commun  aux  deux  droites  joignant  les  pieds  de  D  et 
de  A,  de  D'  et  de  A'  sur  le  plan  donné  : 


(  »• 

2°  Le  plan  focal  d'un  point  sera  déterminé  par  le 
point  donné  et  par   la  droite  joignant   les  foyers  de  ' 
deux  plans  quelconques  passant  par  le  point. 

Ces  constructions  montrent  qu'un  complexe  linéaire 
est  complètement  déterminé  quand  on  connaît  deux 
couples  de  droites  conjuguées.  Or,  on  démontre  encore 
le  théorème  suivant  : 

Théorème  ^  I.  —  Deux  couples  de  droites  conju- 
guées (D,  A)  et  (])',  A')  sont  quatre  génératrices  d'un 
même  mode  de  génération  d'un  hyperboloïde  dont  le 
second  mode  est  formé  par  des  droites  du  complexe  ; 
et  Ton  en  déduit  immédiatement  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VII.  —  Cinq  droites  du  complexe  déter- 
minent géométriquement  le  complexe,  car  elles  déter- 
minent deux  couples  de  droites  conjuguées  et,  par 
suite,  permettent  de  construire  géométriquement  le 
complexe.  (Ceci  était  intuitif,  car  l'équation  du  com- 
plexe dépend  de  cinq  constantes,  et  ces  cinq  constantes 
sont  déterminées  par  les  cinq  relations  qui  expriment 
que  les  cinq  droites  données  l'ont  partie  du  complexe). 

!2.  Considérons  maintenant  un  système  de  droites 
défini  ainsi  qu'il  suit  et  que  je  désignerai,  pour  abréger, 
par  la  lettre  S. 

(A)  Par  tout  point  de  l'espace  passent  une  infinité 
de  droites  du  système  et  toutes  ces  droites  sont  dans  un 
même  plan,  que  nous  appellerons  plan  focal  du  point  : 
dans  tout  plan  de  l'espace  existent  une  infinité  de 
droites  du  système,  <  t  toutes  ces  droites  passent  par  un 
même  poinl  «pie  nous  appellerons  foyer  du  plan. 

Je  dis  <pie  1:-  système  de  ces  droites  n'est  autre  qu'un 
complexe  linéaire.  Kn  effet,  de  la  définition  géomé- 
trique  précédente,  nu  déduil   que  les  théorèmes  précé- 
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dents    sur  les  droites   d'un  complexe  sont  vrais  aussi 
pour   les   droites   du  système  S,  car  tous   se  tirent  des 
théorèmes  I  et  IL 

On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

Cinq  droites  du  système  S  déterminent  ce  système 
d'une  seule  manière,  de  même  qu'elles  déterminent  un 
complexe  et  un  seul. 

Les  plans  locaux  d'un  point  par  rapport  au  système  S 
et  au  complexe  déterminés  par  cinq  droites  données 
coïncident  et  les  loyers  d'un  plan  par  rapport  au  sys- 
tème S  et  au  complexe  coïncident. 

Donc,  le  système  S  et  le  complexe  linéaire  définis  par 
cinq  droites  coïncident  ;  en  d'autres  termes,  tout  système 
de  droites  qui  répond  a  la  définition  géométrique  (A) 
précédemment  donnée  est  un  complexe  linéaire. 

Applications.  —  3.  Considérons  un  corps  solide 
mobile  dans  l'espace  et  dont  le  déplacement  soit  assu- 
jetti à  cinq  conditions;  on  sait  que  les  divers  points  de 
ce  solide  décrivent  des  courbes  trajectoires.  On  sait  aussi, 
d'après  les  Mémoires  de  Cbasles,  de  M.  Cbarles  Brisse 
et  de  M.  Mannbeim,  qu'à  chaque  instant  les  normales 
aux  trajectoires  des  points  d'un  plan  qui  sont  dans  ce 
plan  passent  par  un  point  fixe  du  plan;  d'ailleurs  les 
normales  à  la  trajectoire  d'un  point,  en  un  point  de 
cette  trajectoire,  sont  dans  le  plan  normal  à  la  trajec- 
toire en  ce  point.  Donc,  d'après  ce  qui  précède  : 

Théorème  I.  —  Les  normales  aux  trajectoires  d'un 
solide  déforme  invariable  dont  le  déplacement  est  as- 
sujetti à  cinq  conditions  forment  à  chaque  instant  un 
complexe  linéaire. 

On  déduit  facilement  de  là  toutes  les  propriétés  géo- 
métriques du  déplacement  infinimeui  petil  du  solide. 
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A.  Considérons  un  solide  mobile  dans  l'espace  dont 
le  déplacement  soit  assujetti  à  quatre  conditions  ;  on  sait 
que,  dans  ce  cas,  les  divers  points  du  solide  décrivent  en 
général  des  surfaces  trajectoires.  Or,  ajoutons  une  cin- 
quième condition  arbitraire  aux  quatre  conditions  don- 
nées pour  le  déplacement  :  les  points  du  solide  décriront 
des  courbes  trajectoires  sur  les  surfaces  précédentes,  et 
à  chaque  instant  les  normales  relatives  à  ce  déplacement 
formeront  un  complexe  linéaire;  parmi  ces  normales, 
seront  les  normales  aux  surfaces  trajectoires  en  tous  les 
points  du  solide.  Changeons  la  cinquième  condition  que 
nous  avions  ajoutée  :  les  courbes  trajectoires  changent 
sur  les  surfaces  trajectoires,  et  les  normales  relatives  au 
déplacement  correspondant  forment  un  nouveau  com- 
plexe linéaire. 

Ainsi,  à  un  instant  donné,  les  normales  aux  surfaces 
trajectoires  en  tous  les  points  du  solide  appartiennent  à 
deux  complexes  linéaires;  par  conséquent  : 

Théorème  II.  — A  chaque  instant,  les  normales  en 
tous  les  points  d'un  solide  assujetti  à  quatre  conditions, 
à  leurs  surfaces  trajectoires,  forment  une  congruence 
de  complexes  linéaires. 

On  peut  déduire  immédiatement  de  là  toutes  les  pro- 
priétés géométriques  du  déplacement  infiniment  petit  : 
par  exemple,  ce  théorème  fondamental  démontré  par 
M.  Manuheim  : 

Les  normales  aux  surfaces  trajectoires  des  points 
d'une  figure  de  forme  invariable  dont  le  déplacement 
est  assujetti  à  quatre  conditions  rencontrent  toutes 
deux  mêmes  droites  (direct rices  de  la  congruence). 

Les  surfaces  focales  de  la  congruence  trouvent  facile- 
ment aussi  leur  application,  mais   je  ne  veux  faire   i<i 
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qu'indiquer  les  moyens  d'appliquer  les  complexes  et  les 

congruences  linéaires. 

5.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  I  et  II  sur  les 
normales  relatives  aux  déplacements  d'un  solide  assu- 
jetti à  cinq  ou  à  quatre  conditions  sont  faciles  à  démon- 
trer. 

Je  dis  d'abord  que  tout  complexe  linéaire  peut  être 
considéré  comme  formé  par  les  normales  aux  courbes 
trajectoires  d'un  solide  de  forme  invariable  dont  le  dé- 
placement est  assujetti  à  cinq  conditions.  En  effet,  pre- 
nons cinq  droites  du  complexe  et  cinq  arcs  élémentaires 
de  courbe  normaux  respectivement  à  chacune  de  ces 
droites  en  des  points  quelconques,  ces  arcs  étant,  en 
outre,  normaux  aux  plans  focaux  des  points  choisis.  Ces 
cinq  trajectoires  définissent  le  déplacement  infiniment 
petit  du  solide;  le  complexe  des  normales  relatif  à  ce 
déplacement  coïncide  avec  le  complexe  donné,  car  cinq 
droites  déterminent  d'une  seule  manière  un  complexe 
linéaire. 

Je  dis  maintenant  que  toute  congruence  de  complexes 
linéaires  peut  être  considérée  comme  composée  des  nor- 
males à  un  instant  donné  aux  surfaces  trajectoires  des 
points  d'un  solide  soumis  à  quatre  conditions.  En  effet, 
chaque  complexe  linéaire  auquel  appartiennent  les  droites 
de  la  congruence  peut  être  considéré  comme  composé  des 
normales  aux  courbes  trajectoires  décrites  par  le  solide 
dont  le  déplacement  infiniment  petit  serait  soumis  aux 
quatre  conditions  précédentes  et  à  une  cinquième  con- 
dition arbitraire. 

6.  Comme  dernière  application,  je  me  propose  d'ex- 
pliquer géométriquement  l'analogie  constatée  par  M.  Ap- 
pell,  qui  existe  entre  le  système  des  pôles  et  plans  po- 
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laires  dans  une  cubique  gauche  et  le  système  des  foyers 
et  plans  focaux  dans  le  déplacement  infiniment  petit 
hélicoïdal  (c'est-à-dire  assujetti  à  cinq  conditions).  iNous 
savons  que  les  normales  aux  trajectoires  des  divers 
points  d'un  solide  assujetti  à  un  déplacement  hélicoïdal 
forment  un  complexe  linéaire. 

Or  les  droites,  appelées  droites  conjuguées  d'elles- 
mêmes  par  M.  Appel  1,  dans  sa  thèse,  sont  telles  que 
toutes  celles,  qui  passent  par  un  point  de  l'espace,  sont 
dans  le  plan  polaire  du  point,  et  toutes  celles,  qui  sont 
dans  un  plan,  passent  par  le  pôle  du  plan  (voir  la  thèse 
de  M.  Appel  1,  Ire  Partie).  Elles  forment  donc  un  com- 
plexe linéaire  (définition  géométrique  du  complexe  li- 
néaire) :  de  Là  l'analogie  indiquée. 

Dans  la  seconde  Partie  de  sa  thèse.  M.  Appell  dé- 
montre par  l'analyse  qu'il  existe  toujours  un  déplace- 
ment hélicoïdal  et  un  seul  dont  le  système  des  foyers  et 
plans  focaux  est  identique  au  système  des  pôles  et  plans 
polaires  dans  une  cubique  donnée-,  ceci  est  évident  géo- 
métriquement d'après  ce  qui  précède,  car  cinq  droites 
conjuguées  d'elles-mêmes  par  rapport  à  la  cubique  dé- 
terminent un  complexe  linéaire  d'une  seule  manière,  et 
tout  complexe  linéaire  répond  à  un  déplacement  héli- 
coïdal infiniment  petit  et  à  un  seul. 

La  réciproque,  démontrée  analvtiquemenl  par  M.  Ap- 
pell, se  démontre»  géométriquement  de  la  manière  sui- 
vante : 

Les  normales  relatives  à  un  déplacement  hélicoïdal 
infiniment  petit  forment  un  complexe  linéaire.  Or  cinq 
droites  arbitraires,  que  nous  pouvons  d'ailleurs  prendre 
parmi  les  droites  du  complexe  précédent,  peuvent  tou- 
jours rire  considérées  comme  cinq  droites  conjuguées 
(1  elles-mêmes  par  rapport  à  une  certaine  cubique  (  voir 
la  thèse  de  M.    V.ppell,  Ire  Partie),  el  alors  le  svstème  des 
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pôles  et  plans  polaires  de  cette  cubique  coïncide  avec 
le  système  des  foyers  et  plans  focaux  du  déplacement 
hélicoïdal,  puisqu'un  complexe  linéaire  est  déterminé 
d'une  seule  manière  par  cinq  droites.  Si  l'on  déplace;  la 
cubique  trouvée  parallèlement  à  son  axe  et  qu'on  la  fasse 
tourner  autour  de  cet  axe  d'une  façon  quelconque,  le 
système  de  ses  pôles  et  plans  polaires  ne  cliange  pas; 
par  conséquent, 

//  existe  une  infinité  de  cubiques  gauches,  égales  et 
ayant  même  axe,  dont  le  système  des  pôles  et  plans  po- 
laires est  identique  au  système  des  foyers  et  plans  fo- 
caux d'un  déplacement  hélicoïdal  infiniment  petit 
donné. 

Il  n'y  a  d'ailleurs  pas  d'autres  cubiques  que  les  pré- 
cédentes répondant  à  la  question,  car  deux  cubiques, 
qui  ne  sont  pas  égales  ou  qui  n'ont  pas  même  axe,  n'ont 
pas  le  même  système  de  pôles  et  plans  polaires. 


QUELQUES  RÉFLEXIONS  SUR  L'ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES 
COURRES  GÉOMÉTRIQUES  ET  THÉORÈMES  POUVANT  Y  ÊTRE 
UTILES; 

Par  M.  J.-E.  ESTIENNE. 


On  connaît  sur  les  courbes  géométriques  plusieurs 
théorèmes  généraux.  Un  des  plus  remarquables,  dû  à 
Euler,  est  le  suivant  : 

Théorème  I.  —  Touie  courbe  d'ordre  zz,   qui  passe 

n(n-+-3)  .  r  (n  —  \)(n—i) 

par  — —  i  points  fixes,  passe  par  - 

autres  points  fixes. 
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Ce  théorème  énonce  une  propriété  intime  et  caracté- 
ristique des  courbes  géométriques,  qui  peut  servir  au 
géomètre  de  point  de  départ  dans  l'étude  de  ces  courbes. 

Les  courbes  géométriques  sont  définies  analytique- 
ment  par  ce  fait  que  leur  équation  cartésienne  est  algé- 
brique. Cette  définition  suffit  à  l'analyste,  mais  non  au 
géomètre,  qui,  n'usant  pas  de  coordonnées,  a  besoin, 
pour  étudier  une  courbe,  d'en  avoir  une  définition  pu- 
rement géométrique. 

On  n'entend  pas  par  la  critiquer  l'admirable  classifi- 
cation des  courbes,  en  ordres,  introduite  par  Descartes; 
on  veut  dire  simplement  que,  pour  les  étudier,  il  faut 
que  le  géomètre  parte  de  leur  définition  algébrique,  en 
la  traduisant  dans  son  langage  par  un  théorème  géomé- 
trique. 

De  l'équation  d'une  courbe  d'ordre  ;z,  on  déduit,  par 
exemple,  qu'une  droite  quelconque  coupe  cette  courbe 
en  n  points.  A  oila  une  propriété  que  le  géomètre  pour- 
rait songer  à  prendre  comme  définition  de  la  courbe 
d'ordre  n.  La  tentative,  faite  je  crois  plusieurs  fois,  n'a 
pas  réussi. 

Cette  simple  propriété  ne  suffit  pas  à  la  Géométrie; 
elle  a  besoin,  pour  pouvoir  progresser  avec  ses  seules  res- 
sources, des  renseignements  plus  complets  de  l'Analyse 

On  lui  empruntera  les  suivants  : 

i°   l  ne  courbe  d'ordre  n   est  définie  par — 

de  ses  points] 

'2.°  Deux  courbes  d'ordre  n  et  p  se  coupent  en  np 
points  : 

3°  Le  théorème  1,  énoncé  plus  haut. 

Co  notions  suffisent  à  établir  le  théorème  de  Pascal, 
et,  par  suite,  à  faire  l'étude  des  coniques. 

I  n   très  bon   énoncé  du  théorème  de   Pascal  est  en 

effet  celui-ci   : 
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Si  six  points  sont  sur  une  conique,  deux  cubiques 
quelconques,  passant  par  ces  six  points,  se  coupent  en 
trois  autres  points  qui  sont  en  ligne  droite'. 

Ce  théorème  est  facile  à  déduire  du  théorème  I,  ap- 
pliqué aux  cubiques  (/z  =  3). 

On  a  le  théorème  de  Pascal  sous  sa  forme  ordinaire 
en  considérant  les  côtés  non  consécutifs  d'un  hexagone 
inscrit  a  une  conique,  comme  constituant  une  cubique. 

Cette  relation  géométrique  entre  six  points  d'une 
conique  remplace  parfaitement,  pour  le  géomètre, 
l'équation  de  cette  courbe.  Il  peut,  à  la  rigueur,  faire 
une  étude  complète  des  coniques  par  les  procédés  qui 
lui  sont  propres,  sans  avoir  recours  à  l'équation  du  se- 
cond ordre.  Il  est  débarrassé  de  la  tutelle  de  l'Algèbre. 

Pour  étudier  une  courbe  géométrique  d'ordre  n  que 

nin^r  3)       .    '      -,  ,r    .  .1  ,       -,  !     . 

*— - — points  delmissent,  il  faudrait  une  relation  ana- 

logue    entre \- i  points  quelconques  de  cette 

courbe.  Il  faudrait  savoir,  dans  le  cas  des  cubiques,  par 
exemple,  comment  sont  liés  dix  quelconques  de  leurs 
points. 

Ici,  le  théorème  I,  d'où  l'on  a  déduit  le  théorème  de 
Pascal,  est  impuissant.  Il  donne  bien  une  relation  entre 
treize  points  d'une  cubique,  a  savoir  que  deux  quar- 
tiques  passant  par  ces  treize  points  se  coupent  en 
trois  autres  points,  qui  sont  en  ligne  droite;  mais  cela 
est  sans  grande  utilité  et  ne  répond  d'ailleurs  pas  à  la 
question. 

Nous  aurons  recours  à  un  autre  théorème  général, 
que  nous  croyons  nouveau. 

On  est  conduit  à  souçonner  ce  théorème,  si  l'on  re- 
marque l'identité  suivante  : 

ï(n-i)(n-i  +  3)  _h  1  ^  r(w-2)(n-a  +  3)  ^   1  =  ^ 
Ann.  de  Hathémat..y  série,  t.  IV.  (Février  i  885.)  7 
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que    nous   exprimerons   ainsi    en    langage    ordinaire    : 

Le  nombre  des  points,  augmenté  de  un,  Jiécessaire 
à  la  détermination  d'une  courbe  d'ordre  n  —  i ,  ajouté 
au  nombre  des  points  augmenté  de  un,  nécessaires  à 
la  détermination  d'une  courbe  d'ordre  n  —  2,  est  égal 
au  nombre  des  points  d'intersection  de  deux  courbes 
d'ordre  n. 

Or  on  sait  que  les  n'1  points  d  intersection  de  deux 
courbes  d'ordre  n  ne  sont  pas  quelconques;  si  un  cer- 

,         n  (n  —  i)(n  —  t  — f-  3  ) 

tain  nombre  d  entre  eux h  1  sont  sur 

2 

une  courbe  d'ordre  n  —  1,  ils  satisfont  à  une  relation 
différente  de  celle  qui  lie  les  n'2  points,  mais  qui  peut 
se  combiner  avec  elle,  de  telle  sorte  que  les  points  res- 
tants satisfassent  aune  nouvelle  relation;  comme  leur 
nombre  surpasse  de  un  le  nombre  des  points  néces- 
saires à  la  détermination  d'une  courbe  d'ordre  n  —  2, 
il  vient  tout  d'abord  à  l'esprit  qu'ils  sont  sur  une 
courbe  d'ordre  n  —  2  ;  c'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu, 
comme  on  le  verra  plus  loin. 

Qu'on  excuse  ces  raisonnements  par  à  peu  près;  on 
les  a  écrits  parce  qu'ils  constituent  presque  une  mé- 
thode pour  l'étude  des  questions  analogues  à  celles  qui 
sont  traitées  dans  ce  modeste  travail  :  ils  permettent  de 
voir  s'il  y  a  un  théorème,  et  en  quoi  il  peut  consister. 
Ce  n'est  d'ailleurs  pas  une  innovation  ;  il  y  a  longtemps 
que  Lagrange  disait  (pie  les  découvertes  en  Mathéma- 
tiques se  font  par  l'appréciation  du  degré  de  détermina- 
tion de  la  quantité. 

Démontrons  maintenant  le  théorème  : 

ThÉORÈME   II.   —   Si  des  n-   points  d'intersection  de 

1                  1        r       i            (  "       1  )(n  —  1  -h  3)    , 
deux  courbes  d  ordre  //, -+-  1  sont  sur 
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une  courbe  a  ordre  n  — i ,  les -  -\- 1  autres 

sont  su/'  une  courbe  d'ordre  n  —  2,  et  inversement. 

On  démontre  ce  théorème  en  appliquant  le  théorème  1 

à  une  courbe  d'ordre  in  —  3. 

Distinguons,  dans  les  n2  points  d'intersection  des  deux 
courbes  d'ordre  zz,  deux  groupes  n  et  Z>;  le  groupe  à  com- 

,       (  n  —  iV/i— i-f-3) 
prenant  les ■ -j-  i  points  qui  sont  sur  une 

courbe  d'ordre  n  —  i  et  le   groupe    Z>,    tous   les  autres, 
qu'on  veut  prouver  cire  sur  une  courbe  d'ordre  //  —  2. 
La   courbe    n  —  i    coupe   chacune  <]cs  courbes   n    en 
n  (  n  —  î  )  poi  n  t  s  don  t 


(n  -    0(/i  —  1-4-  3  ) 

+  i 


(  J)  —  3)/l 
2 


n  (  //  —  \) 

nouveaux. 

Par  ces  -  — —  points,  faisons  passer  la  courbe  d'or- 
dre n  —  3  qu'ils  déterminent. 

Nous  avons,  dans  le  plan,  un  nombre  de  points 
il1 -\- (n —  3)/z  ou  n(-2n  —  3);  en  isolant  un  point  du 
groupe  />,  il  reste  //(:>. n  —  3) — -  i   ou 

(2/i-3)(2w-3,+  3) 

— i  points, 

i 

et  toutes  les  courbes  d'ordre  2/z  —  3  qui  passent  par  ces 
points  passent,  d'après  le  théorème!,  par  (/z —  2)(in  —  5) 
autres  points  fixes. 

Qr  lune  des  courbes  d'ordre  n  et  la  courbe  d'ordre 
n  —  .],  déterminée  par  les  points  nouveaux  situés  sur 
l'autre  courbe  d'ordre  /z,  constituent  une  courbe  d'ordre 
2/z  —  3:  la  combinaison  des  deux  autres  courbes 
d'ordre  n  et  n  —  3  constitue  encore  une  courbe  d'ordre 
9.71  —  3  ;  le  point  isolé  fait  partie  de  l'intersection  de  ces 
deux  systèmes;  donc,  toute  courbe  d'ordre1  :>. 7i  —  3,  pas- 
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saut  par  les  71(2/1  —  3)  —  1  points  du  plan,  autres  que 
ee  point  isolé,  passe  par  ce  point  isolé;  en  particulier, 
la  courbe  d'ordre  2/1  —  3,  constituée  par  la  courbe 
d'ordre  n —  i  passant  par  les  points  du  groupe  a  et  par 
la  courbe  d'ordre  n  —  2  qu'on  peut  faire  passer  par  les 
points  du  groupe  b  moins  le  point  isolé,  ce  qui  exige  que 
la  courbe  b  passe  par  ce  point  isolé.  c.   q.   f.   n. 

On  peut  ajouter  que  la  courbe  b  passe  par  les  points 
nouveaux  d'intersection  des  courbes  n  —  3  avec  les 
courbes  11. 

Ce  théorème  général,  appliqué  aux  cubiques,  donne, 
au  moyen  des  courbes  connues  du  second  ordre,  une 
relation  entre  dix  points  d'une  cubique  : 

Théorème.  —  Si,  par  dix  points  cl' une  cubique,  on 
fait  passer  deux  courbes  du  quatrième  ordre  (deux 
groupes  de  deux  coniques,  en  particulier),  elles  se  cou- 
pent en  six  nouveaux  points  qui  sont  sur  une  conique  C. 

De  plus,  la  droite,  qui  joint  les  deux  autres  points  a,  [3 
d'intersection  d'une  des  qu a r tiques  avec  la  cubique 
coupe  cette  quar tique  en  deux  autres  points  /j>,  q,  qui 
sont  également  sur  la  conique  C. 

On  reviendra  plus  loin  sur  cet  important  théorème. 

Le  théorème  II  s'applique  encore,  si  l'une  des  courbes 
d'ordre  n  comprend  un  certain  nombre  de  droites;  le 
degré  de  la  courbe,  sur  laquelle  se  trouvent  les  points 
d'intersection  restants,  s'abaisse  d'autant.  On  a,  par 
exemple,  ce  théorème  : 

Théorème.  —  Si,  des  vingt  points  d' intersection  d' une 
courbe  du  quatrième  ordre  avec  une  courbe  du  cin- 
quiètne  ordre,  di  C  sont  sur  une  cubique,  les  dix  autres 
sont  aussi  sur  une  cubique. 

()n  peut  déduire  de  là  des  propositions  plus  ou  moins 
intéressantes,  celle-ci  par  exemple  : 
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Théorème.  — Si  les  côtes  d un  pentagone  touchent 

une  cubique  aux  points  i,  2,  3,  4j  5,  ils  en  touchent 
une  autre  aux  points  \\  2',  3',  l\ ',  5',  oh  ils  sont  coupés 
par  la  conique  passant  par  les  points  1,  2,  3,  4?  *■ 

On  le  démontre  en  appliquant  le  théorème  précédent 
à  la  courbe  du  cinquième  ordre  formée  par  les  cotés  du 
pentagone  et  à  la  quartique  formée  par  la  conique 
doublée. 

Pour  démontrer  le  théorème  général  II,  applicable  à 
une  courbe  d'ordre  «,  on  a  eu  recours  à  une  propriété 
d'une  courbe  de  degré  plus  élevé,  2  7Z  —  3,  qui  ne  figure 
ni  dans  l'énoncé,  ni  dans  les  constructions.  Cette  mé- 
thode se  prête  bien  à  la  recherche  et  à  la  démonstration 
des  propriétés  des  courbes  d'ordre  supérieur  au  second, 
ou  des  systèmes  de  coniques. 

C'est  ainsi  qu'on  démontre  facilement  les  théorèmes 
suivants,  sortes  de  porismes,  que  l'Analyse  aurait  parfois 
de  la  peine  à  atteindre. 

Lemme.  —  Si;  par  les  neuf  points  d' intersection  de 
deux  cubiques,  on  fait  passer  une  courbe  A  du  qua- 
trième degré,  ses  trois  nouveaux  points  d'intersection 
a,  b,  c  avec  l'une  des  cubiques  B  sont  en  ligne  droite. 

Car  une  droite  D  quelconque  coupant  A  aux  points 
a,  [3,  y,  8  et  la  cubique  B  constituent  une  courbe  du  qua- 
trième ordre,  qui  coupe  la  courbe  A  en  a,  (3,  y,  S,  a,  Z>, 
c  et  en  les  neuf  points  donnés. 

Par  ces  neuf  points  et  le  point  a  par  exemple,  on  peut 
faire  passer  une  cubique;  les  six  points  restants 
([3,  y,  ô,  «,  Z>,  c)  sont  donc  sur  une  conique  (théorème  II); 
comme  (3,  y,  ù  sont  sur  une  droite,  «,  b,  c  sont  aussi 
sur  une  droite. 

Remarque.  — Ce  lemme  s'exprimerait  analytiquement 
en  disant  : 
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«   L  équation  générale  des  quartiques  passant  par  les 
points  d'intersection  de  deux  cubiques  B  et  B'  est 

BD  +  B'D'  =  o, 

D  et  D'  étant  des  droites.  )) 

Théorème.  —  Si,  par  sept  points  pris  sur  une  cubique 
fixe  A,  on  fait  passer  une  cubique  B,  elle  coupe  A  en 
deux  nouveaux  points;  la  droite  D  qui  les  joint  coupe 
A  en  un  point  fixe. 

Soit  D' la  droite  qui  joint  les  points  nouveaux  d'inter- 
section d'une  cubique  passant  par  les  sept  points,  avec- 
la  cubique  A  \  cette  droite  D'  et  la  cubique  B  constituent 
une  quartique,  et  l'on  voit,  en  appliquant  le  lemine, 
que  l'intersection  de  D'  et  de  A  est  sur  D. 

Remarque.  —  Ce  théorème  donne  une  construction 
du  neuvième  point  commun  aux  cubiques  passant  par 
huit  points,  quand  trois  de  ces  huit  points  sont  sur  une 
droite,  ou  six  sur  une  conique. 

Théorème  analogue.  —  Si,  par  quatre  points  pris 
sur  une  cubique  fixe  A,  on  fait  passe?'  une  cubique  B, 

elle  coupe  A  en  cinq  nouveaux  points  ;  la  conique  qu'ils 
déterminent  coupe  A  en  un  point  fixe. 

Ce  théorème  se  démontrerait  comme  le  précédent,  en 
invoquant  le  le  m  me  suivant,  facile  à  démontrer  au  moyen 
du  théorème  II. 

Lkmme.  —  /  ne  courbe  du  cinquième  ordre  qui  passe 
pur  I  intersection  de  deux  cubiques  coupe  lune  d'elles 
eu  $ix  nouveaux  points,  situes  sur  une  conique. 

()n  démontrerait  de  même,  en  s 'appuyant  sur  un 
lemme  analogue  aux  précédents,  le  théorème  suivant  : 

I  HÉORÊME.  —  Si,  par  onze  points  de  lu  courbe  fixe 
du  >/u<it /  n  //i<-  ordre   \     on  fait  passer  une  courbe  ra- 
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viable  du  quatrième  ordre  B,    elle  coupe  A  en  cinq 
nouveaux  points,   la  conique  qui   passe  par  ces  cinq 
points  passe  par  trois  points  fixes  de  A,  quand  B  varie. 

Tous  ces  théorèmes  procèdent  évidemment  d'un  théo- 
rème général }  mais  il  est  d'un  énoncé  trop  complexe 
pour  être  intéressant. 

Appliquons  la  méthode  à  la  démonstration  d'une  pro- 
priété d'un  système  de  coniques  : 

Théorème.  —  Si  trois  coniques  a,  b,  c  sont  circon- 
scrites à  un  triangle  ABC,  on  peut,  par  les  points  a, 
p,  y,  oh  elles  se  coupent  deux  à  deux,  faire  passer  les 
cotés  d'une  infinité  de  triangles,  dont  les  sommets  a, 
b,  c  sont  sur  chacune  des  coniques  (Jig-  i). 

Considérons,  en  effet,  les  huit  points  A,  B,  C,  a,  j3, 
y  et  a,  c\  ces  deux  derniers  points  étant  à  l'intersection 
d'une  droite  quelconque  passant  par  (3  et  de  chacune  des 


coniques  a  et  c.  Toutes  les  cubiques  passant  par  ces  huit 
points  passent  par  un  neuvième  5  donc  les  trois  cubiques 
que  constituent  les  trois  groupes  de  droites  et  de  coni- 
ques : 

La  conique  a  et  la  droite  ex, 
»  I)  »  ca. 


a  ", 
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passent  par  un   même  point  Z>,  et  le  théorème  est  dé- 
montré. 

On  démontrera  encore  par  la  considération  du  neu- 
vième point  le  théorème,  assez  intéressant,  qui  suit  : 

Théohème.  —  Si  l'on  peut  inscrite  à  une  cubique  un 
quadrilatère  ABCD  dont  les  côtés  passent  par  quatre 
points  a,  [3,  y,  o  donnés  sur  cette  cubique,  on  en  peut 
inscrire  une  infinité  (fig-  2). 

Menons,  en  effet,  par  a  une  droite  quelconque,  cou- 
pant la  cubique  en  A'  et  D';  menons  les  droites  A'jS  et 
D'o  qui  coupentla  cubique,  respectivement  en  B'etC;  il 
faut  démontrer  que  les  points  B',  C,  y  sont  en  ligne  droite. 

Or  le  point  O,  intersection  des  droites  av.  J3o,  est 
sur  la  cubique  donnée,   puisqu'il  est  le  neuvième  point 

Fis.  2. 


commun  à  toutes  les  cubiques  passant  parles  huit  points 
A,  H,  C,  I),  a,  Ô,  y,  8.  Donc  les  neuf  points  A',  B',  C, 
I)',  a,  p,  y,  o,  O  sont  à  l'intersection  de  deux  cubiques  : 
la  cubique  donnée  et  le  système  des  trois  droites  A'  IV, 
xv,  (71)'.  Comme  six  de  ces  points  sont  sur  la  conique 
formée  par  les  deux  droites  VI)'.  ftô,  les  trois  autres 
IV.  y,  C  son!  en  ligne  droite. 
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REMARQUES    SLR    LES    THÉORÈMES     PRÉCÉDENTS . 

Le  petit  nombre  de  théorèmes  qu'on  vient  de  démon- 
trer donne  une  idée  du  parti  qu'on  peut  tirer  du  théo- 
rème général  II  dans  l'étude  géométrique  des  courbes 
géométriques. 

Au  point  de  vue  spécial  de  la  théorie  des  cubiques,  ce 
théorème  général  donne  une  relation,  analogue  à  celle 
de  Pascal  poLir  les  coniques,  entre  dix  points  d'une  cu- 
bique, à  savoir  que  :  Deux  groupes  de  deux  coniques 
passant  par  dix  points  d'une  cubique  se  coupent  en  six 
nouveaux  points  qui  sont  sur  une  conique. 

Ce  théorème  permet  d'aborder  la  solution  graphique 
des  problèmes  suivants  et  de  leurs  analogues  : 

Trouver  l intersection  dune  cubique  passant  par 
neuf  points  donnés  : 

i  °  Avec  une  droite  passant  par  un  ou  deux  de  ces 
neuf  points  ; 

2°  Avec  une  conique  passant  par  quatre  ou  cinq  de 
ces  neuf  points; 

3°  Avec  une  cubique  passant  par  sept  de  ces  points. 

Mener  la  tangente  en  un  point  d'une  cubique  définie 
par  ce  point  et  huit  autres. 

Trouver  le  neuvième  point  commun  à  toutes  les  cu- 
biques passant  par  huit  points  donnés. 

On  ne  veut  pas  dire  que  la  solution  de  ces  problèmes 
se  trouve  immédiatement,  ni  même  qu'elle  soit  facile; 
mais,  comme  cette  solution  est  ramenée  à  la  recherche 
de  certaines  coniques,  on  est  affranchi  de  toute  consi- 
dération sur  les  cubiques,  et  l'on  n'a  à  opérer  que  sur 
des  courbes  du  second  ordre,  déjà  connues. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  recherche  du  neuvième 
point  X  commun  h  routes  les  cubiques  qui  passent  par 
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huit  points  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C,  D'  se  ramène  à  eeei 
(fig.3): 

Trouver  un  point  X  tel  <jue  les  deux  coniques  se  cou- 
pant en  ce  point  et  passant  l'une  par  A,  B,  C,  D  et 
l'autre  par  A',  B',  C,  D'  se  coupent  en  trois  autres  points 
a,  (j,  y  qui  soient  sur  une  conique  passant  par  les  quatre 
intersections  des  droites  AB,  CD  avec  les  droites  A'B'. 
(/D'-,  ou,  plus  généralement,  qui  soient  sur  une  conique 

Fie.  3. 


passant  par  les  quatre  points  d' intersection  de  deux  co- 
niques quelconques  dont  Vune  est  circonscrite  au  qua- 
drilatère ABCD  et   l'autre  au  quadrilatère  A'B 'CD' . 

J]  suffit,  en  effet,  de  se  reporter  au  théorème  général 
sur  les  cubiques,  pour  voir  que  l'un  quelconque  de  ces 
quatre  points  d'intersection,  le  point  X  et  les  huit 
points  donnés  sont  dix  points  d'une  même  cubique. 

i  .  \  suivn 


rHÉORÈMES  RE  GÉOMÉTRIE  SLR  LE  CENTRE  DES  MOYENNES 

DISTANTES; 
Pab  M.  \.  ANTOM  Vlïl. 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Renn 


Définition.  -     Ki.nn  donné   un   système  de  ///  points 
%i,  Vj \      tfTeetés   respectivemenl  des  coefficients 
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ana2,  .  .  .,  a„n  nous  appellerons  composition  de  ces  m. 
points  l'opération  qui  consiste  à  chercher  leur  centre 
des  distances  proportionnelles. 

Théorème  I.  —  Soit  un  système,  de  m  points  af- 
fectés respectivement  da  coefficient  i .  On  les  combine 
p  à  p  de  toates  les  manières  possibles  et  l'on  compose, 
les  p  points  de  chaque  combinaison  ;  on  obtient  ainsi 
un  s)  stème  (a)  de(l,mp  points.  A  toute  combinaison 
p  à  p  correspond  une  combinaison  m  —  p  à  m  —  »j  on 
compose  les  m  —  p  points  de  chacune  de  ces  combinai- 
sons^ ce  (fin  donne  un  nouveau  système  (&)  de  Qm  m-P 
points.  Les deuxsj  sternes  (r/)  et(b)  sont homothêtiques 
par  rapport  au  centre  des  moyennes  distances  des 
m  points  donnés y  et  le  rapport  d'homothétie   est  égal 

,    m  —  p 
a   —  • 

P 

Soit  en  elïet  CL  le  centre  des  moyennes  distances 
d'une  combinaison  des  m  points  p  à  p,  et  soit  02  le 
centre  des  moyennes  distances  des  m  —  p  points  res- 
tants. Si  Ton  aiïeete  Ox  du  coefficient  /?,  02  du  eoefïi- 
cient  m — p  et  que  l'on  compose  ces  deux  points,  on 
obtient  le  centre  des  moyennes  distances  des  m  points 
donnés.   C'est   le  point   G  de  la  droite  OjCL,    tel  que 

Ton  ait 

Oj  G        m  — /> 
GÔ,  =       p 

Les  points  O,  el  02  sont  donc  deux  points  homolo- 
gues de  deux  systèmes  homothêtiques  inverses  par  rap- 
port au  point  G,  et   le   rapport  d'homothétie   est  égal 

,    m  —  p 

;i     -'-  • 

P 

Théorème  IL  —  SoientO\  et  CL  deux  points  homo- 
logues obtenus  comme  dan*  le  théorème  f.  On  joint  un 
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point  fixe  O  aux  points  tels  que  Ox  et  l'on  mène  par 
les  points  homologues  02  les  parallèles  à  ces  droites. 
Toutes  ces  parallèles  concourent  au  même  point. 

La  proposition  résulte  de  ce  que  Ox  et  02  sont  deux 
points  homologues  de  deux  systèmes  homotliétiques. 
Nous  allons  l'établir  directement,  de  sorte  que  la  propo- 
sition correspondante  des  systèmes  homotliétiques  en 
résultera. 

Composons  en  effet  les  trois  points  Oj,  02,  O  affectés 
respecti veinent  des  coefficients/?,  m  —  p  et  (  —  p).  En 
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composant  d'abord  O  avec  04,  on  voit  que  le  centre  des 
distances  proportionnelles  se  trouve  sur  la  parallèle 
à  OOi  menée  par  Oo.  Composant  ensuite  Ot  avec  02, 
on  obtient  le  centre  des  moyennes  distances  des  m  points 
donnés;  soit  G  ce  point.  Le  centre  des  distances  pro- 
portionnelles des  trois  points  O,  04,  02  sera  un  point  G, 
de  OG,  tel  que  l'on  ait 

(  )Gi         m  —  p 


G,  G  p 

Donc  le  point  G,  est  un  point  fixe 
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REMARQUE  CONCERNAIT  LA  LIMITE  DE  (  i+^  )    ; 
Par  M.  ESGARY. 


Si,  dans  le  terme  général 


(-■±)('-=)( 


,_A\.. ./,_»=« 


//i  /  \  m 


i  .-i.ô  .  .  ./i 


du  développement  de  (  i  H J    ,  on  pose 


m  z=  n?ta, 
il  vient 


i )  (  i ) 


m     / 


en  faisant 


e/  =  —     avec      t  =  i,  2,  3,    ...,  rc  —  i. 


Or  on  peut  toujours  disposer  de  to,  et  par  suite  de  zrc, 
de  manière  à  avoir 

Sous  cette  condition,  on  aura 


/ICO  /   \  /K.0  /  \  71  tO 

I (£1+î2  +  ...+  £„-i  ) 

/iCO 


OU 


\         n  co  /  \         n  (o  /  \  //  to  y 


1 
1 

n 

1 , 

2  (0 
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et  l'on  voit,  sous  cette  forme,  que  pour  des  valeurs  in- 
définiment croissantes  de  w  le  numérateur  du  terme 
général  que  nous  considérons  a  pour  limite  l'unité. 

Donc  le  nombre  e  est  la  limite  d' une  fonction  algé- 
brique de  deux  entiers  m  et  n  dont  le  rapport  du  pre- 
mier au  carré  du  second  croît  indéfiniment,  et  qui  sont 
eux-mêmes  indéfiniment  croissants. 

La  même  conclusion  s'applique  cà  l'exponentielle 


cx  — 


x  pouvant  être  réel  ou  imaginaire. 
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RESTIONS. 


1523.  Soit  [,/(•*')]>'  l'expression  de  l'aire  comprise 
entre  un  arc  de  courbe,  l'axe  des  abscisses  et  les  ordon- 
nées extrêmes.  A  l'arc  de  courbe  on  inscrit  une  ligne 
polygonale,  dont  tous  les  côtés  ont,  sur  l'axe  des  ab- 
scisses, des  projections  égales  à  s.  L'expression  de  l'aire 
comprise  entre  cette  ligne,  l'axe  des  abscisses  et  les  or- 
données extrêmes  est 

pourvu  que  l'on  remplace  les  puissances  de  B  par  les 
nombres  de  Bernoulli  correspondants.       (E.  Cesaro.) 

1o24.  i°  Les  points  où  les  arêtes  d'une  des  faces  d'un 
tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  exté- 
rieurs des  dièdres  opposés  sont  en  ligne  droite;  20  cette 
droite  esl  dans  le  plan  déterminé  par  les  points  où  les 
imis  autres  arêtes  sont  rencontrées  par  les  plans  bissec- 
teurs intérieurs  des  dièdres  opposés. 

i  E.  Cesaro.) 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE; 

PAU  UN  ANCIEN  ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


En  18ol,  Chasles  proposa  au  Concours  général  la 
question  suivante  : 

Etant  donnés  deux  cercles  O  et  o  oui  ne  se  touchent 
pns,  mais  qui  peuvent  se  couper  ou  ne  pas  se  couper  in- 
différemment, de  chaque  point  M  de  l'un  O,  on  mène 
deux  droites  aux  centres  de  similitude  S  et  S'  des  deux- 
cercles;  ces  droites  rencontrent  l'autre  cercle  en  quatre 
points  ni,  n,  m\  nf '. 

On  demande  de  prouver  que  deux  de  ces  points  sont 
sur  un  diamètre  du  cercle  o,  et  les  deux  autres  sur  une 
droite  qui  passe  par  un  point  fixe,  quel  que  soit  le 
point  M  pris  sur  le  cercle  O. 

Malgré  les  soludons  données,  cette  question  ayant  été 
jugée  trop  difficile,  Chasles  publia,  sans  nom  d'auteur, 
une  brochure  intitulée  :  Diverses  solutions  de  la  ques- 
tion de  Mathématiques  élémentaires  proposée  au  Con- 
cours général  en  i85i.  Les  solutions  renfermées  dans 
cette  brochure  sont  au  nombre  de  dix  ;  en  voici  une 
onzième  ; 

Relativement  aux  centres  de  similitude  S  et  S',  les 
points  m  et  n  sont  les  homologues  du  point  M  5  par  con- 
séquent, les  rayons  Om,  On  sont  parallèles  à  OM,  et, 
par  suite,  mn  est  un  diamètre  de  O.  Il  reste  à  démontrer 
que  les  points  m'  et  zi',  antihomologues  de  M,  appar- 
tiennent à  une  corde  qui  passe  par  un  point  fixe,  quel 
que  soit  M  sur  O. 

Considérons  O  et  o  comme  de  petits  cercles  d'une 
sphère.    S  et  S'  sont  alors  les  sommets  des  deux  cônes 
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qui  contiennent  ces  cercles.  Le  plan  SMS'  coupe  le  plan 
du  cercle  o  suivant  la  droite  mn'\  Lorsque  M  varie  de 
position,  le  plan  SMS'  tourne  autour  de  la  droite  SS',  et 
sa  trace  sur  le  plan  de  o  tourne  alors  autour  de  la  trace 
de  SS'  sur  ce  plan*,  donc  m'n'  passe  par  un  point  fixe. 

Il  suftit  maintenant  de  projeter  coniquement  toute  la 
figure  sur  un  plan  arbitraire,  les  projetantes  partant  de 
l'une  des  extrémités  du  diamètre,  de  la  sphère  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  de  projection  ( i  ),  pour  obtenir 
l'achèvement  de  la  solution  de  la  question  proposée. 

Remarques.  —  La  corde  m'n'  est  l'antiparallèle  de 
mn  dans  l'angle  JiiNn.  On  peut  alors  énoncer  ainsi  la 
question  précédente  : 

Dans  V angle  mM.n,  la  corde  du  cercle  o,  antipa- 
rallèle du  diamètre  mn  qui  est  parallèle  à  OM,  passe 
par  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  de  OM. 

Si  le  rayon  OM  est  nul,  ce  théorème  se  réduit  à 
celui-ci  : 

Dans  V angle  mQn,  la  corde  du  cercle  o,  antipa- 
rallèle du  diamètre  mn,  passe  par  un  point  fixe,  quel 
que  soit  ce  diamètre. 

Comme  on  vient  de  le  voir  et  comme  on  l'a  souvent 
dit,  il  peut  être  utile  de  recourir  à  une  figure  de  l'espace 
pour  arriver  a  une  solution  simple  dune  question  de 
Géométrie  plane.  Voici  encore  un  exemple  à  L'appui  de 
cette  observ  ulion  : 

(  'onstruire  sur  un  plan  une  circonférence  tangente  à 
trois  circonférences  données. 


(')  Les  petits  cercles  de  la  sphère  se  projettent  suivant  des  cir- 
conférences (Voir  Traité  de  Géométrie  de  Rouch*4  el  de  Combe- 
rousse,  p.    ■    i  et  suiv-. 
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Prenons  d'abord  trois  circonférences  0,0|,02  sur 
une  sphère.  Les  circonférences  O  et  04  appartiennent  à 
deux  cônes  ;  appelons  s.2  le  sommet  extérieur  à  la  sphère. 
De  même,  pour  04  et  02,  on  a  ^  et,  pour  O  et  02,  on 
a  st. 

On  sait  que  .v,  sn  s2  sont  en  ligne  droite. 

Le  plan  mené  par  cette  droite  tangcntiellement  aux 
trois  cônes  coupe  la  splière  suivant  une  circonférem :e 
tangente  à  O,  O,,  02. 

Construisons  le  point  où  ce  plan  touche  02.  Pour 
cela,  menons  un  plan  qui  passe  par  la  ligne  des  sommets 
et  par  le  point  a  pris  arbitrairement  sur  O  ;  ce  plan  coupe 
le  cône  de  sommet  s2  suivant  la  génératrice  as2  qui  ren- 
contre O,   au  point  a^  antihomologue  de  a. 

On  a  de  même  sur  la  génératrice  asK  le  point  de  02 
qui  est  rantihomologue  de  a.  Enfin,  soit  a2  l'antihomo- 
logue  de  aK  sur  02. 

Le  plan  auxiliaire  coupe  alors  le  plan  de  02  suivant- 
la  droite  a2ci^.  Le  point  i,  où  cette  droite  rencontre  la 
ligne  des  sommets,  est  le  point  de  rencontre  de  eette 
ligne  et  du  plan  de  02. 

Ce  point  ne  change  pas  lorsqu'on  fait  varier  le  plan 
auxiliaire^  la  construction  précédente  donne  donc  tou- 
jours des  droites,  telles  que  «2,  a'-2i  clui  passent  par  i, 
lorsque  a  se  déplace  sur  O. 

Parmi  ces  droites,  il  y  a  les  tangentes  à  02  issues  de 
i\  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les  points 
où  02  est  touchée  par  les  circonférences  suivant  les- 
quelles la  sphère  est  coupée  par  les  plans  tangents  aux 
cônes  menés  par  la  ligne  SS\  s->. 

Je  ne  reprends  pas  la  recherche  des  différentes  solu- 
tions. Projetons  maintenant  coniquement  toute  la  figure 
sur  un  plan  arbitraire,  les  projetantes  partant  de  l'une 
des  extrémités  du  diamètre  de  la  sphère  qui  est  perpen- 
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diculaire  au  plan  de  projection.  La  figure  ainsi  obtenue 
sur  le  plan  de  projection  donne  les  tracés  qui  condui- 
sent à  la  construction  d'une  circonférence  tangente  à 
trois  circonférences  données. 

Dans  le  cas  du  plan,  il  est  inutile  de  construire  les 
sommets  5,  s^ ,  s2  qui  sont  maintenant  des  centres  de  si- 
militude externe. 

Des  centres  o,  o,,  o2  des  trois  circonférences,  on 
mène  des  rayons  parallèles  et  de  même  sens  au  moyen 
de  ces  droites,  on  construit  les  points  a^  a2.  antiliomo- 
logues  de  a.  Puis  on  construit  de  même  a2  antihomo- 
logue  de  aK . 

Au  moyen  d'un  autre  point  pris  sur  O,  on  construit 
des  points  a2,  a.,  analogues  à  a2,  d2. 

Les  droites  n2oi2,  a.2d2  se  coupent  en  un  point;  d'autre 
part,  les  droites  ci2ol2,  a'2x2  se  coupent  en  un  autre 
point  :  la  droite,  qui  joint  ces  deux  points  coupe  02  en 
des  points  qui  sont  les  points  de  contact  de  02  avec  deux 
des  circonférences  demandées.  Ces  circonférences  tou- 
chent O  et  O,  en  des  points  qui  sont  les  antihoniolo- 
gues  des  deux  points  qui  viennent  d'être  déterminés 
sur  02. 

De  cette  solution,  il  est  facile  de  déduire  l'élégante 
solution  que  l'on  doit  à  Gergonne. 

Remarque.  —  Les  points  <7,  a^  a2,  a'  sont  sur  une 
circonférence  de  cercle.  Celle  circonférence  coupe  O. 
O,,  ()2  sous  des  angles  égaux. 

On  peul  dire  alors  :  Les  cordes  communes  à  ()2  et  aux 
circonférences  <pii  coupent  O,  O,,  02  sous  des  angles 
égaux  pusse///  pur  un  point  fixe. 

Sphère  tangente  à  quatre  sphères .  -  Je  n'examinerai 
paa  tout» k  Les  solutions  de  ce  problème.  .!<•  \.u>  .simple- 
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nient  dire  quelques   mots  de  l'extension  de  la  solution 
précédente  au  cas  où  l'on  demande   de  construire  une 
sphère  tangente  à  quatre  sphères. 

Appelons  (O),  (Oi),  (Ojt),  (G3)  les  quatre  sphères 
données.  Employons  les  sommets  externes  des  cônes  qui 
les  enveloppent  deux  à  deux,  soit  a  un  point  de  (O). 
Prenons,  comme  précédemment,  les  antihomologues  «,, 
a2  de  a  sur  (O,  )  et  (02),  puis  rantihomologue  a2  de  a{ 
sur(0,). 

D'après  ce  qui  précède,  a,  «,,  a2,  a.,  sont  sur  une 
même  circonférence. 

Prenons  maintenant  sur  (03)  les  antihomologues  &, 
/>,,  b.*,  b[2  de  ces  quatre  points. 

Les  points  «,  rtn  &,  bK  sont  sur  une  circonférence  de 
cercle,  il  en  est  de  môme  de  at,  <z2,  b^  b2.  Ces  deux  cir- 
conférences sont  sur  la  sphère  qui  contient  a,  a,,  «2, 
a.2  et  le  point  Z>,.  Par  suite,  comme  il  est  facile  de  le 
voir,  les  quatre  points  b,  Z>, ,  Z>2,  b'2  sont  sur  cette  sphère  : 
ils  appartiennent  alors  à  une  circonférence  de  cercle. 
Cette  circonférence  est  l'intersection  de  (03)  et  d'une 
sphère  qui  coupe  les  quatre  sphères  données  sous  des 
angles  égaux. 

On  voit  aisément  que,  lorsqu'on  déplace  a  sur  (O), 
le  plan  de  celte  circonférence  passe  par  une  droite  jixe, 
et  la  polaire  de  cette  droite,  par  rapport  à  (03), 
rencontre  celte  sphère  aux  points  ou  celle-ci  est  touchée 
par  deux  des  sphères  demandées. 


ERRATA  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHR0N. 


g4,  première  colonne,  placer   \"  entre  2"  et    1 


(    no   ) 


ÉTUDE  DE  DEUX  SYSTÈMES  SIMPLES  DE  COORDOWEES  TAN 
GEMIELLES  DANS  LE  PLAN  :  COORDOWÉES  PARALLÈLES 
ET  COORDOWÉES  AXIALES 

(fin) 
fVoir  3"  série,  t.  III,  p.   S',:>) 

Par  M.  Mvurice  D'OGAGNE, 

Élève-Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


IX.  —  Exposé  d'une  méthode  de  transformation  (j). 

l)\ .  Si,  dans  les  équations  d'un  problème  traité  en  coor- 
données rectangulaires,  on  remplace  x  et  y  par  u  et  y, 
on  tombera  sur  une  proposition  corrélative,  en  coor- 
données parallèles. 

Pour  les  propriétés  descriptives,  on  retrouve  les  théo- 
rèmes que  donne  la  méthode  des  polaires  réciproques  ^ 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas.  Mais  la  transformation 
des  propriétés  segmentaires,  angulaires  et  barj  centri- 
ques  conduit  à  des  particularités  assez  intéressantes  que 
nous  allons  signaler. 

Définitions  et  Principes. 

52.   Nous  représenterons  les    points   par  des  lettres 

majuscules,    les   droites   par  des  minuscules.    Un    point 

scia  parfois  désigné  par  les  noms   de  deux  droites   s'y 

coupahi .  el  une  droite  par  les  noms  de  deux  de  ses  points. 

,      .  (  d'un  point      \ 

La  leiire  représentative    <  *_  |,  mise  entre 

u  une  droite   \ 


i'i  Getifl  méthode   appartient  à   la  famille  des  transformation» 
gauches  réciproques  Au  premier  degré 


(    w   ) 

I  engendrée     | 
'  i         /     !     I)ar 
enveloppée  ) 

(  ce  point        J 

j  cette  droite  ) 

Une  courbe  pourra  être  aussi  considérée  indépendam- 

(  du  point       1        .  I  l'entendre    )       „  . 

ment  {    .    . L    ,     .      \  qui     ,,         .  >;  elle  sera  alors 

(  de  la  droite  )  (1  enveloppe  ) 

représentée  par  une  lettre  spéciale. 

Les  deux  systèmes  que  nous  allons  comparer  sont 
ainsi  constitués  : 

Le  système  de  coordonnées  rectangulaires  comprend 
un  point  origine  O  par  où  passent  deux  axes  coordonnés 
rectangulaires  x  etjv\  Les  x  se  comptent  sur  l'axe  x,  à 
partir  de  point  O,  les  y  sur  l'axe  y,  à  partir  du  point  O. 

Le  système  de  coordonnées  parallèles  comprend  un  axe 
origine  o  sur  lequel  sont  les  points  coordonnés  X  et  Y. 

Les  u  se  comptent  sur  la  perpendiculaire  à  l'axe  o 
menée  par  le  point  Y,  et  à  partir  de  ce  point,  les  v  sur 
la  perpendiculaire  à  l'axe  o  menée  par  le  point  X,  et  à 
partir  de  ce  point  (  *  ). 


On  a  ainsi  : 

Coordonnées  du  point  O 

x  —  o,    y  =  o. 
Equation  de  l'axe  x 

7  =  0. 
Equation  de  l'axe  y 
x  =  o. 


Coordonnées  de  l'axe  o 

u  =  o,     v  =  o. 
Equation  du  point  X 

v  =  o. 
Equation  du  point  Y 
u  =  o. 


(  '  )  Il  semble  naturel,  au  premier  abord,  d'accoupler,  d'après  l'ordre 
alphabétique,  la  lettre  u  avec  la  lettre  X  et  la  lettre  v  avec  la  lettre 
Y;  mais,  pour  que  le  point  coordonné  X  soit  corrélatif  de  l'axe  coor- 
donné x,  il  faut  que  son  équation  soit  corrélative  de  celle  de  cet  axe, 
qui  est  y  =  p;  l'équation  du  point  X  doit  donc  être  v  =  o,  c'est- 
à-dire  que  les  v  doivent  se  compter  à  partir  de  X,  et,  par  suite,  les  u 
à  partir  rie  V. 
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Au  point  A  défini  parx,  etj rt  correspondra  la  droite  a 
pour  laquelle  us  —  xf  et  t>,  —  J'i . 

Droite  divisant  le  système  de  deux  autres 
dans  un  rapport  donné. 

53.  Si,  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  A  et 

PA 
B,  nous  prenons  un  point  P,  tel  que  p^  =  k  (le  para- 
mètre k  portant  son  signe),  nous  disons  que  le  point  P 
divise  le  segment  AB  dans  le  rapport  A",  et  si  (j^jVl 
(i2,j2)  sont  les  coordonnée»  rectangulaires  des  points 
A  et  B,  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  P  seront 

X\  — -  kx%  .        V\  —  ky- 

i  -  k  J  i  —  k 

Prenons  maintenant  deux  droites  a[u^vx)  et 
b  (m2,  i>2),  rapportées  à  notre  système  de  coordonnées 
parallèles,  et  coupons-les  par  une  parallèle  aux  droites 
Y  u  et  Xt^  soient  A  le  point  où  cette  droite  coupe  «, 
B  le  point  où  elle  coupe  b  }  prenons  le  point  P  qui  divise 
le  segment  AB  dans  le  rapport  A;  lorsque  l'on  fera  varier 
la  droite  AB,  en  la  laissant  parallèle  à  Ym,  le  point  P 
engendrera  une  droite  p  qui  passera  par  le  point  de  con- 
cours des  droites  a  ut  b  et  dont  les  coordonnées  seront 

précisément 

ii\  —  kui         ,       v ,  —  kvi 

U    =    j—i        V    =     -j—  • 

i  —  k  i  —  k 

Aussi,    par  analogie  avec  ce  qui   précède,  dirons-nous 
«pie  la  droite.  p  divise  le  système  (ab)  dans  le  rapport 

/,  el  exprimerons-nous  ce  fait  par  l'égalité  (-jj=k. 

Dès  lors,  nous  voyons  que,  site  point  V  divise  le  seg- 
ment \  15  dans  le  rapport  A,  la  droite  p  corrélative  de  P 
divise  le  sj  sterne    ab)  corrélatif  de  \B  dans  le  même 

rapport . 
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Ce  principe  renferme  toute  Ja  transformation  des  pro- 
priétés s  égaient  air  es. 

En  particulier,  si  k  —  —  i ,  le  point  P  est  le  milieu 
du  segment  AB  ou  le  point  moyen  des  points  A  et  B,  et 
de  même  la  droite  p  sera  dite  médiane  du  système  (  ab) 
ou  droite  moyenne  des  droites  a  et  b. 

Points  parallèles. 

5i.  Prenons  maintenant,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, la  droite  a  dont  l'équation  est 

y  =  mx  -+-  n. 

Le  coefficient  ira,  égal  à  la  tangente  de  l'angle  que  fait 
la  droite  a  avec  l'axe  .r,  définit  la  direction  de  cette  droite, 
c'est-à-dire  que  toutes  les  droites  qui  correspondent  à 
une  même  valeur  de  M  concourent  en  un  même  point 
de  la  droite  à  l'infini  du  plan;  ces  droites  sont  dites 
parallèles. 

Soit  alors  A  le  point  corrélatif,  dont  l'équation  en 
coordonnées  parallèles  est 

v  =  mu  -+-  n. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  en  traitant  de  l'équa- 
tion du  point  (  n°  11),  si  nous  menons  par  le  point  A 
une  parallèle  à  Xt>,  qui  coupe  l'axe  o  au  point  A',  nous 

avons 

A'X 

par  suite,  tous  les  points  qui  correspondent  à  une  même 
valeur  de  m  sont  distribués  sur  une  même  parallèle  aux 
droites  Yu  et  X*>  ;  nous  dirons  par  analogie  que  ces  points 
sont  en  relation  de  parallélisme  ou  plus  simplement 
parallèles  (  '  ). 

(')  Cette  définition  et  celles  qui  suivent  n'ont  d'autre  objet  que 
d'abréger  le  langage  dans  le  cours  du  présent  travail. 
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Si  donc  on  veut  déterminer  sur  une  droite  donnée  le 
point  parallèle  d'un  point  donné,  on  prendra  l'intersec- 
tion de  la  droite  et  de  la  parallèle  à  X^  menée  par  le 
point. 

Module  angulaire  d'un  point. 

do.  Il  ne  suffisait  pas,  pour  pouvoir  transformer  les 
propriétés  angulaires  des  systèmes  de  droites,  de  voir 
(ce  qui  d'aillleurs  ne  présentait  pas  la  moindre  difficulté) 
quelle  était,  en  coordonnées  parallèles,  la  relation  entre 
les  points  équivalente  au  parallélisme  entre  les  droites  : 
il  fallait  encore  reconnaître  quel  élément  commun  à 
deux  points  répondait  à  l'angle  de  deux  droites,  afin  de 
pouvoir  étendre  aux  systèmes  de  points  les  relations 
d'angles  établies  pour  les  systèmes  de  droites  ;  cette  der- 
nière recherche  présente  au  premier  abord  quelque  diffi- 
culté^ mais  nous  croyons  qu'elle  devient  des  plus  aisées 
par  l'introduction  de  l'élément  que  nous  appelons  le 
module  angulaire  d'un  point. 

56.    Voici    comment    nous    définissons  cet   élément 

Fitf.     12. 


Liant  donné  le  point  A.  dont  l'équation  esl 

V        mu        n. 
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prenons  le  point  parallèle  A'  situé  sur  l'axe  o  ;  nous  avons 

A'X 


m 


A' Y 


Par  le  milieu  Z  de  XY  menons  une  parallèle  à  Yu  et 
Xy  et  prenons  sur  cette  droite  la  longueur 


XY 
ZQ  =  ZX  =  — ; 

2 

légalité  précédente  peut  s'écrire 

A'Z 
A'Z  — XZ        A'  Z  —  Z  Q    _  Z~Q  ~l        tangA'QZ  —  i 
~~  A'Z  +  ZY  ~~~~  A'Z  +  ZQ  ~  A'Z  ==  tangA'QZ  4-1 

"ZQ+I 

mais,  tang-  étant  égal  à  1,  on  peut  aussi  bien  écrire 
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tangA'QZ — tang- 

m=   £-  =  tang(  A'QZ  —  j 

1  H- tang  A' QZ  tang-  ^ 

4 

or,  ZQ  étant  égal  à  ZX,  l'angle  XQZ  est  égal  à  -\  par 

4 
suite, 

m  =  tang  A'QX. 

Cet  angle  A'QX,  qui  est  le  môme  pour  tous  les  points 
de  la  droite  AA',  c'est-à-dire  pour  tous  les  points 
parallèles  à  A,  sera  dit  module  angulaire  de  ces  points. 

Le  point  Q,  qui  est  invariable,  recevra  le  nom  de  pôle 
du  système  de  coordonnées  parallèles  considéré,  et  la 
droite  QX,  également  fixe,  celui  d'axe  polaire  de  ce 
système. 

De  ces  définitions  résulte  la  règle  suivante  :  pour 
avoir  le  module  angulaire  d'un  point  donné  A,  il  faut 
prendre,  sur  l'axe  o,  le  point  parallèle  A;,  et  le.  joindre 
au  pôle  Q;  l'angle  que  la  droite  QA'  fait  avec  V  axe  po- 
laire QX  est  précisément  le  module  angulaire  cherché. 
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On  voit,  en  outre,  que  le  module  angulaire  d'un  point 
est  égal  à  l'angle  que  fait  avee  l'axe  x  la  droite  corré- 
lative, en  coordonnées  rectangulaires. 

Angle   de  deux  points. 

57.  Soient  A  et  A,  (jig-  12)  deux  points  dont  les 
équations  respectives  sont 

v  =  tnu  -+-  n 
et 

Prenons  sur  l'axe  o  les  points  A'  et  A'n  parallèles 
aux  deux  premiers.  L'angle  A'QA',  est  égal  à  la  diffé- 
rence des  modules  angulaires  des  deux  points,  et  nous 
avons 

tang  A'ûA'.  ==  — 

1  +-  muii 

Nous  appellerons  cet  cingle  A'QA',  angle  des  points 
A  et  At. 

Pour  tous  les  points  situés  sur  une  même  parallèle 
aux  axes  Xv  et  Y u,  cet  angle  est  nul.  Il  est  le  menu? 
pour  deux  points  quelconques  pris  respectivement  sur 
deux  parallèles  fixes  aux  axes  Xv  et  Y 11. 

Si  nous  prenons  maintenant  en  coordonnées  rectan- 
gulaires les  droites  dont  les  équations  sont 

y  ==  m  ./•    -T-  n , 
y  —  m ,  x       11  [. 

I  angle  de  ces  deu\  droites  nous  est  donné  par 

m  ]  —  m 


1:111-  \ 


1  -+-  //////, 


Nous  \ o \ » >  1 1  s  donc  que  l'angle  de  deux  points,  en 
coordonnées  parallèles,  est  égal  à  t'hngle  de.s  deux 
(h  oites  coi  relatives  en  coordonnées*  /  ecta/i&ulaires. 

o 
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58.   Ce  théorème   nous  permettra  do    transformer  les 
théorèmes,  établis  en  coordonnées    rectangulaires,  où 
entrent  des  relations  d'angles.   Nous    le   compléterons 
par  la  remarque  suivante  : 

Si  les  points  A  et  A,  se  déplacent  d'une  manière 
quelconque  dans  le  plan,  mais  en  conservant  un  ans:  le 
constant,  les  points  A'  et  À'f  marquent  sur  l'axe  o  des 
divisions  homographie] ues. 

En  effet,  0  étant  l'angle  constant  des  points  A  et  Af, 

on  a 

Z\\        ZA' 

al       Hz 

tang0=       za;xza" 


i  -+- 


t>Z2 


ou,  en  représentant  le  segment  de  longueur  constante 
QZ  par  8, 

za'  x  za; ï-jr  a' a;  -+-  s?  =  o, 

1       tang6  l 

ce  qui  démontre  le  théorème.  De  plus,  le  terme  con- 
stant o2  étant  indépendant  de  l'angle  Q,  on  voit  que  les 
points  doubles  des  divisions  homographiques,  corres- 
pondant aux  diverses  valeurs  de  9,  sont  fixes;  ces  points 
sont  d'ailleurs  imaginaires. 

59.  Supposons  que  les  points  A  et  Ai  se  déplacent 
sur  une  droite,  la  propriété  liomograpliique  étant  pro- 
jective,  ces  points  détermineront  également  sur  cette 
droite  deux  divisions  homographiques.  D'ailleurs  les 
droites  corrélatives  de  ces  points  passeront  par  un  point 
fixe;  on  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Si,  en  coordonnées  rectangulaires,  on  a  deux 
systèmes  de  droites  a,  h,  c,  .  .  . ,  <7,,  Z>,,  çri  ...,  issues 
d'un  même  point  P,  et  telles  que  les  droites  correspon- 


(  "8  ) 
dantes  a  et  a{,  b  et  b{,  c  et  cu  ...  fassent  un  angle 
constant,  on  aura  corrélativement,  en  coordonnées  pa- 
rallèles, deux  divisions  A,  B,  C,  .  .  . ,  Al5  Bl5  G,,  .  .  . , 
situées  sur  une  même  droite  p  et  tjui  seront  en  homo- 
graphie. 

On  peut  encore  dire  : 

Si  un  angle  constant  de  côtés  a  et  b  tourne  autour 
de  son  sommet  P,  les  points  corrélatifs  A  et  B  des 
droites  a  et  b  marquent  sur  la  droite  p  corrélative  du 
point  P  deux  divisions  homo graphiques. 

De  tout  ce  qui  précède  résulte  un  moyen  de  trans- 
former les  propriétés  angulaires  relatives  à  un  système 
de  droites  quelconques  situées  dans  un  plan,  et  d'en 
déduire  des  propriétés  homographiques  lorsque  ces 
droites  passent  par  un  même  point. 

Points  perpendiculaires . 

60.  Si  nous  supposons  que  l'angle  de  deux  points, 
défini  comme  il  vient  d'être  fait,  soit  droit,  nous  dirons 
(jue  ces  points  sont  en  relation  de  perpendicularité  ou 
plus  simplement  perpendiculaires . 

Remarquons  que  ce  genre  de  relation  entre  deux 
points  dépend  essentiellement  du  choix  des  axes  de 
coordonnées. 

Soient  A  et  A,  deux  points  perpendiculaires  quel- 
conques, A'  et  A',  les  points  parallèles  aux  premiers, 
qui  sont  situés  sur  l'axe  o,  la  relation  nomographique, 
établie  plus  haut,  qui  lie  les  points  A'  et  A',,  devient 

dans  ce  cas 

ZA'x  ZA',  -hô2=  o, 

c'est-à-dire  que  ces  points  sont  en  involuiion. 

Le  point  Z  est  le  point  central  de  cette  învolution. 


(   «'9  ) 

61.  Pour  trouver  sur  une  droite*  d  le  point  perpen- 
diculaire à  un  point  donné  A,  voici  comment  on  procé- 
dera :  prendre  sur  l'axe  o  le  point  A'  parallèle  à  A,  et, 
dans  l'involution  qui  vient  d'être  définie,  le  conjugué 
B'  de  A',  prendre  enfin  sur  la  droite  d  le  point  B  pa- 
rallèle à  B',  en  tirant  BB' parallèlement  à  Xf  et  Yu\  le 
point  B  sera  le  point  cherché. 

Pour  déduire,  dans  cette  construction,  le  point  B'  du 
point  A',  il  suffît  de  joindre  le  point  A'  au  pôle  Q  du 
système,  et  de  mener  par  le  point  ù  une  perpendicu- 
laire OB'  àQ  A'  jusqu'à  sa  rencontre  B'  avec  l'axe  o. 

62.  Comme  précédemment,  on  voit  que,  si  un  angle 
droit  de  côtés  a  et  b  tourne  autour  de  son  sommet  P,  les 
points  A  et  B,  corrélatifs  des  droites  a  et  b,  marquent 
sur  la  droite  p,  corrélative  du  point  P,  deux  divisions  en 
involution.  « 

Remarques  sur  la  transformation  des  coniques. 

63.  Si,  dans  l'équation  en  coordonnées  rectangulaires 
d'une  conique  T,  on  remplace  x  etj^  par  u  et  y,  on  ob- 
tient l'équation  de  la  conique  corrélative  T,,  en  coor- 
données parallèles. 

A  chaque  point  de  la  conique  Y  correspond  natu- 
rellement une  tangente  de  la  conique  T,  et  réciproque- 
ment. Si  sur  une  tangente  à  la  conique  r<  on  prend  le 
point  perpendiculaire  au  point  de  contact,  on  a  l'élé- 
ment corrélatif  de  la  normale  à  la  conique  T;  aussi  ce 
point  sera-t-il  dit  point  normal. 

Aux  asymptotes  de  T  correspondent  dans  T{  les  points 
de  contact  des  tangentes  parallèles  à  X^  et  Yur,  nous 
appellerons  ces  points  les  points  asymptotes . 

Aux  foyers  de  T  correspondent  pour  F,  deux  droites, 
dépendant,  bien  entendu,  du  choix  des  axes,   et  telles 


(  I2°  ) 

que  leurs  points  d'intersection  (imaginaires)  avec  cette 
conique  sont  respectivement  parallèles  aux  points  qui 
divisent  le  segment  XY  dans  les  rapports 

y/— i      et      —  \j —  I. 

Nous  appellerons  ces  droites  les  droites  focales. 

Soit  d  une  droite  qui  coupe  la  conique  T  aux  points 
A  et  Bj  du  point  D,  corrélatif  de  d,  partiront  deux 
droites  a  et  b,  corrélatives  de  A  et  B,  et  qui  seront  tan- 
gentes à  la  conique  T4  \  lorsque  la  droûe  d  se  déplacera 
parallèlement  à  elle-même,  le  point  D  se  déplacera  sur 
une  parallèle  à  Y  m,  et,  comme  le  milieu  du  segment  AB 
décrira  une  droite  d',  la  droite  moyenne  du  système  (ab) 
passera  par  un  point  fixe  D'. 

Le  point  D',  ainsi  obtenu  corrélativement  du  dia- 
mètre d\  sera  dit  point  diamétral. 

Tous  les  diamètres  d!  passant  parle  centre  de  T,  tous 
les  points  diamétraux  D'  seront  sur  une  même  droite, 
dite  droite  centrale,  dont  les  coordonnées  seront  don- 
nées par  le  système  d'équations  F),  =  o,  F.'„  =  o. 

A  deux  diamètres  conjugués  de  T  correspondent  deux 
points  diamétraux  conjugués  (le  ij.  Les  deux  points 
diamétraux  de  Tn  qui  sont  entre  eux  à  angle  droit, 
sont  corrélatifs  des  axes  de  l\  et  recevront  pour  cette 
raison  le  nom  de  points  axiaux. 


(H.   Nous   nous    arrêterons  là   de   ces    analogies;    un 

...  .    ,     .  |  -,  -  , 

voit  qu  il  esl  1res  aise,  étant  donne  un  élément  quel- 
conque ae  la  conique  T,  de  trouver  l'élément  corrélatif 
de  la  conique  I  t . 

65.   Disons  un  moi  maintenant   des  coniques  repré- 

MMilécs.   en    coordonnée^  parallèles,   p.ir  cerl  aines  équa- 
lions  simplifiées  de    coniques    en  coordonnées  réel  m 
laircs.  après  rempl.iccinenl  de  ./   <  l   i    p:ir  u  el   (  . 


(  >•'-'  ) 

66.   Prenons  l'équation  corrélative  de  celle  du  cercle 
en  coordonnées  rectangulaires 

(u  —  «)2-}-0  —  fi)*  =  c2; 

elle  représente  une  hyperbole  (fig.  i3  )  dont  le  centre  O 
est  à  la  rencontre  de  la  droite  équidistante  de  Y  m  et  Xr, 

Fig.   i.3. 


et  de  la  droite  X'  Y'  dont  les  coordonnées  sont  u  =  a, 
v  =  b  :  cette  droite  X'Y'  est  la  droite  centrale  de  l'hy- 
perbole. Portant  sur  les  axes  de  coordonnées,  de  part  et 
d'autre  deX'Y',  les  segments 

Y' A  =  Y'D  =  X'B  =  X'G  =  ■%=, 

/a 

on  détermine  les  asymptotes  AC  et  BD  ;  les  droites  AB 
et  CD  sont  tangentes  à  l'hyperbole  ;  si  cette  courbe 
coupe  les  axes  aux  points  M,  N,  P,  Q,  on  a 

Y'M  =  Y'Q  =  X'N  =  X'P  =  c; 

les  tangentes  en  M  et  en  Q  passent  par  le  point  X',  les 
tangentes  en  N  et  enP  par  le  point  Y'. 

Nous  désignerons,  en  raison  de  leur  équation,  les 
hyperboles  ainsi  placées   par  rapport  aux   axes,  sous  le 

Ann.  de  Mathémat,,  3e  série,  t.  IV.  (Mars  1 885.)  9 
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nom  à" hyperboles  corrélatives  de  cercles,  et  nous  pour- 
rons dire  d'une  manière  générale  qu'une  hyperbole 
corrélative  de  cercle  est  une  hyperbole  telle  que  les 
axes  Yu  et  Xi^  soient  tangentes  à  son  hyperbole  com- 
plémentaire. 

De  même  que  trois  conditions  suffisent  à  déterminer 
un  cercle,  trois  conditions  suffisent  à  déterminer  une 
hyperbole  corrélative  de  cercle.  En  particulier,  il 
n'existe  qu'une  hyperbole  corrélative  de  cercle  inscrite 
à  un  triangle. 

07.   Prenons  maintenant  l'équation 

t;2  —  W2  _  a2? 

dont  la  corrélative,  en  coordonnées  rectangulaires, 
représente  une  hyperbole  équilatere  rapportée  à  ses 
axes.  On  voit,  toujours  en  appliquant  les  règles  du  Cha- 
pitre IV,  que  cette  équation  représente  une  parabole 
ayant  son  axe  dirigé  suivant  XY,  son  sommet  situé  au 
milieu  du  segment  XY,  et  qui  coupe  l'axe  Xy  en  des 
points  M  et  T$  tels  que  XM  ==  XiS  =  a. 

Il  résulte  de  là  que,  si  la  distance  XY  des  points  ori- 
gines est  égale  à  ia:  le  point  X  est  foyer  de  la  parabole. 

0<X.  Enfin,  l'équation  corrélative  de  l'équation  ré- 
duite de  la  parabole  7  -=  9.p.v,  c'est-à-dire 

V1  =  2  pu, 

représente  une  hyperbole  tangente  à  \^  au  point  ^  et 
ayant  pour  asymptotes  d'une  part  Taxe  \  r.  de  l'autre  la 

droite  dont  les  coordonnées  sont  //       -■>  v  =  p.  Nous 

avons  déjà  vu,  d'ailleurs  (  n"  Ï2.V).  que  la  courbe  en 
//  et  ¥  pour  laquelle  IV'  —  AC  =  <>,   e'est-à-dire  cjni  eël 


(  <■>■-  ) 

corrélative  de  la  parabole,  est  une  hyperbole  ayant  une 
asymptote  parallèle  à  Xv  et  Yu. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  ce  sujet  et  nous 
allons  passer  maintenant  aux  applications  (l  ). 

X.  —  Applications. 


Transformations  des  propriétés  segmejitaires. 


69.  Prenons  d'abord  ce  théorème: 

Deux  droites  parallèles  sont 
coupées  par  trois  droites  AA',  BB', 
GC,  l'une  aux  points  A,  B,  G, 
Vautre  aux  points  A',  B',  G';  si 
l'on  a 


AB 


AC 


A'B'  "  A' G' 

les  trois  droites  AA',  BB',  CG'  con- 
courent en  un  même  point. 

70.  Soit  maintenant  le  théorème 
de  Ménélaus  : 

Les  côtés  AB,  BG,  GA  d'un  trian- 
gle étant  coupés  respectivement 
aux  points  M,  N,  P  par  une  droite 
quelconque,  on  a 

MA  NB  PG 

MB  NG  PA  ~~      *' 

71.  Théorème   de  Jean  de  Géva  : 

On  joint  les  sommets  A,  B,  G 
d'un  triangle  à  un  point  quel- 
conque; les   droites  ainsi  menées 


69'.  Théorème  corrélatif  : 

Deux  points  parallèles  (n°  5i) 
sont  joints  à  trois  points  aa\  bb' , 
ce' ,  l'un  par  les  droites  a,  6,  c, 
l'autre  par  les  droites  a',  b\  c';  si 
l'on  a(n°  53) 

ab  \        (  ac 
'aTb')  ~~  \d~c' 

les  points  aa\  bb' ,  ce'  sont  en  ligne 
droite. 

70'.  Théorème  corrélatif: 


Les  sommets  ab,  bc,  ca  d'un 
triangle  étant  joints  respective- 
ment par  les  droites  m,  n,  p  à  un 
point  quelconque,  ona(n°53) 


ma 
mb 


nb\ 

ne) 


PJL 
pa 


IV '.  Théorème  corrélatif  : 

On  coupe  les  côtés  a,  b,  c  d'un 
triangle  par  une  droite  quelcon- 
que; les  points  ainsi  obtenus  déter- 


(')  Dans  les  applications  qui  suivent,  on  trouvera,  à  côté  de  théorèmes  nou- 
veaux, d'autres  propriétés  connues;  mais  noire  but  n'est  ici  que  de  bien  mettre 
en  relief  l'esprit  de  la  méthode. 


(  i*4  ) 


déterminant  sur  les  côtés  opposés 
respectivement  les  points  M,  N,  P, 
on  a 

MB   NC   PA  _ 

TTTT  \A   PB  r 

Corollaire  : 

Les  médianes  (droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  milieux 
des  côtés  opposés)  concourent  au 
même  point. 


~rl.   Prenons  maintenant  ce  théo- 


rciiic   : 


Dans  une  conique,  le  point  de 
contact  d 'une  tangente  quelconque 
est  le  milieu  du  segment  déterminé 
par  les  points  où  cette  tangente 
coupe  les  asymptotes. 


T. 


minant  avec  les  sommets  opposés 
respectivement  les  droites  m,  n,p, 

o/ia(n°53j 

/nb\    /  nc\    /  pa 
me J    \na)    \pb 

Corollaire  : 

Les  points  d'intersection  des 
côtés  et  des  droites  moyennes 
(n°  53)  des  systèmes  de  côtés  op- 
posés sont  en  ligne  droite  (  *). 

72'.  Théorème  corrélatif  : 


Dans  une  conique,  la  tangente 
en  un  point  quelconque  est  la 
droite  moyenne  (n°53)  du  système 
formé  par  les  droites  qui  joignent 
ce  point  aux  points  asymptotes 
(n°  03). 


Nous  placerons  ici  une  remarque  :  les  définitions  que 
nous  avons  posées  sont  fort  utiles  pour  opérer  ces  déduc- 
tions corrélatives  de  théorèmes  connus,  mais  les  énoncés 
qui  en  résultent  peuvent  être  modifiés  en  remontant  au 
sens  contenu  dans  ces  définitions.  Ainsi  le  théorème 
précédent  deviendra  : 

On  joint  un  point  quelconque  M  d'une  conique  aux 
extrémités  A  et  II  d'un  diamètre  de  cette  conique;  le 
point  (/un  la  tangente  en  M  détermine  sur  une  droite 
de  direction  conjuguée  à  la  direction.  AB  est  le  milieu 


(')  Co.  théorème  peul   s'énoncer  ainsi  :    Un   triangle  détermine, 

sur  une   transversale  aueleom/rte.   trois  serments  :  les    milieu. r  de 

ces  segments  sont  /oints  aux  sommets  opposes  dans  le  triangle,  par 

des  droites  qui  donnent  trois  points  sur  le  périmètre  de  ce   trian- 
gle.  C(SS  trois  /joints  so/it  en  Ugpç  droite.  La   démonstration  dirretc 

de  ce  i  héorème  esl  I  n  -  ra<  île. 


(  >■,:,  ) 

du  segment  déterminé  sur  celte  droite  par  les  droites 
MA  et  MB. 


73.  Prenons  encore  ce  théorème  : 

Une  droite  quelconque  coupe 
une  conique  en  deux  points;  en 
ces  points  on  mène  les  tangentes 
à  la  conique;  ces  tangentes  déter- 
minent sur  l'une  des  asymptotes 
un  segment  dont  le  milieu  est  sur 
la  droite  donnée. 


73'.  Théorème  corrélatif  : 
Par  un  point  quelconque  on 
mène  deux  tangentes  à  une  co- 
nique; les  points  de  contact  de 
ces  tangentes  joints  à  l'un  des 
points  asymptotes  (n°  63)  forment 
un  système  de  deux  droites  dont  la 
droite  moyenne  passe  par  le  point 
donné. 


Ce  dernier    théorème    corrélatif    peut    s'interpréter 


ainsi 


D'un  point  M  on  mène  à  une  conique  les  tangentes 
MP  et  MQ  qui  louchent  cette  conique  aux  points 
P  et  Q  ;  on  joint  les  points  M,  P  et  Q  à  un  point  quel- 
conque A  de  la  conique  ;  une  droite,  de  direction  con- 
juguée à  la  direction  du  diamètre  qui  passe  au  point  A, 
coupe  les  droites  A  M,  AP,  AQ  respectivement  aux 
points  M',  P'?  Q';  le  point  M'  est  le  milieu  du  seg- 
ment F  Q'. 

Autrement  dit  :  Les  droites  AP,  AM,  AQ  et  la  tan- 
gente à  la  conique  au  point  A  forment  un  faisceau 
harmonique. 

Si  l'on  suppose  que  le  point  M  s'éloigne  à  l'infini,  on 
retombe  sur  le  théorème  énoncé  plus  haut. 

Ces  quelques  exemples  suffisent  à  montrer  comment 
s'opère  la  transformation  des  propriétés  segmentaires  ; 
passons  maintenant  aux  propriétés  angulaires. 

7 ransformation  des  propriétés  angulaires. 

71.  Nous  rappellerons  en  commençant  que  nous 
nommons  point  normal  à  une  courbe  pour  une  tangente 


(  '^) 
donnée  le  point,  pris  sur  cette  tangente,  qui  est  per- 
pendiculaire au  point  de  contact.  Le  point  normal  est 
corrélatif  de  la  normale.  La  courbe  qu'il  décrit  est  cor- 
rélative de  la  développée  et,  par  suite,  la  tangente  à 
cette  courbe  corrélative  du  centre  de  courbure. 

Voyons  maintenant  quelques  exemples  de  transfor- 
mations : 


73.  Théorème  des  trois  hauteurs  : 

Les  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  d'un  triangle  sur  les 
côtés  opposés  concourent  au  même 
point. 


76.  Théorème  : 

Toutes  les  normales  à  un  cercle 
passent  par  le  centre  de  ce  cercle. 


77.  Théorème  : 

Si  deux  droites  variables  tour- 
nant chacune  autour  d'un  point 
fixe  sont  constamment  à  angle 
droit,  leur  point  de  rencontre  dé- 
crit un  cercle. 

Lé  centre  de  ce  cercle  est  le 
milieu  du  serment  qui  joint  les 
deux  points  fixes. 


7N.   Théorème  : 

/.es     perpendiculaires     élevées 
aux  trois  côtés  d'un  triangle "par 

les    milieu./   fl,     •■<  s    i  à  COU- 


73'.  Théorème  corrélatif  : 

Les  points  pris  sur  les  trois 
côtés  d'un  triangle  et  qui  sont 
perpendiculaires  (n°  60)  aux  som- 
mets opposés  sont  en  ligne  droite. 

Nous  appellerons  ces  points  points 
hauteurs. 

76'.  Théorème  corrélatif  : 

Tous  les  points  normaux  (n°  70  | 
à  une  hyperbole  corrélative  de 
cercle  (n°  66)  sont  sur  la  ligne 
centrale  (n°  63)  de  cette  hyper- 
bole. 

77'.  Théorème  corrélatif  : 

Si  deux  points  variables  décri- 
vant chacun  une  droite  fixe  sont 
constamment  à  angle  droit  (  n°  60), 
la  droite  qui  les  joint  enveloppe 
une  hyperbole  corrélative  de  cer- 
cle |  n"  66  )• 

Là  ligne  centrale  de  cette 
hyperbole  est  la  droite  /mnen/ie 
du  système  formé  par  les  deux 
droites  Ji.res. 

78'.   Théorème  QOJ  i  rl.ilil'  : 

I  <  s  jmints  perpendiculaires  au.r 
trois  sommets  d'un  triangle  et  qui 
sont  pris  sur  les  droites  moyennes 


(   »  27-  ) 


peut  en  un  même  point  qui  est  le 
centre  du  cercle  circonscrit. 


79.  Théorème  : 

Les  pieds  des  hauteurs  d'un 
triangle,  sur  les  trois  cotés,  et  les 
milieux  de  ces  côtés  sont  sur  un 
m erne  cercle. 

Ce  cercle  est  le  cercle  des  neuf 
points;  on  sait  quels  sont  tous  les 
points  remarquables,  en  assez  grand 
nombre,  qu'il  contient. 


80.  Théorème  de  Simson  : 

On  prend  un  point  M  sur  le 
cercle  (M)  circonscrit  à  un  trian- 
gle, de  ce  point  on  abaisse  des 
perpendiculaires  sur  les  trois 
côtés  du  triangle;  les  pieds  de  ces 
perpendiculaires  sont  sur  une 
droite  d. 

Si  les  points  M  et  Ml  sont  tels 
que  le  centre  du  cercle  (M)  soit 
le  milieu  du  segment  MMi,  les 
droites  correspondantes  d  et  d\ 
sont  perpendiculaires . 

La  courbe  décrite  par  le  point 
de  rencontre  des  droites  perpen- 
diculaires d  et  du  lorsque  les 
points  M  et  M,  se  déplacent  sur  le 


des  systèmes  for/nés  par  les  côtés 
se  croisant  en  ces  sommets  sont, 
sur  une  même  droite  qui  est  la 
ligne  centrale  de  l'hype/bole, 
corrélative  de  cercle,  inscrite 
(n°  66,  dernier  alinéa). 

79'.  Théorème  corrélatif  : 

Les  droites  qui  joignent  les 
points  hauteurs  (  n°  77'j  d'un  trian- 
gle aux  sommets  opposés  et  les 
droites  moyennes  des  systèmes  de 
droites  formés  par  les  côtés  pris 
deux  à  deux  sont  tangentes  à 
une  même  hyperbole  corrélative 
de  cercle. 

Cette  hyperbole,  que  nous  appelle- 
rons hyperbole  des  neuf  droites, 
est  tangente  à  toutes  les  droites 
corrélatives  des  points  remarquables 
situés  sur  le  cercle  des  neuf  points. 

80'.  Théorème  corrélatif  : 

On  prend  une  tangente  m  à 
l'hyperbole  corrélative  de  cercle 
(m)  inscrite  à  un  triangle:  sur 
cette  tangente,  on  prend  les  points 
perpendiculaires  aux  trois  som- 
mets du  triangle  et  on  les  joint 
respectivement  à  ces  sommets  par 
des  droites;  ces  trois  droites  con- 
courent en    un  même  point  D. 

Si  les  droites  m  et  m^  sont  telles 
que  la  ligne  centrale  de  l'hyper- 
bole (m)  soit  la  droite  moyenne 
du  système  (7njnt),  les  points  cor- 
respondants D  et  Dt  sont  perpen- 
diculaires. 

- 

La    courbe    enveloppée    par    la 


(   «>8  ) 


cercle  (  M  ).  est   le  cercle  des  neuf 
points  du  triangle  donné  (1). 


la 


81.  Théorème  de  Frégier  : 

Deux  droites  perpendiculaires 
d  et  d'  tournent  autour  d'un 
point  M  pris  sur  une  conique  ;  ces 
droites  coupent  respectivement  la 
conique  aux  points  P  et  P'  :  la  tangentes  p  et  p'  ;  le  point pp'  dé- 
droite  PP'  passe   par    un    point      crit  une  droite   qui  passe  par  le 


droite  qui  joint  les  points  perpen- 
diculaires D  et  Dj,  lorsque  les 
droites  m  et  mx  se  déplacent  tan- 
gentiellement  à  l'hyperbole  (m), 
est  l'hyperbole  des  neuf  droites 
du  triangle  donné. 

81'.   Théorème  corrélatif  : 

• 

Deux  points  perpendiculaires 
D  et  D'  se  déplacent  sur  une  tan- 
gente m  à  une  conique;  de  ces 
points  on  mène  à  la  conique   les 


point  normal  (n°  76)  à  la  conique. 


7 

situe  sur  la  tangente  m. 


fixe  situé  sur    la   normale  à 
conique  au  point  M. 

La  réciproque  de  ce  théorème  corrélatif  peut,  en 
vertu  d'une  remarque  qui  a  été  faite  plus  haut,  s'énoncer 
ainsi  : 

Les  tangentes  à  une  conique,  issues  des  différents 
points  d'une  droite,  marquent  sur  une  tangente  quel- 
conque à  cette  conique  des  points  en  involution.  Dans 
cette  involution,  le  point  de  rencontre  de  la  droite  et 
de  la  tangente  considérée  est  conjugué  du  point  de 
contact  de  la  tangente.  L.  est  une  propriété  connue. 

Le  théorème  qui  termine  Je  n°  3i  est  un  cas  particu- 
lier du  précédent,  lorsqu'on  prend  la  tangente  parallè- 
lement à  la  droite  donnée. 

X"2'.  Théorème  corrélatif  : 


82.  Théorème  : 

Les  trois  hauteurs  d' un  triangle 
ui.si  ril  dans  unr  /iv/>e/0olc  cqui- 
lattic  m  ciatjicnt  en  un  même 
point  de  crlti-  (  nurbe. 


Les  trois  points  hauteurs  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  conique 
dont  les  points  asymptotes  sont 
perpendiculaires  sont  situes  sur 
une  mè me  tangente  à  la  courbe. 


(')  <>■*  deux  derniers  tli<-..i.uir>  ..ut    été  proposés  comme  Questions  dans   les 

Nouvelle*     [anales    (3e    série,   t.  Il,  i>.''i7<i.  Question  li~3). 


Si    us  pourrions  multiplier  iples  de  transfor- 

malion  des  propriétés  angulaires  au  moyen  de  notre  mé- 
thode; mais  nous  pensous  en  avoii     îs      dit  sur  ce  sujet. 

*e  sur  la  transformation  des  proprit 
barycentriqu 

s       Vous  avons         à  donné  des    exemples   de    cette 
transformation  au  Chapitre   ^  .  lemanderons  la 

permis-  sm  ce  sujet  une  petite  remarque. 

Li  droite  que  nous  avons  appelée  moyenne  d'un  sys- 
îie   de  dr*:  •)    peut    recevoir  une    deunitiuii 

_     métrique  indépendante  du  svsteme  spécial  de  coor- 
données que  nous  envisageons  :  la  voici  : 

La   droite   moyenne,   par   rapport  à  une  direction 
ne  de  dro:  i  d'une  manie 

quelconque  dans  un   plan,    <r  !:eu  au   centre  de< 

moyennes  d:  ss  donn. 

sont  coupées  par  une  décante  parallèle  à  la  direct: 
donn^ 

•rdonnées  parallèles  permettront  évidemment 
utes  les  propriétés  de  cet  élément  géomé- 
trique des  propriétés  établies  en  coordonnées  ordinai:    - 
pour  le  centre  de  gravité  d'un  :ie  de  : 

Un  seul  exemple,  joint  à  ceux  qui  ont  déjà  i 
donnt-  "         ;iira  à  faire  comprendre  la  manière 

d'opérer  cette  transformation. 

rdonnées  reet      .  s  Coordonnées  parallèles  : 

Quand  un   tr        .  ind  un  triangle  se 

en  restant  i:  nsune  :onscrit  à  un 

et  circonscrit  à  une  parai  nique  et  inscrit  dans  une  hrper- 

cenlre  de  gravite  décrit  une 
droite. 


ont  une  asymptote  paral- 
V«    et    X  .     la   droite 

-:  de    ses  trois  cotes  / 
par  nn  point  fùre 


(')  Voir  n»68- 


(   >3o  ) 
Ce  théorème  coi  -relatif  pourra  s'énoncer  plus  simple- 
ment : 

Quand  un  triangle  se  déplace  en  restant  circonscrit  à 
une  conique  et  inscrit  dans  une  hyperbole  H,  la  droite 
moyenne  de  ses  trois  côtés,  relativement  à  V une  ou 
Vautre  des  directions  asymptotiq  ues  de  l'hyperbole  H, 
passe  par  un  point  fixe. 

80.  On  voit  qu'on  a  ainsi  un  moyen  d'obtenir  sans 
calcul  une  série  de  théorèmes  intéressants. 

C'est,  en  particulier,  par  cette  méthode  que  nous 
sommes  arrivé  a  tous  les  théorèmes  donnés  sans  démon- 
stration dans  notre  Note  Sur  la  droite  moyenne  d'un 
système  de  droites  (').  jNous  avons,  daus  les  transfor- 
mations qui  nous  ont  conduit  à  ces  théorèmes,  fait  usage 
de  plusieurs  des  principes  qui  viennent  d'être  exposés. 
Aussi  renverrons-nous  le  lecteur  à  ce  travail. 

Résumé. 

80.  La  méthode  qui  vient  d'être  développée  permet, 
étant  donnée  une  propriété  segmentaire,  angulaire  ou 
harycentrique  quelconque,  d'en  déduire  imniédiatemcnl 
et  sans  calcul  une  propriété  corrélative.  _\ous  avons  vu, 
en  outre,  quelles  étaient  les  remarques  qui  permet 
taient  de  traduire  l'énoncé  de  ces  théorèmes  en  taisant 
abstraction  de  la  considération  des  coordonnées  paral- 
lèles qui  auraient  servi  à  les  obtenir. 


(')  Bulletin  de  la  Société,  mathématique,  1.  \ll.  p.  r  1  '1 
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QUELQUES  REFLEXIONS  SUR  L'ETUDE  GEOMETRIQUE  DES 
COURBES  GÉOMÉTRIQUES  ET  THÉORÈMES  POUVAM  V  ETRE 
UTILES 

(suite); 
Pau  M.  J.-E.  ESTIENNE. 


RÉFLEXIONS    ET    THÉORÈMES     SUR    LES    SURFACES 
DU  SECOKD  ORDRE    OU   QUADKIQUES. 

Ou  a  essayé  vainement  de  trouver,  au  moyen  de  théo- 
rèmes analogues  à  ceux  qui  précèdent,  une  relation  gra- 
phique symétrique  entre  dix  points  d'une  quadriquc. 

Les  travaux  de  M.  P.  Serret  ont  donné  le  moyen  de 
constater  graphiquement  que  dix  points  sont  sur  une 
quadrique;  un  grand  progrès  a  été  ainsi  réalisé;  mais 
on  ne  peut  s'empêcher  de  regretter  la  complication 
et  le  manque  de  symétrie  des  constructions.  Il  est  diffi- 
cile, par  suite  de  cette  dissymétrie,  d'embrasser  ces  con- 
structions d'un  coup  d'oeil,  pour  les  utiliser  avec  préci- 
sion dans  les  investigations  ultérieures. 

Tous  les  théorèmes  qui  permettent  de  reconnaître 
qu'un  point  est  sur  une  courbe  ou  sur  une  surface  dé- 
finie par  un  nombre  convenable  de  points  s'équivalent 
théoriquement;  chacun  d'eux  constitue,  comme  on  l'a 
dit  déjà,  une  équation  géométrique  de  la  courbe  ou  de 
la  surface.  Dans  l'application,  on  s'adressera  à  l'une  ou 
à  l'autre  des  formes  de  cette  équation,  plus  commode 
dans  le  cas  particulier;  mais  l'avantage  de  l'élégance  et 
de  la  fécondité  est  certainement  à  l'énoncé  symétrique, 
c'est-à-dire  dans  lequel  tous  les  points  donnés  entrent 
de  la  même  manière. 


(   »ia  ) 

On  adonné-  par  exemple,  un  grand  nombre  de  formes 
à  l'équation  géométrique  des  coniques,  entre  autres  les 
suivantes  : 

Le  théorème  de  Pascal  ; 

Le  théorème  de  Desargues  -, 

Le  théorème  de  Chasles,  sur  la  constanee  du  rapport 
anharmonique  du  faisceau  dont  le  centre  est  sur  une  co- 
nique et  dont  les  rayons  passent  par  quatre  points  fixes 
de  cette  conique. 

Tous  ces  théorèmes  peuvent  servir  à  étudier  les  coni- 
ques; mais  quel  est  celui  qui  a  été  toujours  regardé 
comme  le  plus  beau,  le  plus  élégant,  le  plus  séduisant? 
C'est  le  seul  d'entre  eux  qui  soit  symétrique,  le  puissant 
théorème  de  Pascal. 

Cette  symétrie,  objet  des  vœux  du  géomètre,  l'ana- 
lyste la  rencontre  naturellement  et  sans  effort,  mais 
aussi  sans  grand  profit,  en  écrivant  le  déterminant  qui, 

égale  a  o,  exprime  que  — - — h  i  points  sont  sur  une 

courbe  d'ordre  n. 

Les  géomètres  qui  ont  cherché  l'analogue  du  théo- 
rème de  Pascal  pour  les  quadriques  ont  remarqué  très 
justement  qu'on  doit  trouver  trois  théorèmes  de  l'espace 
correspondant  à  l'unique  théorème  de  Pascal  dans  le 
plan. 

Le  premier  exprimerait  que  dix  points  sont  sur  une 
quadrique; 

Le  second,  que  neuf  points  sont  sur  une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  (intersection  de  deux  qua- 
driques) ; 

Le  troisième,  que  huit  points  sont  septaires.  |  Nous 
exprimerons,  par  cette  locution  abrégée,  que  les  huil 
points  ^>m  tels  que  toute  quadrique,  passant  par  sept 
d'entre  eux,  passe  par  le  huitième.  ) 


(  '•-•">  ) 

Le  premier  de  ces  théorèmes  qui  exprime  qu'une  con- 
dition simple  est  satisfaite  a  très  probablement  la  forme 
suivante  :  Si  dix  points  sont  sur  une  quadrique,  quatre 
certains  points  qui  s'en  déduisent  sont  dans  un  même 
plan,  ou  bien  quatre  certains  plans  qui  s'en  déduisent 
passent  par  un  même  point. 

Le  second  exprimerait  de  même  la  condition  double 

que  son  énoncé  suppose  satisfaite  (un  point   situé  sur 

une  courbe  déterminée)  par  le  fait  que  trois  points  sont 

en  ligne  droite,  ou  que  trois  plans  passent  par  une  même 
i     • 

Cil  (J I LC»  «  - 

Quant  au  troisième  théorème,  le  seul  que  nous  ayons 
complètement  résolu,  il  doit  permettre  de  trouver  Je 
huitième  point  commun  cà  toutes  les  quadriques  passant 
par  sept  points  donnés.  Comme  la  détermination  du 
point  exige  trois  conditions,  il  doit  exprimer  une  condi- 
tion triple*,  par  exemple,  et  c'est  ce  qui  a  lieu,  que  qua- 
tre droites  sont  sur  un  hyperboloïde. 

Parmi  les  formes  connues  de  ce  troisième  théorème, 
la  plus  élégante  est,  ie  crois,  la  suivante,  due  à  un  illustre 
géomètre,  M.  Hesse  : 

Théorème  de  Hesse.  —  Si  huit  points  A,  B,  C,  D,  E, 
F,  P,  Vf  sont  septaires,  en  formant  V hexagone  gauche 


Fig.  4. 


J 


ABCDEF,  et  menant  par  le  point  P  les  trois  droites  qui 
coupent  les  côtés  opposés  de  cet  hexagone  aux  points 


(   '34  ) 

a.  b,  c,  d,  p.  /,  (/n'on  prend  pour  sommets  successifs 
d'un  nouvel  hexagone,  les  côtés  de  cet,  hexagone  et 
ceux  de  l'hexagone  analogue  qu'on  obtiendrait  en 
partant  du  point  F  sont  douze  génératrices  d'un 
même  hjperbolo'ide  {fi g.  4)- 

Ce  remarquable  théorème  laisse  à  désirer,  en  ce  sens 
qu'il  manque  de  symétrie,  qu'il  conduit  à  une  construc- 
tion difficile  du  huitième  point,  et  enfin  qu'il  n'est  pas 
l'analogue  d'un  théorème  sur  les  coniques. 

]Nous  proposerons  le  théorème  suivant,  symétrique  et 
d'une  analogie  flagrante  avec  le  théorème  de  Pascal  : 

Théorème.  —  Si  les  huit  sommets  d'un  octogone 
gauche  sont  septaires,  ses  faces  opposées  se  coupent  en 
quatre  droites,  qui  sont  des  génératrices  d'un  même 
hjperbolo'ide  (fig.  5). 

Soit  A.BCDEFGH  l'octogone  gauche }  il  est  facile  de 
voir  qu'il  suffit  de  démontrer  que  l'une  quelconque  de 

Fig.  "). 


> 


il  laces.  ABC  par  exemple,  coupe  en  trois  points  en 
UgtftC  droite  les  intersections  des  trois  groupes  de  faces 
opposées  : 

m;i>    ci    r<in    <  Poim  p.. 
<;i>K    ,i     (.iia    <  poinl  Oi. 

i>i:r    n    ii  \n    ,  |„.im  n  ,. 


(  '35  ) 
Les  points  P,  (),  [{  qu'on  veut  prouver   être    en    ligne 
droite  s'obtiennent  de  la  façon  suivante  : 

On  prolonge  les  quatre  cotés  de  l'octogone  DE,  EF, 
FG,  GH  jusqu'à  leurs  points  d'intersection  5,  z,  *',  3 
avec  la  face  ABC  5 

P  est  alors  l'intersection  des  droites  3  y  et  BC} 

Q  est  l'intersection  des  droites  A3  et  G 5  ; 

Il  est  l'intersection  des  droites  5  s  et  AB. 

Appelons  4  l'intersection  des  droites  3  y  et  5  s,  et  dé- 
signons A  par  2,  B  par  1 ,  G  par  6. 

On  voit,  en  considérant  la  ligure,  que  les  points  P,  Q, 
R  sont  à  l'intersection  des  côtés  opposés  de  l'hexagone- 
plan  1  2345(). 

R.  est  l'intersection  de  1 2  avec  45  \ 

Q  est  l'intersection  de  23  avec  56-, 

P  est  l'intersection  de  34  avec  61 . 

Le  théorème  sera  donc  démontré  si  Ton  prouve  que 
cet  hexagone  123456  est  inscrit  à  une  conique. 

Or,  dire  que  les  huit  sommets  de  l'octogone  sont 
septaires  revient  à  dire  qu'on  peut,  par  ces  huit  sommets 
et  deux  points  quelconques  de  l'espace,  faire  passer  une 
quadrique:  en  particulier,  ces  huit  sommets  et  deux 
côtés  quelconques  de  l'octogone  sont  sur  une  même  qua- 
drique. 

Considérons  la  quadrique  qui  passe  par  ces  huit  som- 
mets et  par  les  côtés  DE  et  GU.  Cette  quadrique  coupe 
le  plan  ABC  suivant  une  conique  qui  passe  par  les  cinq 
points  1,  2,  3,  5,  6.  Elle  passe  aussi  par  le  point  4-,  car 
ce  point  4  est,  par  construction,  l'intersection  du  plan 
ABC  avec  la  droite  qui  passe  par  le  point  F  et  rencontre 
les  droites  DE  et  HA.  Cette  droite,  étant  menée  par  un 
point  de  la  quadrique  considérée  et  rencontrant  deux 
génératrices  de  cette  quadrique,  en  est  elle-même  une 
génératrice,  et  le  théorème  est  démontré. 


(  '36  ) 
Voyons  à  quelle  construction  conduit   ce  théorème 
pour  la  détermination  du  huitième  point  : 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  sept  points  quelconques 


P 

(CDE) 


(BCD) 


dans  l'espace;  on  veut  trouver  le  huitième  point  H  par 
où  passent  toutes  les  quadriques  menées  par  les  sept 
points  donnés  (fig.  6). 

Cherchons  à  déterminer  les  quatre  droites  qui  figu- 
rent dans  l'énoncé  précédent.  L'une  d'elles,  la  droite  A, , 
intersection  des  plans  ABC  et  EFG,  est  complètement 
déterminée. 

Quant  aux  trois  autres,  intersections  des  plans 

BCD  et  FGH  (A8), 
CDE  et  GHA  (A,.. 
DEF     et     IIAB     (A,  >. 

on  connaît  de  chacune  d'elles  un  point,  et  un  plan  dans 
lequel  elle  se  trouve  : 

La  droite  A2  est  dans  le  plan  BCD  et  passe  par  le 
point  a  où  le  côté  FG  de  l'heptagone  ABCDEFG  coupe 
la  face  opposée  BCD.  De  même,  A3  passe  par  (3  et  est 
dans  le  plan  CDE,  et  A4  passe  par  y  et  est  dans  le  plan 

DEF. 

Le  problème  sera  résolu  si  l'on  détermine  complète- 
menl   ces  trois  droites  par  la  condition  qu'elles  soieut. 


(   $7  ) 
avec  la  droite  A{ ,  quatre  génératrices  d'un  même  système 
d'un  hyperboloïde.  Le  point  H  sera,  en  effet,  à  l'intersec- 
tion de  trois  plans  menés  respectivement  par  les  droites 

A2     et     FG, 
Â8     et     GA, 

A4     et     AB. 
/  \  * 

On  voit  aisément  que  ce  problème  n'est  autre  que  le  sui- 
vant : 

On  considère  les  trois  taces  de  l'heptagone  qui  se  cou- 
pent en  D;  on  prend  leurs  intersections  a,  (3,  y  avec  les 
côtés  opposés  de  l'heptagone  /mener  par  ces  trois  points 
un  hyperboloïde  tangent  à  ces  trois  faces,  et  admettant 
pour  génératrice  la  droite  AM  intersection  des  plans 
ABCetEFG. 

Il  faut  ajouter  que  la  génératrice  A<  et  les  génératrices 
A2,  A3,  A4  passant  respectivement  par  les  points  a,  (3,  y 
et  situées  dans  les  plans  tangents  sont  d'un  même  sys- 
tème 

Or  soient  (  fie.  n)  DCEo  le  trièdre  formé  parles  trois 


par 


Fig.  7. 


A'* 


,MA4,   '9«U3*  j)6"f 

?Pp  --M  iiuoii  sa  ail»  lsup^l 

98e6q  19    ©M*»CC*««!> 

/  A.  A,    ^33  iE| 

taaD 

faces  qui  se  coupent  en  D,  et  a',  £}',  y'  les  points  d'intfâKI 
section  de  cgj  faces  avec  la  droite  A,  j  si  l'on  mène  par 
chacun  de  oe^s  points  les  génératrices  A!,,  A'p  à'A  de  l'hy- 
Ann.  de    Watkémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Mars  i885.)  IO 


(  '38  ) 
perboloïde  cherché,  ces  trois  droites  et  les  droites  A2, 
A3,  A4  se  coupent  sur  les  arêtes  du  trièdre. 

Eu  dernière  analyse,  le  problème  est  donc  ramené  au 
suivant,  très  simple  et  dont  la  solution  est  bien  connue  : 

Étant  donné  un  trièdre  DCEo,  et  deux  points  dans 
chacune  de  ses  faces,  a  et  a',  [3  et  (à',  y  et  y' ',  faire  passer 
par  ces  points,  pris  dans  l'ordre  suivant  :  a  (j'y  a  [il y', 
les  côtés  successifs  d  un  hexagone  ayant  ses  sommets 
opjyosés  sur  chacune  des  arêtes  du  trièdre. 

Ce  problème  se  résout  indifféremment  dans  l'espace 
ou  dans  le  plan,  après  projection. 

[A  suivre.  ) 


NOTE  SLR  LA  THÉORIE  DES  FOYERS; 

Par  M.  E.  HUMBERT, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


Considérons  d'abord  la  conique 

a  x2  -+-  ib  xy  ■+-  cy2  -+-  i  dx  -f-  i  e  y  -h  f  =  o 

donnée  par  l'équation  générale.  Si,   de  l'ensemble  des 

termes  du  second  degré,  on  retranche  s(x2-hj -2),   on 

obtient 

(a  —  s)x2-±-  ibxy  H-  (c  —  5) yz, 

qui  est  un  carré  parfait  pour  les  deux  valeurs  de  s  don- 
nées par  l'équation  du  second  degré 

(i)  <  <t  —s)(c—  s)  —  b*=  o. 

Pour  chacune  de  ers  valeurs  de  v.  on  a 

<t.r'-    .     7/,.,)         CY*        S(X*    •     >->         1'/'  —s).r  —  /;v]^ 

il  —  s 


(   rÎ9  ) 
et  l'équation  de  la  conique  s'écrit 

hV/  —  s) ce  -+-  fcy  l2  .  1 

(2)      5(^2-+-j2)h- 2: -—-'-  >-(ir  -t-  2«J-f-/=  o. 

Cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  qu'il  suit  : 

\(  a—  s)x-\-  by\2 
a  —  s 
—  i{d~v-  sz)x  —  i(e  H-  s$)y  -+-  s(a2  +  |32  )  —  /• 

Désignons  (<?, —  .s  ).r -h  &j"  par  P.   La  fonction  linéaire 

(d-\-  scc)œ  -h  (e  -+-  s$)y 

ne  différera  de  P  que  par  le  facteur  constant 

d-\-  s% 


a  —  s 
si  l'on  a 

d-h  s  y.        e  -+-  s  3 

et  alors  l'équation  de  la  conique  pourra  s'écrire 

4(^-a)2+(7-P)2]=-^-2^^P+5(a2+P2)-/, 

et  l'on  voit  que  c'est  seulement  dans  ce  cas  que  le  se- 
cond membre  pourra  être  un  carré  parfait,  sous  la  con- 
dition 

(4)         (rf  +  sa)2  +  5(a-j)(a2+  £*) .*-/(*  —  s)  =  .0. 

C'est,  du  reste,  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  le  point  a,  (3  soit  un  foyer.  Donc  on  obtient  les 
foyers  par  la  résolution  des  équations  (1),  (3)  et  (4). 

La  première  donne  deux  valeurs  pour  s,  ensuite,  a 
chaque  valeur  de  s  correspondent  deux  foyers  qui  sont 
situés  sur  la  droite  (3)  et  la  conique  (4). 

L'équation  (3  )  représente  les  deux  axes  de  la  conique, 


(  <4o  ) 

lorsqu'on  y  remplace  s  successivement  par  les  deux  ra- 
cines de  l'équation  (i).  Si  l'on  veut  avoir  l'excentricité, 
rien  n'est  plus  facile.  Il  suffit  de  remarquer  que  le  se- 
cond membre  de  la  conique  peut  s'écrire,  dans  le  cas  où 
le  point  a,  (3  est  un  foyer, 

_  (P-+-K)2 
a  —  s 

K  étant  une  constante }  ou  bien 

(fl_j5)2+^r      p-t-k 


r      p-t-k 

\_y/(a  —  sf- 


a~s  i/(a  —  sY-^-b* 


la  parenthèse  représentant  la  distance  du  point  .r,  y  à 
la  directrice  P-f-K  =  o.  Donc,  en  désignant  par  p  la 
distance  d'un  point  de  la  conique  au  foyer,  par  d  sa  dis- 
tance à  la  directrice,  on  a 

s  (  s  —  a  ) 
Donc  le  carré  de  l'excentricité  e-  est  donné  par 

p2        {a  —  5)2-i-  62 


(5)  e*  = 

(P-  s  (s  —  a) 

Remplaçons   b2  par   (a — s)(c — v),    dans   cette  ex- 
pression, et  nous  aurons 

a  H-  c 

(6)  e*=i 

s 

On  tire  de  là 

a  -+-  c 


2  —  P" 


et,  en  parlant  de  l'équation  (i), 

(-,  ($»_ ac)e*—  \  4ô*-+-(a  —  r)2|r2-+-  4&*-h(a  — c)*=o. 
Telle  esl  l'équation  qui  donne  les  deux  valeurs  de  e1, 


(  '4.  ) 

l'une  relative  aux  loyers   réels,  et   l'autre   relative  aux 
foyers  imaginaires. 

Cette  équation  a  toujours  ses  deux  racines  réelles; 
dans  le  cas  de  l'ellipse,  Tune  est  positive,  celle  qui  ré- 
pond aux  foyers  réels,  et  l'autre  est  négative,  celle  qui 
répond  aux  foyers  imaginaires;  dans  le  cas  de  1  hyper- 
bole, ces  deux  valeurs  de  e2  sont  positives.  Si  l'on  dé- 
signe par  e-  la  valeur  qui  répond  aux  foyers  réels  et 
par  en  la  seconde,  on  a 

(8)  3+'^  =  i; 

d'où 

e'*=  4- 


De  l'équation  (8)  il  résulte  que,  dans  le  cas  de  l'el- 
lipse, e-  est  inférieur  à  i,  tandis  que  dans  le  cas  de 
l'hyperbole  e2  et  e'2  sont  tous  deux  supérieurs  ai. 

Cette  méthode  permet  aussi  d'obtenir  l'équation  gé- 
nérale des  cercles  doublement  tangents  à  la  conique.  En 
effet,  on  peut  écrire  l'équation  de  la  conique  ainsi 

4(^-a2)+(7-^)+T] 

'et  le  second  membre  est  un  carré  parfait  sous  les  deux 
conditions 

,  „  v  d-hs%__e-+-s$ 

{3}  ~^7  ~  ~~b~ 

et 

(9)  (û?4-5a)2-h(«— s)[5(a2-Hp2-hY)— /]  =  o. 

De  la  deuxième  on  tire 

s         s  (s  —  a  ) 


(     >4*    ) 

et,  en  portant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  de 
la  conique,  on  obtient  pour  équation  du  cercle  cher- 
ché 

f     (dX-sky> 

x*  -+-  y  —  2  ccx  —  2  p  y  -+-  —  H =  o . 

17  r,/  s         s{  s  —  a) 

sous  les  conditions  (i)  et  (3  ). 
L'équation  (3)  donne 

n  e        b(d  -\-  sol) 

P=- ' — h ^; 

a-  5  (  a  —  s  ) 

donc  l'équation  générale  des  cercles  doublement  tan- 
gents à  la  conique  est 


(i)  #2-h  r2 — inx  —  i    — -■ |  8  4-^ 

^  l  s(a  —  s)        sj  '         s 


/      (d-^soLY'_ 


s{s  —  a) 


Dans  cette  équation,  s  peut  prendre  les  deux  valeurs 
données  par  l'équation  (i),  et  a  est  un  paramètre  arbi- 
traire. Il  y  a  donc  deux  séries  de  cercles  doublement 
tangents  à  une  conique,  et  l'équation  (3)  montre  que 
les  centres  des  cercles  de  chacune  de  ces  séries  décri- 
vent, pour  l'une,  l'un  des  axes,  et  pour  l'autre,  l'autre 
axe . 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  C  le  premier  membre 
de  l'équation  d'un  cercle,  dans  lequel  le  coefficient  de 
X2-h  y2  est  égal  à  i,  par  Q  le  premier  membre  de 
l'équation  d'une  droite  mise  sous  la  forme  normale, 
l'équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes 
a  (1,  aux  deux  points  où  Q  =  o  la  coupe,  est 

G        r2Q*=o 

ull 

C  —  e'*Q*=  o, 

sûivanl  que  l'axe  qui  passe  au  rentre  de  (1  est  l'axe  lo- 
cal .  OU  non. 

Cette  méthode  peut,  dans  certains  cas.  donner  facile- 


(  '43  ) 

ment  un  lieu  de  foyers.  Elle  s'applique  très  aisément  au 
problème  suivant  : 

Trouver  le  lieu  des  foyers   des   coniques  qui    sont 
doublement  tangents  à  deux  cercles. 

Elle  peut  aussi  donner   facilement  l'équation   géné- 
rale des  directrices,  car  cette  équation  est 

P -f- K  =  o     et     K  =  d  H-  5a. 

Donc  l'équation  générale  des  directrices  est 

(il)  (a  —  s)x  -+-  by  -+-  d  -+-  soi  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  paramètre  arbitraire  et  s  une  ra- 
cine de  l'équation  (i).  Il  y  a  deux  séries  de  directrices. 
Cette  Note,  où  rien  de  nouveau  sans  doute  (*)  n'est 
exposé,  a  été  rédigée  surtout  pour  les  élèves  de  Mathé- 
matiques spéciales.  On  peut,  par  une  méthode  analogue, 
chereherlesfoyersdes  surfaces  du  second  degré  ;  mais,  ceci 
étant  de  peu  d'utilité  pour  les  élèves  et  n'ayant  pas  grande 
valeur  théorique,  il  est  inutile  que  j'insiste  là-dessus. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  Lettre  de  M.  Genocchi. 

Une  lettre  de  Gauss  à  Sophie  Germain,   du  3o  avril 

1807,    publiée   par  le    prince  Boncompagni,  transcrit 

une  proposition  de  cette  femme  illustre  sur  la  forme 

jv^-f-  «z2,  en  ajoutant  qu'elle  n'est  pas  vraie  dans  toute 


(')  J'ai  donné  cette  méthode  dans  mon  cours,  en  1882,  comme 
application  au  plan  de  la  Détermination  des  sections  circulaires 
(t.  I,  3e  série,  p.  202).  Ch.  B. 
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sa  généralité,  et  donne  une  explication  sur  les  cas 
dans  lesquels  elle  peut  tomber  en  défaut.  Cette  explica- 
tion se  fonde  sur  la  théorie  de  la  composition  des  formes 
quadratiques  binaires,  théorie  qui,  à  présent,  est  trop 
peu  cultivée  et  trop  peu  connue.  Je  crois  qu'il  serait 
bon  d'appeler  l'attention  sur  une  théorie  d'un  si  haut 
intérêt,  et,  pour  cela,  il  pourrait  être  utile  de  proposer, 
danc  les  Nouvelles  Annales,  la  question  qui  a  été  le  su- 
jet des  réflexions  de  Gauss.  Je  la  proposerais  dans  les 
termes  suivants  :' 

«  Sophie  Germain  a  voulu  démontrer  cette  propo- 
sition :  Si  l'un  des  facteurs  de  la  formule  y--\-nz- 
(n  étant  un  nombre  premier)  est  de  la  même  forme 
y2-}-nz2,  l'autre  appartient  aussi  nécessairement  à 
cette  forme.  Mais  la  démonstration  qui  s'applique  aux 
formes  indéfinies  ne  vaut  pas  pour  les  nombres  définis. 
A  l'égard  des  nombres  définis,  la  proposition  est  vraie 
si  le  facteur  qu'on  suppose  de  la  forme  j2-\-  nz-  est  un 
nombre  premier,  mais  n'est  pas  généralement  vraie  si  ce 
facteur  est  un  nombre  composé.  Ainsi  l'on  peut  trouver 
trois  nombres  f,  g,  h  représentés  par  des  formes  quadra- 
tiques binaires  dont  le  déterminant  soit  —  »,  et  tels  que 
le  \no(\\ihfgh  des  trois  et  le  produit/^  des  deux  premiers 
soient  de  la  forme  y'2-\-nz-,  et,  au  contraire,  l'autre 
facteur  h  ne  soit  pas  de  cette  forme.  Gauss.    » 

Extrait    d'une    lettre    de    M.     H.     Brocard. 

M.  d'Ocagne  a  eu  raison  de  dire,  au  commencement 
de  son  Mémoire  sur  les  coordonnées  parallèles  et  axiales 
(t.  III,  [>.  4»  i),  que  la  courbe  (C)  qu'il  de\  ail  étudier  au 
n"  DÛ  (p.  55)  donnerait  lieu  sans  doute  à  de  nouvelles 
remarques.  Ce  n'esi  pas  la  première  lois,  en  eilet,  que 
cette  courbe  a  li\é  l'attention  des  géomètres. 


(  (45  ) 

Si  l'on  a  égard  au  mode  de  génération  mécanique 
signalé  (p.  55()),  la  courbe  (C)  répond  à  l'énoncé  delà 
question  1029  que  j'ai  proposée  (t.  X,  ie  série,  p.  240)  : 

Les  extrémités  A  et  B  d'une  longueur  constante 
a  =  AL5  se  meuvent  su?*  les  côtés  d'un  angle  droit  fixe 
AOB;  trouver  V enveloppe  de  la  perpendiculaire  AM  à 
A15;  calculer  la  position  des  points  de  rebroussement , 
et  mener  les  tangentes  en  ces  points. 

Dans  une  solution  très  élégante  (t.  XIII,  p.  4^9-4^°)» 
M.  A.  Pellissier  a  donné  l'équation  de  cette  courbe  qui, 
en  prenant  les  notations  du  n°  50,  devient 

(1)  [4a2—  3(>2-i-j2)]3=:  a2(8a2  —  9.r2-f-i872)2. 

Elle  admet  quatre  points  de  rebroussement,  à  l'inter- 
section du  cercle 

(2)  x* +-?*=?  a* 
avec  l'hyperbole  concentrique 

(3)  1872—  9^r2-f-  8«2=  o. 

En  ces  points,  dont  les  coordonnées  sont 

4  a  v/a  ,     ia 

(  4  )  x  =  ±  — y-  ,    y 


y/3  3  v/3 

les   tangentes    à   la   courbe   sont  aussi    les   tangentes   à 
l'hyperbole,    et   leur    coefficient    angulaire    est   égal    a 

■4-JL. 

Le  poijit  M  de  contact  de  la  tangente  TM  avec  la 
(tourbe  (C)  peut  s'obtenir  par  la  considération  du  centre 
instantané  de  rotation.  Il  n'y  a  qu'à  achever  le  rectangle 
OUÏT  et  à  projeter  la  somme  I  de  ce  rectangle  en  M  sur 
TM. 


(  >46) 

Cette  tangente  TM  a  pour  équation 


an- 


p  désignant  -~  C'est  donc  aussi  l'équation  différentielle 

de  la  courbe  (C).  On  en  conclut  que  le  lieu  des  points 
D  ou  la  podaire  de  l'origine  a  pour  équation 

p  =  a  cos2co. 

Cette  podaire  se  compose  de  deux  ovales. 

M.  Bourguet  a  montré  (t.  XIII,  ae  série,  p.  446)  que 
la  courbe  (C)  est  une  développante  de  l'hypocycloïde 
à  quatre  rebroussements,  enveloppe  d'une  droite  de  lon- 
gueur ia  dont  les  extrémités  glissent  sur  Ox  et  Oy. 

Enfin  M.  Haton  de  la  Goupillière  a  complété  cette 
remarque  par  une  intéressante  bibliographie  de  cette 
hypocycloïde,  nommée  aussi  cubo-cj  cloïde  par  M.  Mon- 
tucci  (  t.  XIII,  2e  série,  p.  534-537,  et  t.  XIX,  p.  94-96). 
Les  propriétés  signalées  par  M.  d'Ocagne  (p.  56o)  pour 
la  quadrature  et  la  rectilieation  de  la  courbe  (C)  se  rat- 
tachent naturellement  à  ce  qui  précède. 

Ainsi  les  formules  (4)  vérifient  l'équation  de  l'hypo- 
cycloïde 

x'A  -hy:i  =  (àa)3. 

D'ailleurs,  l'article  de  M.  d'Ocagne  renferme  les  prin- 
cipes de  tontes  ces  remarques. 

Désignons,  en  effet,  par  N,  JVles  points  où  la  normale 
l.M  rencontre  Or  et  O j  ,  et  achevons  le  rectangleON  V  P. 
Soient  (  i,  (  i'  les  projections  des  points  ()  el  V  sur  l.M,  T 
étant    le    milieu    de   ON,    et    I    le    milieu    de    NN'$    On    a 

].\  =-IN'=TO  =  ael  \V=:w/(p.  558). 

Ainsi  les  axes  Ox,  Oj  déterminent  sur  la  normale  en 

M  à  la  comité  (C)  un  segment  (le  longueur  constante  1  a. 
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L'enveloppe  des  normales  ou  la  développée  de  (G)  est 
donc  l' hypocycloïde  à  quatre  rebroussements ,  lieu  des 
projections  G'  du  point  P  sur  les  droites  constantes  NN'. 

En  d'autres  termes,  la  courbe  (G)  est  la  développante 
de  cette  hypocycloïde  qui  passe  par  l'origine. 

Les  géomètres  que  l'étude  de  cette  hypocycloïde  inté- 
resserait pourront  consulter  aussi  les  documents  sui- 
vants :  Nouvelles  Annales,  questions  616  (Boklen); 
1391  (Laguerre);  t.  J,  p.  176-178,  1862  (Delorme),  et 
p.  3i5-3i6  (Beltrami);  t.  XVII,  p.  321-323,  1878  (A. 
M.);  Atti  del  Ace.  Pont,  dei  Nuovi  Lincei,  t.  XXI, 
p.  6-39,  1877- 1878  (Azzarelli);  et  Nouvelle  Corres- 
pondance mathématique,  t.  IV,  p.  90-91  et  i4o-i4i5 
1878  (Sidler). 
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Théorie  du   Potentiel-,  par  M.  Emile  Mathieu.  In-4°; 
i885.  Prix  :  9fr.  Paris,  Gauthier-Villars. 

L'Ouvrage  que  je  viens  de  faire  paraître  forme  le  troisième 
Volume  du  Traité  de  Physique  mathématique  que  je  me  suis 
proposé  de  publier.  Les  deux  premiers  Volumes  sont  : 

I.  Cours  de  Physique  mathématique,  1873,  qui  renferme 
la  matière  des  leçons  que  j'ai  faites  dans  un  Cours  complémen- 
taire à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  en  1867-1868. 

II.  Théorie  de  la  Capillarité,  i883. 

Le  troisième  Volume  est  d'ailleurs  indépendant  des  deux 
précédents. 

Tous  les  théorèmes  exposés  dans  mon  nouvel  Ouvrage  ont  pris 
leur  origine  dans  la  Physique  mathématique;  mais  beaucoup 
ont  été  employés  ensuite  dans  différentes  recherches  de  Ma- 
thématiques pures  et  en  particulier  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  imaginaire. 
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Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  dire  quelques  mots  sur  les  pre- 
miers fondateurs  de  cette  théorie. 

Laplace  est  le  premier  qui  ait  considéré  le  potentiel;  c'est 
la  fonction  V  de  sa  Mécanique  céleste  (Ire  Partie,  Liv.  III). 
Poisson  ensuite,  dans  son  célèbre  Mémoire  de  1811  sur  la 
distribution  de  V électricité  à  la  surface  des  corps  conduc- 
teurs et  dans  d'autres  Mémoires  publiés  après,  a  montré  le 
grand  rùle  de  cette  fonction  dans  la   Physique  mathématique. 

Plus  tard,  Green  a  publié  sur  ce  sujet  (à  Notlingham,  1828) 
un  Mémoire  très  remarquable.  Il  semble  qu'on  n'y  ait  fait  au- 
cune attention  pendant  sa  vie,  dont  la  fin  arriva  eni84i.  Mais 
autant  on  fut  d'abord  injuste  envers  lui,  autant  on  exagéra 
ensuite  l'importance  de  son  travail,  en  lui  attribuant  ce  qui 
était  dû  à  Poisson  ou  à  d'autres  géomètres,  en  lui  attribuant 
même  des  résultats  qui  n'avaient  été  obtenus  que  plus  tard  par 
Gauss.  Le  travail  de  Green  est  d'ailleurs  entièrement  inspiré 
par  l'œuvre  de  Poisson. 

Gauss  a  publié  son  beau  Mémoire  sur  la  théorie  du  poten- 
tiel en  1840  {Œuvres  de  Gauss,  t.  V). 

Depuis  cette  époque,  plusieurs  autres  géomètres  ont  travaillé 
à  cette  théorie. 

Dans  le  Livre  que  je  publie,  je  me  suis  proposé  d'exposer 
toutes  les  propriétés  connues  du  potentiel.  Il  s'y  trouve  aussi 
des  résultats  qui  m'appartiennent  et  que  j'avais  déjà  pré- 
sentés, pour  la  plupart,  dans  des  Mémoires  parus  dans  le 
Journal  de  Mathématiques . 

Dans  le  premier  Chapitre,  intitulé  Propriétés  générales  du 
potentiel,  je  n'expose  que  des  théorèmes  connus,  en  général, 
depuis  assez  longtemps. 

Le  Chapitre  II  a  pour  titre  :  Potentiel  de  couches  de  ma- 
tière distribuées  sur  des  surfaces.  Les  propriétés  du  poten- 
tiel de  ces  couches  sont  très  utiles  à  étudier  pour  l'Electrosta- 
tique, puisque  l'électricité  se  porte,  connut'  on  sait,  à  la 
surface  des  corps  conducteurs.  J'examine,  à  l'occasion  de  la 
formule  de  la  densité  d'une  couche,  l'influence  des  courbures 
principales  de  la  surface  sur  laquelle  est  placée  la  couche,  -1 
l'on  ne  néglige  pas  des  termes  qui  sont  de  l'ordre  de  la  densité 
de  la  couche  multipliée  par  la  racine  carrée  de  son  épaisseur. 
Notons  aussi  l'examen  de  conditions,  d'après  Lesquelles  une 
fonction  de  ./ .  i  .  3  peul  être  représentée  par  le  potentiel  de 
couches  de  matière  distribuées  mu  des  surfaces, 
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Dans  le  Chapitre  III,  j'étudie  des  fondions  qui  jouissent  de 
propriétés  analogues  à  celles  du  potentiel  et  qu'on  rencontre 
aussi  en  Physique  mathématique. 

i°  Le  potentiel  logarithmique  satisfait  à  la  même  équation 
aux  dérivées  partielles  que  le  potentiel  ordinaire,  avec  cette 
simplification,  que  la  fonction  ne  dépend  que  des  coordonnées 
./ ,  y  d'un  point  et  non  de  la  troisième  z.  Néanmoins  la  forme 
de  la  fonction  se  trouve  changée. 

2°  Le  potentiel  calorifique  se  rencontre  dans  les  questions 
de  mouvement  de  température  des  corps.  Au  point  de  vue 
analytique,  il  est  une  généralisation  du  potentiel  ordinaire. 

3°  Le  second  potentiel  est  ainsi  appelé  par  rapport  au  po- 
tentiel ordinaire,  que  je  désigne  alors  sous  le  nom  de  premier 
potentiel.  Pour  déduire  son  expression  de  celle  du  premier 
potentiel,  il  suffit  de  changer,  dans  cette  dernière,  l'inverse  de 
la  distance  du  point  variable  à  chaque  point  de  la  masse  en 
cette  distance  même.  Ce  potentiel  est  utile  à  considérer  dans 
la  théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides. 

Le  Chapitre  IV  a  pour  titre  :  Comparaison  de  la  théorie 
du  potentiel  avec  celle  de  la  chaleur.  J'entre  dans  différentes 
considérations  sur  les  surfaces  isothermes  ou  de  niveau.  J'étudie 
la  nature  des  lignes  nodales  d'une  membrane  homogène  et 
partout  également  tendue  et  aussi  les  propriétés  du  potentiel 
relatif  aux.  corps  cristallisés.  Je  signalerai  encore  une  digres- 
sion sur  la  dilférentiation  par  rapport  à  des  arcs.  Fort  souvent, 
on  a  un  très  grand  avantage  à  substituer  à  la  méthode  des 
coordonnées  curvilignes  de  Lamé  la  méthode  de  la  différen- 
tiation  par  rapport  à  des  arcs,  au  moins  pour  faire  les  calculs 
qui  doivent  conduire  aux  formules  cherchées.  Ces  dérivations 
exigent  l'explication  de  quelques  principes;  car  on  ne  peut 
plus  intervertir  sur  une  même  fonction  l'ordre  de  deux  diflfé- 
rentiations,  sans  changer  la  valeur  du  résultat.  Je  prouve 
l'utilité  de  cette  méthode  de  calcul  par  des  exemples. 

Le  Chapitre  V  a  enfin  pour  objet  :  V attraction  de  diffé- 
rents corps  dérivés  des  surfaces  du  second  ordre.  J'y  calcule 
h'  potentiel  d'un  ellipsoïde  :  i°  lorsqu'il  est  homogène;  i°  lors- 
qu'il est  composé  de  couches  homogènes  homothétiques; 
3°  lorsqu'il  est  formé  de  couches  homogènes  et  homofocales. 
J'y  détermine  aussi  le  potentiel  d'une  ellipse  recouverte  d'une 
couche  mince   de   matière  et   celui  d'un  cylindre    elliptique  «le 
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longueur    finie.    Enfin  j'examine   quelques    questions    relatives 

aux  lignes  de  force. 

E.  Mathieu. 


QlESTI0\S. 


lo2o.  On  donne  les  deux  demi-diamètres  conjugues 
OA,  OB  d'une  ellipse.  Du  point  B  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire sur  OA,  et  l'on  porte  sur  cette  droite  les 
segments  BC  et  BD  égaux  à  OA.  La  circonférence  COD 
rencontre  aux  points  P,  Q  la  parallèle  menée  du  point  B 
a  OA. 

On  sait  que  OP,  OQ  donnent  les  directions  des  axes 
de  l'ellipse^  on  demande  de  démontrer  que  les  projec- 
tions de  OP  et  de  OQ  sur  OC  (ou  sur  OD)  sont  égales 
aux  demi-axes  de  l'ellipse.  (Mamkhkim.) 

1526.  Considérons  un  parallélogramme  ABCD  dans 
un  plan,  et  une  droite  quelconque  MM'  de  ce  plan.  Il 
existe  deux  coniques  circonscrites  au  parallélogramme 
et  tangentes  à  la  droite  MM'.  Soit  O  le  milieu  du  seg- 
ment déterminé  sur  cette  droite  par  les  deux  points  de 
contact.  Il  existe  en  outre  une  conique  inscrite  dans  le 
parallélogramme  et  tangente  à  la  droite  MM'.  Soit  O'  son 
point  de  contact  avec  cette  droite.  Les  points  O  et  O' 
coïncident . 

(  II.  Ajmdoyer.) 

1-627.  Soient  A,  B,  Gj  •  •  •  des  nombres  dont  le  pre- 
mier cliitlre  à  gain  lie  n'est  jamais  zéro;  •/,  A,  <\  ...  ces 
UOmbrea  lus  de  droite  à  gain  lie. 

J'appelle  nombre  sj  méUiiqùe  Un  nombre  tel  que  deu\ 
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chiffres    à   égale    distance    des    extrêmes    soient   égaux. 
Exemples:  ia2i,  12421. 

J'appelle  pseudo-symétrique d'écJielle p  un  nombre  tel 
que  la  somme  de  deux  chiffres,  à  égale  distance  des  ex- 
trêmes, soit/;  ou  zéro  $  s'il  y  a  un  nombre  impair  de  chiffres 
dans  ce  nombre  et  que  p  soit  impair,  le  chiffre  du  milieu 
doit  toujours  être  zéro}  si  p  est  pair,  le  chiffre  du  milieu 

peut  être  soit  zéro,  soit^--  Exemples  :  6o35o2,  6o3o5o2, 

6o345o2  sont  pseudo-symétriques  d'échelle  8. 

Cela  posé  : 

i°  Si  A  a  n  chiffres,  trouver  combien  de  valeurs  difle- 
rentes  peut  prendre  la  somme  A  -f-  a  quand  A  varie  de 
xn~K  à  xn,  x  étant  la  base  du  système  de  numération  ; 

20  Si  l'on  aA+a  =  B  +  è,  A  ayant  n  chiffres,  B  en 
ayant  n  -f-  1  et  étant  tel  que  la  somme  de  deux  chiffres 
à  égale  distance  des  extrêmes  soit  plus  petite  que  x,  le 
nombre  A  +  a  =  A  -f-  b  sera  symétrique,  et  A  sera 
pseudo-symétrique  d'échelle  x  -\-  1 . 

Exemple  :  on  a  [x  =  10) 

N  A  +  a 

121  non  121  =8607004053    -+-  3504007068, 

B  +  6 
=  10011000120  -+-  02100011001. 

(E.   Lemoijne.) 

1528.  Soient  PA,  PB,  PC  les  trois  normales  menées 
d'un  point  P  à  une  parabole  donnée  5  on  considère  les 
centres  O,  O',  O",  O'"  des  quatre  cercles  tangents  aux 
côtés  du  triangle  ABC. 

i°  Si  le  point  P  est  sur  la  directrice,  il  coïncide  avec 
l'un  des  points  O,  O',  O",  Ow.  Les  trois  autres  sont 
sur  la  parabole,  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
normaux  à  la  parabole  donnée. 
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i°  Par  les  points  O,  O',  G'7,  O'"  on  peut  faire  passer 
trois  hyperboles  équilatères,  telles  que  les  normales  à 
chacune  d'elles  en  ces  quatre  points  soient  concourantes. 
Les  trois  points  de  concours  QM  Q2,  Q3  sont  sur  un 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC 
et  de  rayon  triple,  et  sur  les  rayons  de  ce  cercle  qui 
passent  par  les  centres  des  hyperboles  correspondantes. 
Pour  quelles  positions  du  point  P  les  trois  hyperboles 
sont-elles  réelles  ?  L'une  de  ces  hyperboles  a  son  centre 
sur  l'axe  de  la  parabole.  Si  le  point  Q  correspondant  est 
sur  cette  parabole,  l'hyperbole  correspondante  passe  par 
le  point  P. 

3°  En  général,  quel  est  le  lieu  du  point  P  tel  que  l'une 
des  hyperboles  précédentes  passe  par  ce  point?  Quel  est 
le  lieu  du  point  de  concours  Q,  du  centre  de  l'hyper- 
bole, des  points  O,  O',  O",  O'"? 

4°  Quel  est  le  lieu  des  points  QM  Q2,  Q3,  si  le 
point  P  décrit  une  droite  donnée  ? 

(J.  Hadamard.) 

io*29.  Trois  droites,  issues  des  trois  sommets  d  un 
triangle,  déterminent,  sur  les  cotés  opposés,  six  seg- 
ments tels  que  la  différence  entre  le  produit  de  trois 
segments  non  consécutifs  et  le  produit  des  trois  autres 

est     , . ,'    (  —  )  Inui.  Dans  cette  expression,  A,  a,   Z>,    c 

(tue  y  a  / 

désignent  Taire  et  les  côtés  du  triangle  donne;  V.  u' . 
b\c'  l'aire  et  les  cotés  du  triangle  formé  par  les  trois 
droites;  /,  //z,  n  les  segments  de  ces  droites  compris  entre 
les  sommets  et  les  cotés  du  premier  triangle. 

(  E.  Ces  au  o.) 
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SIR  LA  CONSTRUCTION  DES  COURBES  DONT  L'ÉQUATION 
EST  DONNÉE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES 

[scite  ('  )]; 
Par  M.  Gh.  BIEHLER. 


6.   JNous   supposerons  d'abord  que  l'équation    de   la 
courbe  soit  donnée  sous  la  forme 


p  =  F(w)     ou     a  =  /(&>), 


en  posant  -  =  u, 


F(>) 


/(«. 


Soient  a)  =  a,  u  =  a  les  coordonnées  d'un  point  ;  nous 
allons  chercher  la  forme  de  la  courbe  autour  de  ce  point. 
L'équation  de  la  tangente  au  point  u>  —  a,  u  ==  a  de 
la  courbe  u  =  f(u>)  s'obtient,  comme  l'on  sait,  en  éga- 
lant à  zéro  le  déterminant 

u  coso)       sinto 

y(a)        cosa        sin  a 
y'(a)     —  sin  a     cosa 

ou  bien,  en  développant, 

u  =  /(a)  cos(w  —  a)  +jr"'(a)  sin(w  —  a). 
Le  rayon  vecteur  de  la  courbe  est  donné  par 

La  différence  entre  les  valeurs  de  u  qui  se  rapportent  à 


(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  III;  1884. 
Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Avril  1  8 S 5 . )  I  I 
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la  courbe  et  «à  la  droite  est  donc  donnée  par  l'expression 

<ï>(to)  =f(u))  —/(a)  cos(w  —  a)  —  /'(a)sin(w  —  a). 

C'est  le  signe  de  la  fonction  <ï>(w)  pour  des  valeurs  de  co 
voisines  de  a  qui  donne  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voi- 
sinage du  point  de  contact.  Or  <Ê(co)  s'annule  pour 
m  =z  a  ;  sa  dérivée 

*'((o)  =/'(»  H- /(a)  sin(u>  -  a)  —/'(a)  cos(u)  -  a) 

s'annule  également  pour  to  =  a;  mais  la  dérivée  seconde 

4>"(w)  =/"(  a>  )-+-/(  a  )cos(u>  —  a)  +/'(  a  )  sin(to)  —  a) 

devient  égale  hf"{o>)  -hf(a)  pour  <o  =  a. 

Supposons  que  <I>"(a)  =y7/(a)  -\-f(cr.)  soit  une  quan- 
tité différente  de  zéro,  et,  pour  fixer  les  idées,  suppo- 
sons-la positive  :  on  pourra  trouver  une  quantité  angu- 
laire e,  telle  qu'entre  a  —  £  et  a  -f-  £  la  fonction  4>"(a)) 
ait  le  signe  de  <ï>"(a)  et,  par  suite,  soit  positive;  la  dé- 
rivée ^'(w)  est  donc  croissante  dans  tout  l'intervalle  de 
a  —  £  à  a  -+-  £,  et,  comme  elle  s'annule  pour  to  =  a,  elle 
est  négative  quand  03  varie  de  a  —  £  à  a  et  positive  de  a 
à  a  4- s;  la  fonction  3>(to)  est  donc  décroissante  entre 
a —  £  et  a  et  croissante  entre  a  et  a  +  e,  et,  comme 
elle  s'annule  pour  to  =  a,  elle  est  positive  de  a  —  £  à  a 
et  de  a  a  a  +  e.  La  courbe  se  trouve  donc  tout  entière 
d'un  même  coté  de  sa  tangente  dans  le  voisinage  du  point 
de  contact;  et,  dans  l'hypothèse  faite,  le  rayon  vecteur 
de  la  tangente  l'emporte  sur  celui  de  la  courbe  ;  par  suite, 
la  courbe  est  concave  vers  le  pôle. 

On  arriverait  à  la  conclusion  inverse;  si  l'on  supposait 

A«)+/(«)<o, 

c'est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  la  courbe  sérail  convexe 
\  ers  le  pôle. 


(  '55  ) 
7.  Supposons  maintenant 

/"(*)+/(  *)  =  o, 

et  calculons  la  valeur  de  <ï>w(a). 
Or 

*'"(a>)  =/"(a>)—  /(a)sin(w  —  a)  H-/'(a)  côs(w  —  a), 

par  suite, 

*"(■)  =/*(«) -+-/'(«). 

Supposons  cette  quantité  différente  de  zéro,  positive 
par  exemple.  Dans  ce  cas,  on  pourra  trouver  une  quan- 
tité angulaire  e,  telle  qu'entre  a —  £  et  a -H  e  la  fonc- 
tion O'^to)  conserve  le  même  signe  et,  par  suite,  soit 
positive.  <ï>/7(a))  est,  dans  ce  cas,  croissante  entre  a  —  e 
et  a  -f-  e,  et,  comme  elle  s'annule  pour  w  =  a,  elle  est 
négative  entre  a  —  s  et  a  et  positive  entre  a  et  a  -f-  £  ;  la 
fonction  <&'(w)  est  donc  décroissante  entre  a  —  s  et  a  et 
croissante  entre  a  et  a  H-  s,  et,  comme  elle  s'annule  pour 
a>  =  a,  elle  est  positive  dans  tout  l'intervalle  de  a  —  e  à 
a-f-e;  par  suite,  <ï>((o)  est  croissante  dans  tout  cet  in- 
tervalle, et,  comme  elle  s'annule  pour  w  =  a,  elle  est 
négative  entre  a  —  £  et  a  et  positive  entre  a  et  a  -f-  e.  La 
courbe  est  donc  convexe  vers  le  pôle  entre  a  —  £  et  a  et 
concave  entre  aeta+£.  Le  point  w  =  a,  u  =  a  est  un 
point  d'inflexion. 

La  discussion  précédente  fait  donc  voir  que  les  points 
d'inflexion  d'une  courbe  sont  donnés  par  l'équation 

/(u>)-+-/ff(<o)  =  o 
ou 


p     \p/ 


Elle  montre,  de  plus,  que,  si  la  première  des  dérivées  de 
la  fonction  <ï>(co)  qui  ne  s'annule  pas  est  d'ordre  pair 
2  a,  la  courbe  est  convexe  vers  le  pôle  autour  du  point 
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co  =  a,  u  =  a,  si  <ï>(2:jJ(a)  <^o,  et  concave  si  <I>W(a)>o. 
Si  la  première  des  dérivées  de  la  fonction  O(w)  qui  ne 
s'annule  pas  pour  to  =  a  est  d'ordre  impair  2  [i.  4-  i ,  le 
point  considéré  est  un  point  d'inflexion,  et  il  sera  tou- 
jours possible  de  préciser  la  forme  de  la  courbe  autour 
de  ce  point  d'après  le  signe  de  <t>(2|i.+<}  (a)# 

Nous  avons  supposé  que  l'équation  de  la  courbe  est 
donnée  sous  la  forme 

Si  l'équation  de  la  courbe  était  F  (m,  w)  =0  non  résolue 
par  rapport  à  M,  il  est  possible  de  déterminer,  d'après  ce 
qui  précède,  la  forme  de  la  courbe  en  un  point  u  =  a, 
to  =  a;  car  les  quantités  ./'(a),  /""(a),  ...,  /^(a), 
y2(j.+  i  ^a)  qUî  interviennent  dans  la  discussion  précé- 
dente peuvent  être  tirées  de  l'équation  de  la  courbe  ;  ce 
sont  les  quantités  u',  ii\  .  .  .  qui  sont  fournies  par  les 

égalités 

Fw  -+■  u'¥'u=  o, 

i,)!+2«  r  w« ■+-  m  2  FMs -+-  u  r u  =  o, 


Toutefois  ce  procédé  n'est  plus  applicable  quand  F,',  =  0. 

Supposons  l'équation  F ( u,  w)  =  o  algébrique  et  de 
degré  m  en  «,  et  proposons-nous  de  construire,  dans  le 
cas  précédent,  cette  courbe  autour  du  point  u  =  a, 
io  =  a. 

Posons,  pour  cela, 

u  =  a  -f-  V,     u>  =  a  H-  s. 

L'équation  de  la  courbe  d<\  iendra 

/  o  =  z  F»(«,«)      \  Fil  a,  a  l 

|  n l"'(.>  VFÏm(a,  a)-h  ïi.  ... 
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ou  bien 

(2)  0=  *(<%,  s) -h  V*!(a,  e)+...+  V,„  *,„(  a,  s). 

Si  F^fl,  a)  =  o  et  F^(«,a)^o,  les  deux  fonctions 
<P(at  e),  $i(rt,e)  sont  divisibles  par  s,  et,  par  suite, 
quand  £  tend  vers  zéro,  deux  des  racines  de  l'équation  (2) 
tendront  vers  zéro. 

En  désignant  par  V<    et  V2  ces    deux    racines,    par 
V3,  .  .  . ,  Vm  les  autres,  on  a 

J_  __  ^îK  s) 

1  *,(a,  s) 


ou  bien 


1 

I 

v; 

1 

V 

V 

iV2 

I 

v; 

+ 

I 

v2 

Vm-iVm         #(a,  s) 

[F"Mu(a.  et)  c  1 

Lrt0(a,  a)  J 

1  1  [~F'iî(a,  a)  1 

Vi  V2         £  LFa)(a,  a;  J 

S»  est  la  somme  des  quantités  ~ — h-  — h  t^-j  et  S2  la 

V  3  V  m 

somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes  quantités, 
o(a,  e)  et  ^(a,  e)  sont  des  fonctions  qui  renferment  £  en 
facteur. 

De  ces  formules  on  tire  la  suivante  : 

0(a,  e)  renfermant  e  en  facteur. 

Les  racines  V1  et  V2  ne  sont  donc  réelles  qu'autant 
que  e  est  de  signe  contraire  à 

F„«(q,  a)t 

par  suite,  si  F^(a,  a)  est  différent  de  zéro,  la  courbe  se 
trouve  tout  entière  d'un  même  côté  du  rayon  OA  mené 
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sous  l'angle  a,  et  le  signe  de  la  fonction 

F"tti(a,  a) 
FÎo(a,  a) 

indique  de  quel  côté  se  trouve  la  courbe.  La  formule  qui 

nous  donne  la  somme  ^- — f-  ^r  nous   montre   que   cette 

Vi  V2 

somme  est  finie;  par  suite,  comme  \7,  et  V2  tendent  vers 
zéro,  ils  sont  de  signes  contraires. 

Si 

b„°-( a,  a) 

— j >  o, 

Fw(a,  a) 

la  courbe  a  la  forme  représentée  (fig.  9). 

On  obtient  une  brandie  MAJVT  tangente  à  OA  et  non 


une  branche  analogue  à  NAN',  car,  dans  le  triangle  PAM 

AP 
obtenu  en  prenant  OP  =  OA,  le  rapport  rj-ry  a  pour  li- 
mite zéro  quand  £  tend  lui-même  vers  zéro. 

Si  FJ,,(a,  a)  est  nul  en  même  temps  que  F^(a,  a),  le 
point  a  =  a,  w  =  a  est  un  point  double. 

Dans  ce  cas,  1  équation 

Ko      -   U'¥'u=z  o 

devient  une  identité  pour  u  =  a}  ct>  =  a;   mais  la  sui- 
\ aiiic  à  >.i\ oir 

Il  - 
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donne,  dans  ce  cas,  les  valeurs  de  u'  au  nombre  de  2. 
L'équation  suivante 

donne  la  valeur  de  u"  correspondant  à  chaque  valeur 
de  u'. 

La  méthode  indiquée  pour  traiter  le  cas  où 

F'u(a,  a)  =  o 

peut  s'appliquer  à  la  discussion  générale.  Mais  nous  ne 
l'exposerons  pas  ici,  et  nous  allons  passer  à  la  construc- 
tion de  la  courbe  autour  de  ses  points  à  l'infini. 

{A  suivre.  ) 


ÉTUDE  SUR  UN  THÉORÈME  DAREL  RELATIF  AUX  SERIES 
ET  SUR  UN  DÉVELOPPEMENT  EN  SÉRIE  SOUVENT  UTILE  EN 
ASTRONOMIE; 

Par  M.  A.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Considérons  une  série,  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances positives  et  entières  d'une  variable  z,  et  conver- 
gente tant  que  le  module  de  z  reste  inférieur  à  un 
nombre  R.  Abel  a  montré  que  si,  pour  une  valeur 
Z^Re**"  de  z,  la  série  est  encore  convergente,  sa 
somme  A  est  la  limite  vers  laquelle  tend  la  sommé  de 
la  série  quand  on  donne  à  z  une  suite  de  valeurs  dont 
les  arguments  sont  tous  égaux  à  w,  tandis  que  leurs 
modules,  inférieurs  à  R,  tendent  vers  cette  limite. 
Dans  le  tome  V  de  son  Journal,  Liouville  expose  une 
démonstration  du  théorème  d'Abel,  due  à  Dirichlet, 
mais  qui  présente,  au  moins  dans  la  forme,  une  imper- 
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fection  analogue  à  celle  qu'on  reprochait  aux  anciennes 

démonstrations  relatives  à  la  limite  de  (  i  -I )      :  on  v 

\  m  J  J 

considère  un  nombre  qu'on  prend  d'abord  fini,  puis  on 
le  fait  croître  indéfiniment,  ce  qui  ôte  toute  netteté  au 
raisonnement;  une  simple  modification  de  l'analyse 
de  Diriclilet  nous  fournira  une  démonstration  élémen- 
taire et  tout  à  fait  rigoureuse  du  théorème  d'Abel. 

D'un  autre  côté,  quelques  géomètres,  parmi  lesquels 
on  pourrait  citer  un  de  nos  maîtres  les  plus  savants,  se 
sont  demandé  si  l'on  ne  peut  pas  regarder  comme  évi- 
dent, ou  du  moins  démontrer  en  quelques  mots,  le  théo- 
rème d'Abel  ou  même  un  théorème  plus  général  com- 
prenant celui  d'Abel,  et  qu'on  pourrait  énoncer  ainsi  . 

Quand  une  série,  dont  tous  les  ternies  sont  des  folio- 
tions continues  d  une  variable  réelle  .r,  est  convergente 
tant  que  x  ne  dépasse  pas  un  nombre  X,  sa  somme 
varie  d' une  manière  continue  avec  x,  même  quand  x 
atteint  la  limite  X. 

Un  exemple  nous  prouvera  que  cette  proposition 
n'est  pas  vraie;  donc  la  démonstration  intuitive  à 
laquelle;  j'ai  fait  allusion  est  insuffisante  et  l'on  ne 
pouvait  apporter  trop  de  soin  à  bien  établir  le  théorème 
d'Abel-,  mais,  de  plus,  j'explique  la  discontinuité  de  la 
série  que  je  considère,  et  ce  n'est  pas  sans  jeter  quelque 
jour  sur  nue  des  propriétés  les  plus  singulières  des 
séries. 

L'application  du  théorème  d'Abel  à  des  séries  conve- 
nablement choisies  donne  des  identités  plus  ou  moins 
remarquables;  je  prendrai  comme  exemple  le  dé velop- 
pemenl  en  série,  entière  par  rapport  à  r.  de  la  valeur 
de  0  (pli  esl  définie  par  l'équation 
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et  qui  se  réduit  à  m  pour  z  =  o.  Cet  exemple  est  choisi, 
moins  en  vue  de  l'égalité  fournie  par  le  théorème 
d'Abel,  que  parce  qu'il  me  donnera  l'occasion  de  cal- 
culer explicitement  les  coefficients  de  la  série  par  une 
méthode  avantageuse;  la  formule  que  nous  obtiendrons, 
moins  simple  et  moins  étudiée  qu'une  formule  analogue 
de  Delambre,  est  au  moins  aussi  utile  en  Analyse  et  en 
Astronomie. 

Commençons  par    démontrer    le    théorème    d'Abel. 
Soit 

U0  ■+-  UiZ  -f-  U-2  z2-\- .  .  .-h  upzP  -+- .  .  . 

la  série  considérée:  nous  supposons  que,  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  dont  le  module  est  inférieur  à  R,  elle  a  une 
somme  S,  et  pour  z  :=  Z  une  somme  A.  Si  l'on  pose 
upZP—  vp^  on  a 

(i)  A  =  p04-  Pi-+-  t>2-J-...-t-Pp-l-. .  •• 

Pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module  est  <^  R,  mais 
dont  l'argument  est  le  même  que  celni  de  Z,  on  aura 
z  =  àZ,  \  étant  un  nombre  réel  compris  entre  o  et  i , 
et  la  somme  de  la  série  pourra  s'écrire 

S  =  Vq  -+-  Pi  X  H-  V2  X2  -f-  .  .  .  -+-  Vp  \p  -f- 

Pour  établir  le  théorème  d'Abel,  il  suffit  évidemment 
de  prouver  que,,  si  l'on  prend  i  —  \  suffisamment  petit, 
le  module  de  A —  S  sera  inférieur  à  un  nombre  donné 
quelconque  e.  Nous  y  parviendrons  en  transformant 
convenablement  l'expression  de  S. 

Je  désigne  par  A^,  la  somme  des  p  -f- 1  premiers 
termes  de  la  série  (i),  et  par  <xp  le  reste  correspondant, 
de  sorte  qu'on  a  A  =  A^  -+-  a^,  et 

vp=  Ap — A^-j,     v0  =  A0. 

Dans  S,  remplaçons  r0,  r,,  .  .  . ,  vm  par  les  valeurs  indi- 
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quées  ci-dessus,  et  appelons  pm  la   somme    de  tous    les 
ternies  qui  suivent  le   m-\-iieme  terme  de  la   série,    m 
étant  un  entier  que  je  laisse  provisoirement  arbitraire; 
on  aura 

S  =  A0n-(A1—  A0)À-h(A2—  A,)À2-h...-v(Am—  A/n+,)X'»-f-pm 
=  (i—  X)(  A0+  A,  X  -+-. .  .h-  AOT_1X'»^)  -+-  AmX»-h  pm. 

J'introduis  encore  un  autre  entier  /i,  que  j'assujettis 
d'abord  à  la  seule  condition  de  ne  pas  dépasser  m  ;  puis, 
dans  la  parenthèse  qui  multiplie  (i  — X.),  je  remplace  les 
coefficients  A^,  à  partir  de  A„  inclusivement,  par  leur 
valeur  A  —  olp  :  il  vient 

S=(i—  X)(A0+  A1À+...-f.V1/^-') 
H-(i—  X)A(X»-j-  X«+i  +  . . .-+-  À'»-i  ) 
—  (i  —  X)(a„X»+ . . .—  otm.  !  X«-i  )  ■+■  Am  X«-H  pOT  ; 

le  deuxième  terme  du  second  membre  se  réduit  à 

A  X"  —  A  X'»  =  AX"  —  (  km  -h  oem )  X™  ; 

les  termes  AmX/w  et  —  AmXm  se  détruisent,  et  si  de  A  on 
retranche  la  valeur  obtenue  pour  S,  il  vient 

\  A-S  =  A(t-X»)— (i—  X)(A0-+-A1X-+-...h-A/^1X»-i) 
(2)      |  -(i-  X)(awX»+...-+-am_1X'»-i)-+-  aTOX«—  pm. 

Le  module  de  A  —  S  est  inférieur  à  la  somme  des 
modules  des  cinq  termes  qui  forment  le  second  membre 
de  l'écjuation  précédente;  cherchons  des  limites  supé- 
rieures de  ces  modules.  Soit  B  le  plus  grand  des  modules 
de  A,  A0,  A|,  A2,  •  •  •  '-,  comme  on  a 

i_X»=(i  —  X)(i-h  X  +  X»-K..-hX»-i)  <  *(i— X), 

le  module  du  premier  terme  du  second  membre  de  (a) 
est<//B(i  — ^);  le  module  du  terme  suivant  est  évi- 
demment inférieur  à  la  même  liniile;  ensuite,  si  (3  est  le 
plus  grand  parmi  les  modules  de  a/n  a//+1,  ....  le  mo- 
dule  du  troisième  terme   que  nous   avons   à  considérer 
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sera  inférieur  à 

(!_X)p(X»+  X"+i  +  .  ..-+■  XOT-i)  =  pX«  —  pX^<  (3  —  (3X'«; 

le  module  du  quatrième  terme  est  <^  fi\m,  et  en  ajoutant 
au  module  du  cinquième  terme  les  limites  supérieures 
que  nous  venons  d'obtenir  pour  les  modules  des  quatre 
premiers  termes,  on  trouve 

(3)  mod(A  —  S)<  2«B(i-  X)  +  (3 -t-  modpm. 

Cela  posé,  déterminons  n  de  telle  sorte  que  les  mo- 
dules de  a„,  a„+1,  .  .  . ,  et  par  suite  [j,  soient  inférieurs 
à  je,  ce  qui  est  possible  puisque  la  série  (i)  est  conver- 
gente ;  on  peut  aussi  déterminer  m  de  telle  sorte  que 
mod  pw<^  j£,  quel  que  soit  A  entre  oet  i;m  sera  peut- 
être  beaucoup  plus  grand  que  «,  mais  il  sera  fini, 
comme  £  ;  enfin  prenons  ),  assez  voisin  de  l'unité  pour 
que  /iB(i  —  \)  soit  <^4£-  L'inégalité  (3)  montre  que, 
pour  toutes  les  valeurs  de  \  qui  satisfont  à  cette  condi- 
tion, le  module  de  A  —  S  sera  moindre  que  s,  ce  qui, 
comme  je  l'ai  dit,  démontre  en  toute  rigueur  le  théo- 
rème d'Abel  sans  que  nous  ayons  eu  une  seule  fois  à 
parler  de  l'infini. 

Pour  être  nette  et  élémentaire,  la  démonstration  pré- 
cédente ne  laisse  pas  que  d'offrir  une  certaine  complica- 
tion, et  l'on  peut  se  demander  s'il  n'est  pas  possible 
d'établir  en  quelques  mots  soit  le  théorème  d'Abel,  soit 
le  théorème  plus  général  dont  j'ai  parlé.  Considérons 
une  série  dont  tous  les  termes  sont  des  fonctions  conti- 
nues d'une  variable  réelle  x,  et  qui  est  convergente 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  X0  et  X 
inclusivement-,  on  peut  croire  que,  pour  toutes  ces  va- 
leurs, la  somme  de  la  série  sera  une  fonction  continue 
de  x.   En  effet,   dira-t-on,  pour  toutes   ces  valeurs,    la 
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série  a  une  somme  déterminée  qui  dépend  en  général 
de  x.  Soient  F(x)  cette  somme,  ©(jc)  la  somme  des  n 
premiers  termesde  la  série,  ù(x)  le  reste  correspondant; 

on  aura 

FO)  =  o(x)^-<b(x). 

On  peut  prendre  n  assez  grand,  quoique  fini,  pour 
que  ù(x)  soit  inférieur  à  un  nombre  donné  e,  si  petit 
qu'il  soit;  alors  o(jc)>  étant  la  somme  d'un  nombre  li- 
mité de  fonctions  continues  de  x,  sera  lui-même  une 
fonction  continue  de  x,  et  il  en  sera  de  même  pour  F  (x), 
puisque  ty[x)  est,  si  l'on  veut,  négligeable. 

Pour  prouver  l'insuffisance  de  cette  démonstration,  il 
suffit  de  citer  un  cas  où  le  théorème  censé  démontré 
tombe  en  défaut.  Prenons  la  série  qui  a  pour  terme  gé- 
néral 

p  ""'  4p  —  3      kp  —  i      :ip  ' 

elle  est  obtenue  en  transposant  et  en  groupant  les 
termes  du  développement  bien  connu  de  L(i  -t-x)  sui- 
vant les  puissances  de  x  par  la  formule  de  Maclaurin,  et 
représente  la  même  fonction  tant  que  modo:  <CM  pour 
x  —  i ,  elle  devient 

ii  i  ii 

3        i  \n  —  3        4 n  —  l         in 

On  sait  que  cette  série  est  convergente  et  a  pour 
somme  ^L 2-,  ce  n'est  pas  la  valeur  de  L(i-hx)  pour 
,21  =  1,  et  la  série  considérée,  quoique  satisfaisant  aux 
conditions  du  théorème  que  je  discute,  est  discontinue 
pour  x  =  i .  Le  théorème  proposé  est  donc  faux,  et  le 
théorème  <l  \bel,  qui  en  est  un  cas  particulier,  ne  sau- 
rait être  presque  évident;  il  faut,  au  contraire,  pour 
l'établir,  examiner  les  choses  de  1res  près. 

Ce  n'est  pas  t«»ut  de  savoir  que  la  démonstration  criti- 
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quée  est  illusoire;  il  faut  en  trouver  le  défaut.  Considé- 
rons deux  valeurs  de  x,  a  et  a  —  A,  h  étant  une  très 
petite  quantité-,  pour  que  ty  (a)  et  <[*(  a  —  h)  soient  in- 
férieurs à  un  autre  nombre  très  petit  e,  il  faut  prendre 
pour  n  une  valeur  très  grande  qui  dépend  de  e,  a  et  h. 
Quand  x  varie  de  a  —  h  à  a,  eliacun  des  termes  de  ®(x) 
varie  d'une  quantité  très  petite,  en  général,  de  l'ordre 
de  h\  mais,  comme  ces  termes  sont"  très  nombreux,  il 
peut  arriver  que  leur  somme  ®(x)  varie  d'une  quantité 
finie  ou  même  très  grande;  ¥  (a  —  h)  ne  sera  pas  très 
voisine  de  F(«),  et  la  série  sera  discontinue  dans  le 
voisinage  de  x  ='  a. 

Dans  l'exemple  cité,  donnons  à  x  les  valeurs  i  et 
i  —  h;  pour  de  très  petites  valeurs  de  h,  (i  —  h)P  est 
sensiblement  égal  à  e~Ph,  et  la  valeur  de  up,  en  y  faisant 

x  =  i  —  /*,  diffère  peu  de  — [e~/,Ph —  e~2Ph)  ;  si  pli  a 
une  valeur  finie,    up  est  de    l'ordre    de  -  •   Pour    que 

^(i  —  h)  soit  très  petit,  il  ne  faut  pas  qu'il  contienne 
beaucoup  de  termes  de  cette  espèce,  ce  qui  exige  évi- 
demment que  nh  soit  très  grand;  on  s'assure  aisément 
que  dans  ce  cas  <j>(i)  est  aussi  très  petit.  Cela  posé,  on 
peut  écrire 

œ(i)  —  cp(i  —  h\—  ( k  = — ... ) 

\i        2        3  in) 

\_2 ('  — //)s  (i  — A)»»1 

L  i  —  h  2  i  n 

■+■     — i 1 1 — .  + ...  -h  — - 

y  in  H-  i         2  tu-  3  4  ^  —  M 

r(i  — /Q2,7+-i  ^         (, _A)v»-n 

L        2ft  +  I  î  //  —  I 

la  différence  des  deux  premières  parties,  qui  sont  des 
valeurs  très  approchées  de  La  et  L(s  —  /*),  est  très 
petite;  Ja  quatrième  partie,  inférieure  à  n  fois  son  pre- 


(  '<*  ) 

n 
ement  a 

-  e  2nh,  est  très  pe- 

niier  terme,  ou  sensibl< 

tite,  puisque  nh  est  très  grand;  reste  la  troisième  partie 
qui,  pour  de  grandes  valeurs  de  /i,  diffère  peu  de  |L2  : 
telle  est,  à  la  limite,  la  différence  entre  <p  (i)  et  cp(i —  h), 
ou  entre  F(i)  et  F(i  —  /i),  et  qui  s'accorde  avec  un  fait 
bien  connu. 

Je  vais  appliquer  le  théorème  d'Abel  à  la  série,  ordon- 
née suivant  les  puissances  positives  et  entières  de  z,  dans 
laquelle  on  peut  développer  la  valeur  de  B  qui  satisfait 
à  l'équation  cosB  =  cosep  -+-  z,  et  qui  se  réduit  à  cp  pour 
z  =  o.  Le  théorème  de  Cauchy  montre  que  ce  dévelop- 
pement est  possible  quand  inodz  <C  i —  modeosep-,  dans 
ces  conditions,  je  développe  fi  par  la  formule  de  Maclau- 
rin,  et  comme  f)  =  arc  cos(cos<p-r-z),  en  posant  coscp  =  x, 
tout  revient  à  calculer  les  dérivées  successives  de  la 
fonction  arc  cosx,  que  je  désigne  par  t.  On  a  d'abord 

dt  —  i  cft  t  — 

le  moyen  qui  me  semble  le  plus  commode  pour  avoir  la 
valeur  explicite  de  toutes  les  dérivées  consiste  à  déduire 
des  deux  équations  précédentes  l'égalité 

«  x  d%  t  dt 

'  dr*-  <I.r 

Différentiant  n  fois  par  rapport  à  .r,  on  trouve 

d"  *-*  t  .      dn+x  t  .  d'<  t 


//■ 


vw  '  dxn+*      v  dxn+*  (/.'"' 

Si,  dans  celte  relation,  on  fait  successivement  //  égal  à 
i,  -a,  3,  .  .  .,  on  pourra  calculer  de  proche  en  proche  les 
dérivées  de  t\  on  trouvera  pour  la  />"n"  dérivée 

'/'•'  t  T* 


(5) 


(   '6?  ) 
T/j   étant  un  polynôme  de  degré  n  —  i  en  x;  on   verra 
même  aisément  que  T„  est  de  la  forme 

(6)     T»  =  (n  —  i)lxn-l-h  Ai;r*-3  +  ..  .-h  A^"-2^-1  + • 

En  vertu  de  la  formule  (5),  la  relation  (4)  peut  s'é- 


crire 


*-*'** 


)^[t.(i--^   "] 


»-+■!)» -4  LT»0—a?,)i    "J  — »2T„(i 


1 

n 


-(i.n-hi)x-^lTn(i  —x*y     }  —  n*Tn(i  —  x*y       =  o; 

effectuant  et  réduisant,  on  voit  que  Tn  satisfait  à  l'équa- 
tion différentielle 

(,-*2)S1+(2"-3)a;i&-("-',)2T"=0- 

Cette  équation,  devant  être  identiquement  vérifiée 
parle  polynôme  (6)  qui  représente  T„,  permet  de  dé- 
terminer A,,  A2,  . ..,  «à  l'aide  d'un  calcul  connu,  on 
trouve 

A^=  (2x4x6.. .2^ (/l~I)!' 

et  l'on  a  tout  ce  qu'il  faut  pour  développer  0  suivant  la 
série  de  Maclaurin 

/•  z  z*  /       „  i\       z* 

Q  =  CD : COS  CD  r— : COS2  CD 

I  '  cm  m  '    'i   sinom  \  > 


sincp  '2Sin3cp       \  '        2/  3  sin5cp 


I    COS""1  CD 


(n  —  i)(  n  —  9.) 
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COS"-3  CD 


(n  —  i).  .  .(/i  — 4) 


cos"-Scp-f 
2Z44  |  Ai  sin*"-^1  cp 


1  zn 

J  rt  sin2"-^1 


Quand  on  donne  à  z  une  des  valeurs  limites  indiquées 
par  le  théorème  de  Cauchy,  par  exemple  i  —  cos  ©,  en 

supposant   cp  compris  entre  o    et  -  >  on  ne  peut  savoir 

a  priori  si  la  série  (7)  sera  convergente \  mais,  dans  le 


(  >68  ) 

cas  que  je  considère,  le  terme  général   de    la   série  de- 
vient,  en  faisant  toujours   x  =  cos'-p, 

(i  —  coso)p   dPt 


P 


:      "  dxp' 


en  vertu  de  cette  formule,  je  puis,  dans  l'équation  (4), 
remplacer  les  dérivées  de  t  par  les  u  correspondants,  ce 
qui  donne 

(n  -h  i)(/i  H-  2)(i  -h  cos  y)un+z 

—  (n-\-  i)(2th-  1)11,1+1  cos 9  —  u-  un  (  \  —  cos  cp  )  =  o, 

d'où 

//„_.>    Un+i       2»-hI  «mh-1  />2(I  —  COS») 

(  I  -H  COS  Cû  ) COS  CD ; ■ — .   =  O. 

r/I*tt-M       W;i  Ai-f-2  '       Un  (7l+l)(n  +  2j 

Cette  relation  montre  sans  difficulté  que,  pour  n  in- 
fini,  liin  — —  =  i  :  on  ne  peut  encore  décider  si  la  série 
un  r 

considérée     est    convergente  5    on    pose   =1 


—  1 


on  désigne  par  a  la  limite  de  a  pour  n  infini,  et  si  dans  la 

dernière  relation   on  néglige   les   termes  très  petits  par 

,   1     .1 
rapport  a  -  ■>  il  reste 

(,    h  costfW  1—  ~\ 

—  (  1 COSC5  —  (I (  I   —  COS  S)  =  O. 

\  n         n  )         '        \         n  ) 


Après  des  réductions  considérables,  cette  relation 
donne  simplement  a  =  *,  ce  qui,  comme  onsait,  indique 
la  convergence  de  lasérie-,  celle-ci  représente,  d'après  le 
théorème  d'Abel,  ce  que  devient  0  pour  ~=i  —  coss, 
c'est-à-dire  zéro.  L'identité  obtenue  donne,  après  quel- 


(   «69  ) 
ques  réductions  faciles, 


I  coso 

Ç>  COt  -CD  r=  1  + 


2  '  4  C0S2  2  <p 

(n  — i)(n— a) 


-h     cos'*-1^  -f- 


x 


cos"-3 
a* 

i 


rea'*-1  cos2'i-2|çp 


pour  cp  =  ->  on  trouve  une  formule  connue 


iz  i  i.3  t  .3.5 

=  i 


a  *2.3        a. 4-5       2.4.6.7 

Mais  je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  ces  divers  ré- 
sultats. 


SUR  LES  POINTS  D'INFLEXION  DES  COURBES  DU  TROISIÈME 
ET  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par  M.  J.-B.  POMEY. 


1.  Je  suppose  qu'une  courbe  du  troisième  degré  ait 
un  point  d'inflexion.  En  prenant  ce  point  pour  ori- 
gine, l'équation  de  la  courbe  sera 

(1)  a?3-f-j^S  =  o, 

où  S  désigne  un  polynôme  du  second  degré. 

Les  équations  x3  =  o  etj>  S  =  o  sont  celles  de  deux 
courbes  du  troisième  degré,  et  la  courbe  proposée  passe 
par  leurs  points  d'intersection.  Cette  courbe  peut  être 
considérée  comme  la  limite  de  la  courbe 

x(x  —  <x)(x  —  a')  -1-jkS  =  o, 

lorsque  a  et  a'  tendent  vers  zéro.   Si  donc  l'axe  des  y 
coupe  S  en  deux  points  A  et  B,  la  conique  a  trois  points 

Ann.  de  Mathémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Avril  i885.)  12 


(  '7") 
communs  en  A,  ainsi  qu'en  B,  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré.  Elle  lui  est  osculatrice  en  A  et  en  B. 
Comme  cinq  points  déterminent  une  conique,  il  y  a 
donc  cette  relation  entre  les  courbures  aux  points  A  et 
B,  (jue  la  conique  tangente  en  A  et  osculatrice  en  B  est 
osculatrice  en  A.  La  forme  (1)  de  la  courbe  reste  la 
même,  S  variant  pourtant,  lorsque  l'axe  des  y  vient  à 
changer  de  direction.  Si  A  devient  un  deuxième  point 
d'iniiexion,  la  conique  osculatrice  en  A  doit  se  décom- 
poser en  deux  droites,  dont  l'une  est  la  tangente  en  A  ; 
donc  l'autre  droite  est  osculatrice  en  B,  c'est-«à-dire  que 
I)  est  lui  même  un  point  d'inflexion.  Donc  deux  points 
d'inflexion,  dont  l'un  est  réel,  déterminent  une  droite 
qui  passe;  par  un  troisième  point  d'iniiexion. 

2.  L'équation  K,  =j  3  Pj  -4-  xQs  =  o,  P,  étant  homo- 
gène et  du  premier  degré  en  x  et  y ,  Q3  homogène  et  du 
troisième  degré  en  x  et  j  ,  est  l'équation  dune  courbe 
du  quatrième  degré  ayant  un  point  d'inflexion  à  l'ori- 
gine. De  plus,  0:î  =  o  est  une  courbe  du  troisième  degré 
qui  a  sur  l'axe  des  x  trois  points  communs  avec  F-,  ~  o 
<mi  chacun  des  trois  points  où  Q3  =  o  coupe  1  ,  =  o.  Si 
deux  de  ces  points  sont  inflexionnels,  le  troisième  Test 
aussi.  Donc  : 

Théorème.  —  Si  une  droite  passe  par  trois  points 
d'inflexion  sur  une  courbe  du  quatrième  degré,  elle 
la  coune  encore  en  un  quatrième  point  d'inflexion. 


(  •?■  ) 


ÉVALUATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  LiNTÉGliALE 


f. 


sin  a  dx 


i    =/(*)? 


ix  cosa  -+-  x 
Pau  M.  N.  GOFFART. 


La  forme  du  dénominateur  conduit  naturellement  à 
considérer  un  triangle  OBC,  dans  lequel 

OG  =  i,     OB  =  ^r,     BOC  =  a, 

Fier.   i. 


et  ou,  en  conséquence, 

GB2  =  i  —  ix  cosa  -+-  x-. 

Soit    pris   BB'— rfx,    et   abaissons    la    perpendicu- 
laire Cil}  faisons 

HGB  -  <p, 
il  vient 

do  =  BGB'. 
En  outre, 

GH  =  sin  a  =  BG  sin  B, 

nR,        .     .     BG  BG  .    BG2 

BB  =:  sinae    .    „,  =  do  -^—-  —  do  -7—7- 
'  sinB'  !  sinB  '   GH 

La  différentielle  sous  le  signe  f  est  donc 

sin  acte  CII.BB' 


1  —  ix  cosa  4-  a:'2 


GB2 


=  do  =  BCB 


(   '72  ) 

L'intégrale  devant  être  prise  relativement  à  x  de 
—  i  à  -H»,  soit  OA  =  OA'=OC;  il  en  résulte  que 
l'intégrale  cherchée  est  la  somme  des  éléments  angu- 
laires BC13'  compris  entre  CA'  et  CA  :  c'est  donc  l'angle 
droit 

A'GA=  -. 

2 

La  seconde  figure  montre  que,  l'angle  a  étant  compris 
entre   it    et    2—,   les    accroissements    d'3    sont   négatifs  ; 

Fig.  2. 


A' 


/  0  \  H    g  B* 

-  -  i ' 1 — n — 


l'angle  BCB'  est  engendré  dans  le  sens  opposé  à  celui  de 
la  première  ligure,  en  sorte  que  l'intégrale  est,  dans  ce 


cas. 


(  iénéralement  donc  011a 


/(a)  '=  -     pour-    hit.  <  a  <  {m  -+- 1)7:, 
/(?.)  = pour     {m —  1)7:  <  a  <  1  n~  ; 


d'où  1  on  concl  11L  que  la  fonction  /(a)  est  périodique. 


(  '7^  ) 


SUR  LES  FONCTIONS  HOMOGÈNES  DE  DEUX  POLYNOMES  \ 
ET  Y,  PREMIERS  ENTRE  EUX  ET  DE  MÊME  DEGRÉ  EN  x\ 

Par  M.  L.  MIRMAN, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 


Soient  deux  polynômes  U  et  V  premiers  entre  eux, 
et  de  degré  /?/,  et  soit  une  fonction  homogène  et 
entière  de  U  et  V 

F(U,  V)=U/>-+-A1Up~iV  +  ...+  Ap.iUV^-t-ApV/»; 

les  racines  communes  aux  équations  U\7/ — VU'=  o 
(U',  V  eta/z*  /<?5  dérivées  de  XJ  et  V)  et  F(U,V).=  o 
sont  racines  multiples  de  cette  dernière. 

Réciproquement,  si  la  fonction  homogène  F(U,  V) 
n  a  pas  enXJ  et  V  de  facteur  multiple  («U  -+-  Z>V  )A,  les 
racines  multiples  de  V équation  F(U,  V)=o  sont 
racines  de  U\7/ —  VU—  o. 

En  effet,  la  dérivée  peut  s'écrire 

F,=pUP-i\J,-h...+Ak[(j>  —  k)XJP-*:-1U,Vfc 

-+-k\Jp-kY*:-lY']-+-...+-pApVP-iV'. 

Soit  a  une  racine  commune  à  F  =  oetàUV  —  VU,  =  o. 
Soient  u,  v,  uf.  v'  les  valeurs  des  polynômes  correspon- 
dants pour  cette  valeur  particulière  de  la  variable*,  u  et  v 
sont  différents  de  zéro,  car,  si  u  était  nul,  l'équation  F  =  o 
montre  que  v  devrait  l'être  aussi,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  U  et  V  sont  premiers  entre  eux. 

On  peut  donc  écrire 

—  -  -  -/ 
u        v 


(   '74  ) 
Remplaçons  a'  et  v'  par  Jours  valeurs  clans  Ja  dérivée  F'; 
nous  aurons 


F'  =  lp  m1 


on 


A/,[(p  —  k)  luP~kvk-k-  kluPkVk]-\-  ...-\-plv. 


F'^lpF, 


et,  comme  F  =  o,  on  a  aussi  F;=  o;  donc  cette  racine  a 
annule  la  dérivée  F' :  c'est  donc  une  racine  multiple 
de  F. 

Réciproquement,  soit  a  une  racine  multiple  de  F 5  je 
dis  que,  pour  cette  valeur,  on  a 


u 
u 


Posons 


Il  V 


je  vais  démontrer  que  h  est  nul. 

En  effet,  en  remplaçant,  dans  F',  u'  et  i/  par  ces   va- 
leurs, on  aura 

lpuP+Ai[(p  —  i)/«P-^+(/  +  A)«P-1f]+.» 

h-  A/,  [(/?  —  A- ) liiP~k vk -hk(l-ï-h)  uP~k vk]  -+-...-H (l-f- h )pvP  =  o, 

ou 

IpF  -+-  ^(AiMP-'e-f-  2A2i^-2P2-H...+  ^AjtaP-*^-h...-i-j9A/,f»P)=  o. 

Comme  F  est  nul,  il  suffit  de  démontrer  que  la  quantité 
entre  parenthèses  est  différente  de  zéro;  il  suffit  donc 
de  faire  voir  que  ce  polynôme  entier  en  o:, 

«1»  =  A,  l>  >  V  -h. .  .H-/tA*U*-*V*H-..  .-+-p\p\p, 

ne  peut  avoir  de  racine  commune  avec  le  polynôme  F. 

En  effet,  posons 

U 
\ 


(   '7'>  ) 

nous  pouvons  écrire 

F  =  \p ( pp -+-  \i p/>-i -f- . . . h-  AA p/»-* ■+-... -\-  A p  i , 

<l>  =  \p  (  Ai  pp~l  +  -2  A2  p/J-2  4- ...  H- £  A/,  p/>-*  +  ...-+-/>  Ap). 

Or,  supposons  que  F  et  $,  ou  ce  qui  revient  au  même, 
puisque  V  ne  peut  être  nul  dans  ces  conditions,  que  les 
quantités  entre  crochets  s'annulent  toutes  deux  pour 
x  ==  a,  c'est-à-dire  pour  p  =  p.  Désignons  ces  poly- 
nômes entiers  en  p  par/(p)  et  œ(p).  On  vérifiera  faci- 
lement que  l'on  a  identiquement 

>/(*>)=  p/'(p)-+-?(p); 

donc  cette  valeur  p  =  [3  annulerait  t/"'(p)  (*)  et  serait 
racine  multiple  de /'(p).  Si  donc  nous  supposons  que 
y(p)  n'a  pas  en  p  de  racine  multiple,  c'est-à-dire  que 
F(U,  V)  n'admet  pas  de  facteur  de  forme  [aXJ  -f-6V)A, 
F  et  $  ne  peuvent  avoir  eu  x  de  racine  commune; 
donc  // =  o,  et  la  racine  multiple  considérée  a  annule 

UV  —  VU'=0.  C.Q.F.D. 

Corollaire.  —  L'expression  U\  '  —  VU',  où  U  et  V 
sont  des  polynômes  de  degré  /7Z,  est  de  degré  1111 —  i\ 
donc,  si  la  fonction  homogène  F(U,  .V  )  satisfait  à  la  con- 
dition énoncée,  l'équation  F  (  U,  V  )  =  o,  de  degré  p  en  U 
et  V,  de  degré  mp  en  x,  ne  peut  avoir  en  x  plus  de 
2 (m  —  i)  racines  doubles,  quel  que  soit  p. 

jduire  corollaire.  —    L'expression 

UV'  —  vu' 

/F(U,V) 

[les  coefficients  de  U  et  V  étant  tels  que  F  ait  i  (m  —  i  ) 


(')  A  moins  que  £  —  o,  mais  alors  A   serait  nul,  el  Ton  mettrait  u 
rn  facteur  dans  le  coefficient  de  h. 


170  ) 

racines  doubles]  peut  s'écrire 


M //(*•) 


M  étant  une  constante,  etf(x)  un  polynôme  entier  en  x 
de  degré 

mp  —  4^+4    ou    m(p  —  4)-+- 4- 

Cette  proposition  est   une  généralisation  d'un  théo- 
rème de  Jacobi  qu'on  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si  Von  cojisidcre  l'expression 

UV'  —  VU' 

v/AU*h-  BUV3  -+-  GU2  V2  -+-  DUV3  +  EV4  ' 

et  quon  détermine  les  coefficients  de  U  et  V,  de  façon 
(tue  le  polynôme  sous  le  radical  ait  toutes  ses  racines 
doubles,  sauf  quatre,  l'expression  peut  s'écrire 


M  \/x'+  -+•  aa?3  -4-  [3  x2  -+-  y  x  -+-  ô 

Cas  particuliers  : 

i°  Toute  racine  double  de  all-h  £V  =  o  est  racine 
deUV'— VU'=o. 

20  Toute  racine  double  de  a\J'2-h  2,  b\]\7  -h  c\  -  =  o 
est  racine  de  tJ\7' — VU'  =  o  si  b- —  ac  est  ^o. 


QIELQIES  FORMLLES  GÉNÉRALES  RELATIVES  AUX  INTÉGRALES 
DÉFINIES  ET  INDÉFINIES; 

Pab  M.  L.-A.  MONY. 


J.   Considérons    une   fonction    /(//.,  r.  \\\  •••)    de    ;/ 
quantités  //.  t>,  *v,   .  .  .    qui   varient  simultanément  en 


(  lll  ) 

satisfaisant  aux  relations (i) 

(D  u  —  \(z),     v=<f(z),     w  =  ty(z),     ..., 

où  z  est  une  variable  indépendante.  Si  Ton  donne  à  z  un 
aecroissement  dz,  m,  p,  w,  .  .  .  ont  pour  différentielles 
du,  dv,  dw,  .  .  . ,  et  l'on  a 

Si  l'on  intègre  entre  les  limites  z{  et  z2  et  si  l'on 
nomme  uu  v{,  wA,  .  .  . ,  et  i«2,  ç>2,  çv2,  .  .  . ,  les  valeurs 
eorrespondantes  de  m,  e,  w,  .  .  . ,  on  a 

i    /(»2,  t>2,  «**,   •  •  .)—  /(»1,  ^1,  »1,  •  •  •) 

(2)  /7"v/  ,         Cv°'df  j         Cw"  df    , 

(  dUi     du  J^    dv  JWi     dw 

en  supposant  que  dans  la  fonction  -j-  on  a  remplacé  ç>, 

♦v,  .  .  .    par   leurs  valeurs  en   fonction  de  u  tirées  des 

i  -P 
équations  (i),  que  dans  la  fonction  -j-  on  a  remplacé  u, 

W3  . . .  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  v  tirées  des 
équations  (i),  ....  Mais  la  valeur  d'une  intégrale  dé- 
finie étant  indépendante  du  nom  donné  à  la  variable  qui 

se  trouve  sous  le  signe    /  ,  on  peut  remplacer,  dans  cha- 
cune des  fonctions  -~,   -;  "■>  ~-^  •  •  •?  les  variables  u.  v, 
du     dv     dw 

w,  .  .  . ,  qui  entrent  alors  isolément  dans 'chacune  d'elles, 
par  une  même  variable  x.  On  a  ainsi  une  relation 
entre  n  intégrales  définies^  qui  permet  d'obtenir  l'une 
d'elles,  lorsque  l'on  connaît  les  n —  i  autres.  Les  li- 
mites uiy  u2  de  l'une  des  intégrales  sont  arbitraires, 
mais  leur  choix  détermine  celles  des  autres  intégrales. 


'b' 


La  connaissance  de  n  —  i  de  ces  intégrales  sous  forme 


b1 


indéfinie  permet  d'obtenir  la  nihnP  sous  la  même  forme; 


(   '7»  ) 
ou  n'aura  en  effet  qu'à  remplacer  n2  par  x  dans  la  for- 
mule (2),  et  cette  formule  donnera 


r 


-j-  dx 
au 


à  l'aide  des  autres  intégrales. 
Si  les  relations  (1)  sont 

u  —  z,     v  =  o{z),     w  =  tl(z),     

ou  simplement 

(3)  r  =  x(u),     w  =  <b(u),     ..., 

ce  qui  revient  à  prendre  u  comme  variable  indépen- 
dante, la  relation  (2)  devient  (4),  en  désignant  par  <I>  la 
fonction  inverse  de  o,  W  la  fonction  inverse  de  à.  ...  : 


Cette  formule  (4)  est  notre  formule  fondamentale; 
en  ehoisissant  convenablement  les  fonctions  /',  tp,  «f, . . . , 
elle  donne  des  théorèmes  intéressants  qui  font  l'objet  de 
ce  travail. 

11.  Considérons  en  particulier  le  cas    où   il    n'entre 
que  deux  quantités  //  et  e  dans  la  fonction  /. 
Posons  d'abord y(  11,  ?)  =  uX  9 avec  j>  =  o(a)* 

Là  formule  (4)  donne,  en  v  remplaçant  // ,  par.r,. 
u  ,  par  .<    . 


(   '79  ) 
J)e  la  formule  (5)  on  déduit  ce  théorème  important  : 

Théotième.  —  Si  l'on  connaît  V intégrale  définie 
d'une  jonction  <f(x)  entre  certaines  limites  xt  et  xit 
on   en  déduit,  l'intégrale   définie,    entre    les    limites 

v(xt)  et  o(.r2),  de  la  fonction  inverse  <E>(x)} 

Et  aussi,  en  vertu  d'une  remarque  faite  plus  liant,  ee 
théorème  encore  plus  utile  : 

Théorème.  —  Si  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie 
d'une  fonction  <&(.r),  072  en  déduit  immédiatement 
celle  de  la  fonction  inverse  o[x). 

On  peut  donner  de  la  formule  (5)  une  démonstration 
géométrique. 

Considérons  la  courbe  représentée  par  l'équation 
y  =  v(Kx)  en  coordonnées  rectangulaires.  Soient  x.\,y{ 
et  x2,  j  2  les  coordonnées  des  points  M,  et  M2  de  la 
courbe,  P,  et  P2  les  pieds  de  leurs  ordonnées  et  Qt  et  Q? 
les  pieds  de  leurs  abscisses  5  on  a  évidemment,  si  O  est 
l'origine  des  coordonnées, 

surface  M2  P2  O  Q2  —  surface  Mt  Pj  0  Qi 
=  surface  MiPiPj  M2  +  surface  Mi  Qi  Q2  M2  ; 

la  relation  (  5  )  n'est  que  la  traduction  analytique  de  cette 
égalité. 

Dans  le  cas  particulier  que  nous  examinons,  la  rela- 
tion (  2  )  prend  la  forme 


(6) 


f       v  du  -+-   I       udv  ; 

11.  *J  u. 


supposons  que  la  relation  qui  unit  u  kv  soit  symétrique, 

on  en  tirera 

u  =  o(v),     v  =  ®(u); 

les  fonctions  o   et  <ï>   seront    les    mêmes:    nous    aurons 

i  1 


(   <8°  ) 
alors  une  relation  (G)  entre  deux  intégrales  délinies  ne 
différant  que  par  leurs  limites.  On  en  déduit  immédiate- 
ment la  relation  (7)  entre  des  intégrales  indéfinies;  dé- 
signant par  I(x)  l'intégrale  indéfinie  /  cp  (jc)dx, 

(7)  ](x)-i-  l[o(x)]  =  xo(x)-t-  const. 

Il  n'est  pas  néeessaire  pour  obtenir  des  relations  ana- 
logues à  (6)  et  (7)  que  les  fonctions  cp  et  <I>  soient  les 
mêmes,  il  suffît  que,  par  des  changements  de  variables, 
des  intégrations  par  parties  ou  par  tout  autre  procédé, 

on    puisse  ramener  à    une    même  forme    /  z>(x)dx   et 

/  Q)(x)dx,  ces  intégrales  ne  différant  après  cette  ré- 
duction que  par  les  limites  entre  lesquelles  elles  sont 
prises. 

III.  Si  l'on  fait  d'autres  hypothèses  sur  la  forme  de  la 
fonction  f(u,  /"),  on  obtiendra  des  formules  de  transfor- 
mation analogues  aux  précédentes,  et  leur  choix  plus 
ou  moins  heureux  donnera  des  résultats  plus  ou  moins 
intéressants. 

Posons  d'abord  j  '(«,  v)  =-  avec  y  =  ©(#),  la  for- 
mule (4)  donne,  en  y  remplaçant  u{  par  «rt  et  u2  par  x.2, 
la  formule 

et,  pour  les  intégrales  indéfinies,  la  formule 

x  xx  Çx    dx  r*u)*(.r)dr 

mais  la  formule  (8)  peut  être  écrite  sous  la  forme 


1 1 


.     '!>,/,,       .|.,./,)        r    **1   ,i.r  r"-  «l>..rt 

o  > -    —     / _     I  —  ,// 


(   '8'   ) 

,  ,  .       ,        i  C   dx  r<\>(.r)  j 

les    deux   intégrales    I  ~i — ;  et  /  —  dx    se    ramènent 

J  ?0)      J      x'1 

donc  indifféremment  l'une  à  l'autre. 

Posons  encore  f(u-)  r)  =  yju  X  ^v  avec  ^  =  <p (/a),  on 
obtient  une  formule  qui  permet    de    ramener  l'une   à 

l'autre  les  deux  intégrales  /  4  /  — —  dx  et  /  i  /  — - — -  dx. 

Posons  enfin  f(u,  p)  =  uXlLv  avec  y  =  o(a),  on 
obtient  une  formule  qui    permet  de    ramener  l'une   à 

l'autre  les  deux  intégrales  /  L[<D(x)]dx  et  /  — —  dx. 

On  peut  varier  à  l'infini  les  hypothèses  sur  la  forme 
de  la  fonction  f\  chacune  de  ces  hypothèses  donnera 
naissance  à  des  formules  analogues  aux  précédentes. 

On  peut  aussi  combiner  entre  eux  ces  divers  procédés 
de  transformation,  et  transformer  ainsi  une  intégrale 
d'une  infinité  de  manières. 

On  peut  enfin  considérer  des  fonctions  f  de  plus  de 
deux  variables,  on  obtient  des  relations  analogues  aux 
précédentes  où  entrent  plus  de  deux  intégrales. 

IV.  Revenons  à  la  formule  (2)  qui  nous  a  servi  de 
point  de  départ.  Dans  le  cas  particulier  d'une  fonction 
de  deux  variables^  a,  i>),  on  a 

( /O2,  v2)—f{uuvx) 

Supposons  que  la  relation  qui  unit  v  k  u  soit  v  =  u; 
en  remplaçant  dans(i  1)  u2  et  ^2  par  x2,  uh  et  v{  par  x^ 
il  vient 

f(x2,X2)  —  /(#!,#!) 

=    I        -^-  (x,x)dr  -\-    I       -y-(x,x)dx. 
J        du  .  f        dv 


(  '«3  ) 

Donc,  si  une  l'onction  de  la  variable,  r  peut  être  consi- 
dérée comme  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  u  d'une 
fonction  connue  f(u,  v),  lorsqu'on  fait  dans  cette  dé- 
rivée partielle  u  =  u  =  x,  on  obtiendra  immédiate- 
ment l'intégrale  indéfinie  ou  délinie  entre  certaines 
limites  de  la  différentielle  formée  par  cette  fonction 
multipliée  par  dx,  si  l'on  connaît  l'intégrale  indéfinie 
ou  l'intégrale  définie  entre  les  mêmes  limites  de  la  dilïé- 
rentielle  partielle  de  f(u,  v)  par  rapport  à  roù  l'on  lait 
après  la  différentiation  u  —  v  —  X. 

Ce  théorème  donne  un  mode  de  transformation  plus 
général  que  celui  de  l'intégration  par  parties,  qu'il 
comprend  d'ailleurs  dans  le  cas  particulier  où 

Lorsqu'on  aura  h  chercher  l'expression  d'une  inté- 
grale /  o(x)dx,  il   faudra  remplacer  dans  la  fonction  cp 

la  lettre  Jt\  soit  par  «.  soit  par  ^,  de  telle  façon  que  la 
fonction  que  l'on  substituera  ainsi  à  'f(x)  puisse  être 
considérée  comme  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  u 
d'une  fonction  connue  dont  la  différentielle  partielle 
par  rapport  à  f,  où  l'on  fera  u  =  v  =  x,  sera  facile  à 
intégrer. 

Les  considérations  qui  précèdent  s'étendent  facile- 
ment à  des  fonctions  de  plus  de  deux  variables 

/O,  e,  »>,:..); 

On  arrive  à  cette  conclusion  : 

Pour  intégrer  une  différentielle  <p(x)dx,  on  peut  v 
remplacer  la  lettre  x  convenablement  par  les  lettre-:  //. 
//,  ve,  ...,  de  telle  sorte  que  cette;  différentielle  soit, 
après  celte  substitution,  la  différentielle  partielle  par 
rapport   à  //  d  une  fonction  connue  dont   les  autres  dilfe- 


(  1*3  ) 
rentielles  paitielles  relatives  à  v3  iv, ...  soient,  lorsqu'on 
Y  l'ait  u  =  u  =  w  =  .  .  .  =  ,r,  faciles  à  intégrer. 


SUR  L'ENVELOPPE  DES  DROITES  flljl  COUPENT  DEUX  CERCLES 

HARMOMOUEMENT; 

Par  M.  II.  PICOUET. 


J'ai  démontré  dans  ma  Géométrie  analytique^.  5o8), 
comme  conséquence  de  propriétés  des  invariants  com- 
muns «à  deux  coniques,  que  l"1  enveloppe  des  droites  qui 
coupent  deux  cercles  harmoniquenient  est  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  et  tan- 
gente aux  tangentes  à  ces  cercles  en  leurs  points  d'in- 
tersection. En  voici  une  autre  démonstration  qui  n'a 
peut-être  pas  été  remarquée. 

Soient  O  et  Q'  les  centres  des  deux  cercles,  11  et  11' 
leurs  rayons,  A  et  B  leurs  points  d'intersection  supposés 
réels  :  d'après  la  définition  de  la  conique  en  question, 
le  cercle  O",  lieu  des  projections  des  foyers  sur  les  tan- 
gentes, passe  par  les  points  A  et  B.  Cela  posé,  soient 
a  et  (3  les  points  d'intersection  d'une  tangente  quel- 
conque de  cette  conique  avec  le  cercle  O,  soient  y  et  o 
ses  points  d'intersection  avec  le  cercle  O'.  Projetons  le 
point  O  en  G  sur  cette  droite ^  C  est  le  milieu  de  a  [3  et 
appartient  au  cercle  O".  On  a  donc 

GÔ2  +  GÔ'2  =~\0   h-  KO''  =  R2 h-  R'2 
ou 

R2—  CÔ2=  GÔ'2-  ll'2; 
ou 

Ç«  =  Gy.Go.  c.q.f.d. 


(   '84  ) 

N.  B.  —  Cette  démonstration  ne  préjuge  rien  sur  la 
réalité  des  points  a,  (5, -y,  S;  elle  prouve  que,  quoi  qu'il 
arrive,  ils  sont  conjugués  harmoniques.  Mais  on  sait 
qu'alors,  si  deux  points  conjugués  sont  imaginaires  con- 
jugués, les  deux  autres  sont  nécessairement  réels  :  il 
suit  de  là  qu'un  des  deux  couples  a43,  yo  est  toujours 
réel . 

Si  les  points  d'intersection  A  et  B  des  deux  cercles 
étaient  imaginaires,  il  est  clair  qu'aucune  droite  réelle 
ne  pourrait  rencontrer  les  deux  cercles  en  quatre  points 
harmoniques. 


SUR  UNE  IDENTITE  ALGEBRIQUE; 

Par  M.  WEILL. 


Je  me  propose  de  trouver  quatre   polynômes  entiers 
satisfaisant  à  l'identité 


En  posant 


on  a 


d'où 


et 


X*Y-i-Y2Z-f-Z*U-^  U*X  =  o. 
Y  =  XX,     Z=|j.X,     U  =  pX, 


—  u»  ±  L 


1JLG_(x(K2_0=L2j        p== 


•2  |X 

(  )n  peut  écrire  la  dernière  équation  sous  la  forme 

;J."—   1.2=    [A<  K2_,). 


(   '85  ) 
On  satisfera  à  cette  relation  si  l'on  prend 

K-t-i 


;x3  —  L  =  »x  h (  K  —  i  ),     ;x3  +L  = 


h 


d'où 


2  ;x3  h  -h  (x  h2  —  i  [x3  —  [x4  A2  -f-  y.  [x  A 


;x  A2  -h  i  [x  A2  -h  i 

A  ces  valeurs  correspondent,  pour  p  et  A,  les  valeurs 


A —  A2  [x3  „   .    —  A  —  [x 


r  (x/,,2_i-i  l  îx/?2-4-i 

>/=     ^  h  — r         x"=  — /j2  —  l^2  7/ 

[x(  ;xA2-r-  ]  )  |J./;,2  +  i 

Si  l'on  associe  une  des  valeurs  de  p  avec  une  des  va- 
leurs de  A,  successivement,  on  obtient  quatre  systèmes 
de  solutions.  Considérons  le  système  p',  V. 

Il  donne 

TT-7       X3~;*Z3  Y-    ~UX. 

U  X2-+-XA2Z'         -      AZ    > 

d'où 

tt       ,    .-       ,o^        ^2Z2  XA3  -Z 

U=A(X-A2Z)+  —  y-—. 

On  peut  poser 

\A3_Z  =  P(X  -hA2Z), 

a2Z2p  =  r\, 

et  l'on  a  successivement 

Z(PA2+i)=X(A3  —  P), 
X  =  Q(PA2+I)) 

Z  =  Q(A3-  P), 

A2Q2(/l3_p)2p  =  KQ(PA2-hl), 

Q  =  S(PA2-m), 

R  =  SA2P(A3  —  P)2, 

Y  _  —  UX        —  X[X  —  /^Z+SAP(/e-  P)2] 
AZ     ~  Z        ■ 

d'où,  en  remplaçant  XetZ  par  leurs  valeurs, 

S  =  T(A3  —  P). 

.-/////.  de  Mathémai ..  .';> e  séiie,  t.  IV.  (  Avril  I 885.)  !  3 


(   i86  ) 
On  peut  faire,  d'ailleurs,  T=  i,   et  l'on  obtient  les 
formules  suivantes  : 

[  X=(A3—  P)(P7i2-+-i)2; 
J  Z  =  (7i3  —  P)2(PA2+0, 
(I)  J  Y  =—  (P/i2+i)(P3/i-4-3P/i2—  A3 -h  ii. 

(  U  =  A(7*3  —  P)(P3A-+-  3P7*2  —  7*3 -f-i). 

Si  l'on  remplace  X,Y,  Z,  U  par  leurs  valeurs  dans 
l'identité  proposée,  on  obtient 

(  A )  7i(P  —  h*y  -+-  (  P  h*  -+■  i)3  =  ( i  -+-  h>) (  P3  h  -+-  3  P  7i2  —  h- +  i ). 

L'identité  (A)  va  nous  donner  des  résultats  relatifs  à 
certaines  équations  indéterminées;  et  d'abord,  elle 
donne  une  infinité  de  solutions,  avec  un  paramètre  arbi- 
traire À,  de  l'équation 

axz-\-y^  =  (i  -r-a5)z. 
Ce  sont 

x  =  X  —  a3, 

j  =  X  a2  -h  i , 

s  =  X3  a  -l-  3  X  a2  —  a*  —  i . 

De  même,  l'équation 

x3-+-  y3  =  (i  -+-  a13)- 
admet  comme  solutions 

./■       \a  —  a10. 

y  =  i-t-  XaG, 

s  =  X3«34-  3Xa6  —  a15-f-  i . 

Dans  l'identité  (A)  posons  P=  a7/3  et  disposons  de  a 
de  manière  que  la  fonction 

soit  carré  parlait  ;  on  trouve  y.  =  i ,  solution  illusoire,  el 
a  =  {}  on  en  déduit,  après  quelques  transformations  et 
en  posant  7iB  =  s,  L  identité  forl  simple 

(B  (*-M  ■  (i  +  z)(z  —  8)*. 


(   '«7  ) 
De  cette  identité,  résulte  une  solution  d'une  classe 
d'équations  indéterminées  ;  a  et  m  étant  deux  entiers 
quelconques,  l'équation 

.r3_j_j3^(I_h  a*m)z* 

a  pour  solution 

z  =  «3m_  8. 
L'équation 

a2  .r3  H-  /3  =  (  r  -j-  a3//n-i  )  ~2 

admet  comme  solution 

x  =  —  3  a2™, 

,3  =  a*m+l  —  8. 
Enfin  l'équation 

a  .r3  -h  y3  =  ( i  -+■  a3'»+2  )  ^2 

admet  comme  solution 


x  =—  3  a2'"-1, 

j  =  4  +  a3»*+2, 

-  _  a3m-h2  _  8. 

L'identité  (B)  se  généralise  en  remplaçant  z  par  -  et 
donne 

(G)  O  +  403—  27***  =  (*  +  *)(*  —  802- 

Elle  fournit  mtz<?  solution  de  nouvelles  équations  indé- 
terminées, que  l'on  forme  aisément,  et  qui  sont 

•#3-i-j3=  6(n-a3™),s2, 
^3_|_è2j3=  6(n-  6a3'"),s2, 
.r3-h  by*  —  b(i-+-  b^a^m)z^, 
a2a?3-hj3  =  b(i-ha*m+i)z*, 

; 

a#2-h  6  y2  =  z\ 


(II) 


(    188  ) 
Reprenons  l'étude  du  système  p',  X'  et  la  valeur 

„    ,        /i2Z2  XA3— Z 

On  peut  poser 

XA3-  Z  =  RX, 
A2Z2R  =  S<Xh-A2Z). 

En  développant  les  calculs,  on  arrive  à  une  solution 
très  simple  du  problème  et  qui  est  donnée  par  les  for- 
mules 

X  =  P(l-hP/i2), 

Y  =  AP»— i, 

Z  =P*(n-PA»), 

U  =  AP(i  —  AP3). 

Le  système  p',  Xr/  donne  la  solution 

!'  X  =  (P/i2-f-i)2, 
Y    =  —  A(P/l2-hl)(P2-H/l), 
Z    =(PA2_+_t)(/i3_P)? 
U  =  /i(P;</i  +  3P/i2-/t5+i). 

Le  système  p",  a"  donne  la  solution 

(  X  =  i  — Aaz, 

(IV)  '   U  =  ih*Z  —  h  —  Z2(/i5-bi), 

(     Y  =—  2A*Z-+-A*-t-AZ2(À6-M). 

Toutes  ces  formules,  dans  lesquelles  P  et  Zt  sont  des 
quantités  quelconques,  peuvent  se  généraliser  en  rem- 

A  G 
plaçant  P  et  h  par  -^  et  rr>  et  supprimant  ensuite  le  dé- 
nominateur commun;  il  ne  restera  plus  qu'à  remplacer 
A,  H,  C,I)  par  des  polynômes  entiers  par  rapport  a  des 
variables  quelconques,  pour  avoir  des  systèmes  de  solu- 
tions comportant  une  très  grande  indétermination;  de 
là  on  pourra  tirer  un  nombre  indéfini  de  nouvelles  iden- 
tités algébriques. 
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SUR  QUELQUES  EQUATIONS  INDETERMINEES; 

Par  M.  WEILL. 


I.  Soit  l'équation 

dans  laquelle  «,  b  et  p  sont  des  entiers   donnés  quel- 
conques. Posons 

z  =  au2-\-  bt2, 

nous  pourrons  poser 

a?  y/«  -\-  yi<JÏ)  =  (u\/a-h  ti  \/b)2P+l 
et  prendre 

x  =  u?P+i  aP  —  Cfp+1  6*2  a2/»-1  «p-i 

y=  G'2P+1  lûPctPt—  G'ip+1  uïp-*  aP~l  b  t*  -+- 

On  a  ainsi  w/z  système  de  solutions,  avec  deux  entiers 
arbitraires  a  et  £,  de  l'équation  proposée  qui  présente 
une  grande  généralité. 

II.  Soit  l'équation 

?»  étant  un  entier  quelconque. 

Posons 

z—  w2-i-  bt*, 

nous  pourrons  poser 

x  -hyi\/'b  =  (w  -+-  ti\Jb)m 


(   »9°  ) 

et  prendre 

x  =  um  —  C%  bt2  um~*  -t-  . .  . , 

y  =  C'm  U»i-1  t—QJn  W»-*  t*b  +  ..., 

et  l'on  a  un  système  de  solutions,  avec  deux  entiers  arbi- 
traires u  et  £,  de  l'équation. 

III.   Soit  l'équation 

x2  —  Xy*  =  S2, 

A  et  ]N  étant  deux  entiers  positifs  donnés. 

On  a 

x2  =  (y  i  y/A  -+-  N  )  (y  iy/k  —  N  ). 
Posons 

a?  =  (  ui^X  ■+-  t  )  (  ui^X  —  /  ) . 
d'où 

**—  Aw2  =  N,     itu=y, 

x  =  Xu*-*-t\     x+y/X  =  (us/X^t)*. 

Considérons 

xi-±-ylS/X=(ys/~X   -t-tf)2   =  (  w/A-i- f)2"2, 
x2  -+- y2  y/À  =  (7l  y/Â  +  a?,  )2  =  ( u /Â+  0"'*. 

xp  -hj^y/Â  =  (  u  y/Â  -h  02P+'- 

On  voit  que,  si  l'on  connaît  une  solution  entière  u,  t 

de  l'équation 

*2—  Au2=  n, 

on  en  déduira  une  solution  entière  .r,  y  de  l'équation 

a*—  Aj2  =  N2, 
puis  une  solution  entière  x, ,  j) ^  de  l'équation 

x-i—Xy*=  N*, 
puis  une  solution  x2,  j)  2  de  l'équation 

a*  -Ay«  =   V. 

et  ainsi  de  Mille. 
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En  particulier,  nos  formules  donnent  une  suitede  so- 
lutions d<;  l'équation 

a?2 —  Aj2=  i. 

quand  on  connaît  une  première  solution }  soient  x  =  a, 
y  =  ^  cette  solution*,  ^>  étant  un  entier  quelconque,  les 
valeurs  a^,  [3^,  données  par  l'égalité 

formeront  une   solution;  et  les   valeurs  N^a^  et  NA13/?V 
formeront  une  solution  de  l'équation 

x2  —  Ay2  =  N2/*. 

On  connait  l'application    des  fractions    continues    à 

l'équation 

x2  —  Ay2  =  i . 

IV.   Soient   des  quantités   successives    a,  iZ|,a2,  ..    » 
liées  par  la  relation  récurrente 


Posons 


d'où 
et 


CLk  =  2  <Z£_  t   —  I . 

a2 — Aw2  =  i,     J'l=2<2M, 
a  i  =  A  u2  -f-  a2  =  2  a2  —  1 , 

a,+ji  /A.  =  (w/A  -+"  «K 
«2  H-JK2  /A  =  (aj-hjK)  y/Â)2, 

a,  =  a2  -I-  Aj?  =  2a2  —  1 


«2+jK2\M  =  (  ^  y'A  +  «)2% 

a.2  =A2Mi+-6a-2Aa2+ai  =  (a2-i)2  +  6a2(a2-i)+a4. 

En  posant 

2P  =  2  m,     m  =  iP'1, 
on  aura 

ap^-yp\/A  =(u\/A-ha)2m, 

ap  =  (Au2)>^-^C\ma2{Au2)m-^-^  ..., 
a/,  =  (a2  —  i)'"  +  C22m«2(rt2  —  i)m~l  -+-.... 


(  <9>  ) 
On  peut  rapprocher  cette  formule  de  celle  cjui  donne 
le  développement  de  cosmep  en  fonction  de  siii'^  et 
coso,  tiré  de  la  formule  de  Moivre  dans  le  cas  particu- 
lier où  m  est  une  puissance  de  2  ;  mais  le  procédé  aetuel 
pour  trouver  la  valeur  de  ap  est  affranchi  de  la  considé- 
ration des  imaginaires.  On  trouve,  en  développant, 

im  ,       .  „      n        9.m(?./n  —  3  )  , 

2fl„=     2fl2ffl (2rt)2/""2H (2fl2"'-4 

'  I  I  .  2 


2  m -ù 


2  m  (  2  m  —  4  )  ( 2  m  —  J  I 

1.2.3 

2  m(im  —  5  )  (  1  m  —  6  )  (  2  m  —  7  ) 
1.2.3.4 


(2  a)2'"-8— 


V.  En  remplaçant,  dans  la  loi  de  récurrence  indi- 
quée, ap,  ap_if  .  .  .  par  \ap-{-  [3,  "kap_{  -h  [3,  on  voit 
que  l'équation  aux  différences  finies 

cp(w)=  A[«p(n  —  i)]2-t-  B<p(rc—  i)-+-G 

peut  s'intégrer  au  moyen  du  développement  de  cosmep 
en  fonction  de  coscs,  quand  on  a  la  relation 

B2—  B  —  2 
G  -         2ÂT~  ' 
Considérons  encore  des  quantités  «,,  a2:  .  .  • ,  0/>5  liées 
par  la  formule  de  récurrence 

Si  «i  est  moindre  que  1,  on  pourra  poser 

CL\  =  cosep. 
as      cos  3  '^. 
a3   -  cos32<p, 


donc,  dans  ce  cas,  ap  s'obtiendra  en  fonction  de  <v,  par 
le  développemenl  connu  de  cosmep;  le  résultat  trouvé 
ainsi  subsiste  évidemment,  même  quand  <7,  est  pins 
grand  nue  rjc'esl   à-dire  quelconque. 


(   '93  ) 
En  posant 

aP=  ^  ?(/>)  +  ?> 

on  voit  que  l'équation 

o(n)=  A[cp(/i  —  i)]3-+-  B[v(n  —  i)]2 

B2_9A     .  B3— 36ÂB 

s'intègre  au  moyen  du  développement  de  cosracp  en  fonc- 
tion de  cos  cp. 

On  peut  continuer  l'application  de  ce  procède.  On 
généralise  les  formules  précédentes,  en  remplaçant 
®(n)  par  une  fonction  rationnelle  ou  même  irration- 
nelle de  <]>(«),  en  désignant  par  ty(n)  une  fonction  nou- 
velle, et  l'on  arrive  ainsi  à  former  des  équations  aux 
différences  finies  que  l'on  intègre  par  le  procédé  in- 
diqué, et  dont  l'intégration  directe  présente  des  diffi- 
cultés. 


APPLICATION  D'UN  PROCEDE  PARTICULIER  A  LA  RECHERCHE 

DE  L'INTÉGRALE 

dz 


h 


-h-2)2' 
Par  M.  J.-B.  POMEY. 


T      i         î  P  C    u.dz  d<*       ^ 

Je  cherche  2  /    / 2         •  £m  intégrant  par  rapport 

à  a,  j'obtiens  successivement 

Ç       r     <:/(a2)  Çdz    rd{i->raPz*)  _    f_dz_      _J 

J     V(i  +  a2^2)2  -J    z^J    (n-a**»J*      j"~&    H-a2^2' 

L'intégration  en  z  est  alors  facile,  car  on  a  successive- 


JIK'lll 


(   '94  ) 
"'(î)(i 


d[-\  i    rf(-)(  J-H-aS-aï 


i  -i-  x-^ 


I  I 

x  arc  lanç i-  const.  ; 

Z  °  OLJS 


donc  on  a 

r  r   x  ûta  c/x  i  i 

•^  /    /  7- - — —  = x  arc  tani; h  con-t . 

J  J  (>-+-  a2 ^)2         -  -   a^ 

En  dérivant  par  rapport  à  a,  il  vient 

i 

/x  dz                                     i                   ~  x'2 
=  —  arc  tan<i ha -h  consl 
(i  -+-  oc**2;2                          D  x^                        i_ 

En  faisant  a  =  i,  il  vient 


x-^- 


ûfô  I  3 

arctang-  -+■  — ■ — -  —  const. 


-f-  const.-}-  arctang -3  H *■> 

•i  i  -h  z- 


ct  le:  problème!  d'intégration  est  résolu 


GENERALISATION  l'UN  THEOREME  D'ALGEBRE; 

PAB    M.    \      \YÏ<>M  Mil. 
'rofesseur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Rennes. 


lù'ini  donnés  dieux  polynômes  entiers  en  xe\  promit  i  s 
entre  eux,  l \m  et  \  „,  de  degrés  respectifs  ///  el  //.  on  dé- 
montre dans  la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur 


(  '95  ) 

algébrique  qu'il  existe  deux  polynômes  entiers  eu  x,  X 
et  Y,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

(i)  UmX+VBt  =  r. 

Nous  allons  démontrer  qu'il  existe  deux  polynômes 
entiers  en  x,  X  et  Y,  tels  que  l'on  ait  plus  généralement 
l'identité 

('2)  UmX  +V»Y  =/(*), 

dans  laquelle  j '(x)  est  un  polynôme  entier  en  x  de  de- 
gré m  +  «  —  i  au  plus,  mais  non  identiquement  nul. 
Soient,  en  effet, 

\]m  =  a0xf/l-h  a1x'n~l  H- .  .  .4-  amj 
Yn=  b0x"^-  btx!l   l-i-. . .-+-  bn, 

Par  hypothèse,  l'un,  au  moins,  des  coefficients  c0,  c,,  ..., 
Cm+n-i  est  différent  de  zéro. 
Posons 

X  =  ocq^-1  +  aj a?»-2  +. .  .h-  art_i, 

Y  =  p0ar«-»+  Piar*-<  +  .  . .-+-  $m-u 

puis  identifions  l'expression  U/w  X -t- V/i  Y  avecy'(.r). 
Nous  obtenons  ainsi,  pour  déterminer  m  -+-  7î  indéter- 
minées, a0,  a,,  ...,  a„_,,  j30,  Pi,  •  •-,  pm_i,  les 
m  -J-  «  équations  linéaires  et  non  homogènes 

/  a0a0 

1   a2  ao  -+-  ai  ai  "+"  ao  "xi 

^" 

Remarquons  que,  dans  ces  équations,  le  déterminant 
des  inconnues  est  le  résultant  des  deux  équations  Um  =  o, 
Vw  =  o,   qui  n'ont  aucune  racine  commune  par  hypo- 


6opo 

—  c0> 

^Po+ôoPi 

==  ct, 

62l30+  ^l?l  +  ^0p2 

=  ^2, 

(  '9«  ) 
thèse.  Il  en  résulte  que  ces  équations  sont  vérifiées  par 
un  système  unique  de  valeurs  des  inconnues.  Ces  in- 
connues ne  sont  d'ailleurs  pas  toutes  nulles,  puisque 
l'une,  au  moins,  des  quantités  c0,  cA,  c2,  ...  n'est  pas 
nulle.  Il  résulte  de  là  que,  pour  un  polynôme  donné 
/(x),  il  existe  un  couple  unique  de  polynômes  X  <et  Y, 
vérifiant  l'identité  (2). 

Observation.  —  Le  résultat  qui  précède  peut  servir  : 
i°  A  établir  simplement  l'identité 

F(a?)  _  /tO)        ?1(a:) 


1\x)^{x)         f(x)  cpO) 

que  l'on  rencontre  dans  la  décomposition  des  fractions 
rationnelles*, 

20  A  calculer  les  coefficients  dans  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  notam- 
ment dans  le  cas  des  racines  imaginaires. 

Nous  nous  contentons  de  signaler  ces  deux  applica- 
tions 


SUR  LE  COEFFICIENT  DE  STABILITE  DES  MASSIFS 

(Extraits  d'une  Lettre  à  M.  Deschamps); 

Pab  m.  e.  gesâro. 


Soit  P  la  résultante  des  forces  extérieures,  qui 

agissent  sur  un  massif  de  poids  Q,  reposant  sur  un  plan 
horizontal.  Considérons  la  section  faite  dans  le*  massif 
par  le  plan  PQ.  Soient  respectivement  '{fis-  1  )  O,  \  .  I 
Les  points  où  le  plan  de  base  est  rencontré  par  les  forces 
Q,  Pet  par  leur  résultante.  Soit,  enfin,  A  \e  pied  exté- 
rieur àxi  massif,  autour  duquel  <>n  suppose  que  celui-ci 
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tend  à  tourner,  sous  l'action  de  P.  Posons 

Ok  =  x,     OV  =  X#,     OT=0.r. 


On  sait  que  le  coefficient  de  stabilité  s'exprime  par 

moment  rie  stabilité  Ox 

N    —       . = >■ 

moment  de  renversement        P(Xa?  —  x)  sin  i 

X  —  i   P  sin  i 
Or  les  triangles  semblables  UOT,  USR  donnent 
Q  -+-  P  sin  i       X  x  ta  n  g  i 

d'où 


P  cos  i 

Q 


X-0 


Conséquemment 

(0 


P  sin  i  6 

i   X-0 


N  = 


A 


i 


La  formule  (i)  peut  être  écrite  ainsi 


N  = 


OA.VT   (OT  -+-  TA)(  VA  h-  AT) 


OT.VA 


OT.VA 


i  -i- 


OV.AT 
OT.AV 


Il  en  résulte  que  V excès  du  coefficient  de  stabilité 
sur  l'unité  est  égal  au  rapport  anharmo nique  des 
points  O,  T,  A,  V.  Cette  conclusion  est  très  importante. 


(   '.98  ) 

Elle  est  le  point  de  départ  d'une  série  de  eonstruetions, 

ayant  pour  but  de  rechercher  graphiquement  l'épaisseur 

à  donner  à  la  base  d'un  massif,  et  d'éviter  ainsi  l'emploi 

gênant  d'une  équation  de  second  degré  — 

Toute  ponctuelle  de  quatre  éléments,  telle  que 

OTAV  {fi g.   2),  représente  donc  un  certain  massif.  Or 

on  sait 

Fig.  2. 


>' 


A"  A  T"  T  0'  0 


que  deux  ponctuelles  projectives  ont  même  rapport 
anharmonique,  et,  réciproquement,  deux  ponctuelles  à 
rapports  anharmoniques  égaux  sont  toujours  projec- 
tives, c'est-à-dire  que  l'on  peut  les  déduire  l'une  de 
l'autre  par  une  série  d'opérations  projectives.  Il  en  ré- 
sulte que,  si,  d'un  -centre  quelconque,  tel  que  U,  on 
projette,  sur  la  droite  0',  la  ponctuelle  OTAV 5  puis, 
du  centre  LT/,  sur  la  droite  0,  la  ponctuelle  obtenue 
O'T'A'V,  enO^T^A^V,  etc.,  toutes  ces  ponctuelles  re- 
présentent des  massifs  différents,  niais  possédant  tous  le 
même  degré  de  stabilité.  Réciproquement,  si  Ton  consi- 
dère, sur  le  terrain,  les  ponctuelles  représentatives d  une 
suite  de  massifs,  offrant  tous  le  même  degré  de  stabilité, 
deux  quelconques  de  ces  ponctuelles  sont  projectives. 

aussitôt  que  mes  occupations  nie  !<•  permet  Iront .  je 

nous  montrerai  comment  on  peut,  d'une  manière  simple, 
utiliser   les    propriétés  géométriques,  dont    je  viens  de 


(  w  ) 

faire  un  rappel  rapide,  pont-  le  tracé  graphique  des  di- 
mensions d'un  massif.  Le  problème  est  un  peu  plus 
compliqué  qu'on  ne  le  croirait  au  premier  abord,  et, 
bien  qu'il  admette  une  solution  générale,  celle-ci  ne  se 
présente  sous  une  forme  susceptible  d'application  pra- 
tique, que  si  l'on  a  affaire  à  des  massifs  simples,  tels  que 
murs  droits,  à  section  verticale  rectangulaire,  trapé- 
zoïdale, etc.  Quoi  qu'il  en  soit,  on  peut  toujours  ra- 
mener le  cas  général  à  celui  où  le  massif  est  soumis  à  un 

effort  horizontal 

Dans  la  pratique,  on  fait  varier  N  de   i.5  à  •>..  La 

valeur  pratique  maxima  du  coefficient  de  stabilité  cor- 
respond à  une  particularité  géométrique  intéressante. 
En  effet,  on  reconnaît  immédiatement  que  la  ponctuelle 
représentative  d' un  massif,  dont  le  coefficient  de  stabi- 
lité est  égal  à  2,  est  une  forme  hurnioniijue.  De  cette; 
propriété  résultent,  pour  le  cas  de  N  =  2,  de  grandes 
simplifications  dans  les  opérations  graphiques.  On  peut 
observer  que,  si  H  est  la  projection  de  ï  sur  UV,  les 
angles  OHT,  AHT  sont  égaux.  En  outre,  I\I  étant  le  mi- 
lieu de  OA,  on  a  é 
MT.MV  =  MA^;     .... 

—   La  ponctuelle  OTAV  étant  projetée,  du  centre  U, 
sur  la  verticale  PR,  le  rapport  anharmonique  se  réduit 

au  simple  rapport  pjrr  On  a  donc  PR  —  N.  PR'.  Réci- 
proquement, si  l'on  démontrait  directement  la  dernière 
égalité,  on  aurait,  en  projetant  du  centre  U,  une  dé- 
monstration simple  de  tout  ce  qui  précède.  Or,  écrire  la 
condition  d'équilibre  stable,  en  prenant  un  coefficient 
de  stabilité  N,  revient  à  écrire  la  condition  d'équilibre 
strict,  en  ne  comptant,  pour  la  stabilité,  que  sur 
la  Nume  partie  du  poids  du  massif,  c'est-à-dire  en  sup- 
posant que  l'on  ait  affaire  à  un  poids  Q'  =  —  •  Puisque, 


200     ) 

dans  cette  hypothèse,  l'équilibre  serait  strict,  la  résul- 
tante des  forces  P,  Q'  doit  passer  par  A.  On  a  donc  bien 

PR'       UQ'        i 

PR  ==    UQ  ="  N* 

A  eause   de  8<^i,    la   formule   (i)   montre   que 

N  ^>  -.   Si  l'on  voulait  s'astreindre   à   faire   tomber  le 

point  d'application  de  la  résultante  totale  à  l'intérieur 
du  noyau  central  de  la  base  du  massif,  on  devrait 
adopter,  pour  N,  des  valeurs  trop  élevées.  Ainsi,  dans 
le  cas  d'une  section  horizontale  rectangulaire,  on  déviait 
prendre  N  ^>  3  :  l'application  du  principe  du  noyau 
central  conduit  donc  à  des  conséquences  trop  rigou- 
reuses. Aussi  peut-on  affirmer  que,  dans  la  pratique, 
ce  principe  est  toujours  violé.  En  effet,  à  eause  de  iS  <2, 
on  a  9  ^>  -,.  En  prenant  8  =  i,  on  est  toujours  assuré 
de  la  stabilité    du    massif;    car    la    formule  (1)  devient 

AO 

N  =  2  h 

A  Y 
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Géométrie  descriptive  pour  L'Enseignement  secon- 
daire spécial,  conforme  au  programme  du  28  juillet  1  88  i, 
par  M  Ernest  Lebon,  agrégé  de  l'Université,  professeur 
de  Mathématiques  au  lycée  Çharlemagne.  I"  volume 
(4e  édition),  3''  année,  prix  :  3f,'$  IIe  volume  i  ■>.''  édition), 
4e  et  5e  année,  prix  :  4!,'?5o.  Delalain,  56,  rue  des  Ecoles, 

Paris. 

Cel  Ouvrage,  qui  est  un  résumé  du  Traité  de  Géo- 
métrie descriptive  pour  1* Enseignement  classique,  par 

le  même  \11ic11r,  con\  icut  aux  candidats  au  baccalauréat 
es  sciences  el  à  l'Ecole  na\ aie. 
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Sllt  UNE  GÉNÉRALISATION  DES  PROPRIETES  RELATIVES 

Ali  CERCLE  DE  RROCARD  ET  Ali  PONT  DE  LEMÎNE; 

Par  M.  Emile  LEMOINE, 
Ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique. 


S  I.  —  M.  Brocard  a  étudié  le  premier  les  propriétés 
de  deux  points  remarquables  w  et  0/  du  plan  d'un  tri- 
angle et  d'un  cerele  lié  avec  eux.  Il  définit  ainsi  [Nou* 
velles  Annales  de  Mathématiques,  question  1166, 
tome  XIV,  1875)  oj  et  0/  :  w  est  le  point  tel  que  les 
angles  w  AC,  toBA,  toCB  soient  égaux  ;  0/  est  le  point  tel 
queles  angles  o/AB,  to'BC,  w'CA  soient  égaux.  La  ques- 
tion a  été  développée  par  le  même  géomètre  dans  la 
Nouvelle  Correspondance,  tome  III,  1877,  aux  ^on~ 
grès  d'Alger  et  de  Rouen,  1881  et  i883,  dans  Mathe- 
sis,  etc.,  et  aussi  par  de  nombreux  travaux  de  géomètres 
étrangers.  M.  Brocard  avait  appelé  d'abord  ces  points  les 
points  segmentaires,  mais  le  nom  de  points  de  Brocard 
a  justement  prévalu. 

En  1 8^3  au  Congrès  de  Lyon,  et  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  p.  364,  1 8-3,  et  en  1 8^4 
au  Congrès  de  Lille,  je  me  suis  occupé  d'un  point  remar- 
quable que  j'avais  appelé  centre  des  médianes  anti pa- 
rallèles et  que  je  définissais  ainsi  :  Le  poiut  où  concou- 
rent les  droites  qui,  partant  des  sommets  d'un  triangle, 
divisent  en  deux  parties  égales  la  partie  de  l'antiparal- 
lèle  au  côté  opposé  qui  est  comprise  entre  les  deux 
autres  cotés.  Depuis  ce  temps,  de  très  nombreux  travaux 
ont  paru  sur  le  même  sujet  tant  en  France  qu'en  Angle- 
terre, en  Allemagne  et  en  Belgique. 

Il  était  curieux  que,  dans  l'étude  relative  aux  points 
Ami.  de  Mathèmat.,  3e  série,  t.  IV.  (Mai   1 885.)  \t\ 
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de  Brocard,  on  rencontrât  à  chaque  instant  le  centre  des 
médianes  antiparallèles  et  réciproquement;  ce  qui  suit 
mettra  bien  en  lumière  la  raison  de  cette  liaison  intime. 
Dans  la  généralisation  que  nous  allons  faire,  nous  ne 
pouvons  conserver  le  nom  de  centre  des  médianes  anti- 
parallèles qui  n' aurait  plus  aucun  sens;  nous  adopterons 
le  nom  de  point  de  Lemoine,  que  MM.  ^Neuberg,  Bro- 
card, de  Longchamps,  etc.,  nous  font  l'honneur  d'em- 
ployer. 

I .  Soient  K  un  point  du  plan  du  triangle  de  référence 
ABC;  x^y,  s  les  coordonnées  homogènes  deK;  soient?, 
P,  y  les  points  où  AK,  BK,  CK  coupent  BC,  AC,  AB.  Je 
pars  de  a  en  suivant  sur  le  périmètre  du  triangle  le 
sens  ABC  et  j'appelle  u'  l'intersection  du  coté  CA  qui, 
dans  le  sens  ABC,  suit  BC,  avec  la  parallèle  menée 
par  a.  au  troisième  côté  AB;  je  fais  la  construction  ana- 
logue, en  marchant  dans  le  même  sens,  pour  les  points 
[3  et  y;  j'obtiens  ainsi  v'  sur  AB  et  à'  sur  BC.  Il  est  évi- 
dent que  les  droites  A)/,  Bu',  Cv'  se  coupent  en  un 
même  point  to\ 

Les  coordonnées  de  tû'  sont 

cz.r.   r/.rr.   l>rz. 

Je  pars  de  a  en  suivant  sur  le  périmètre  du  triangle 
le  sens  CBA  et  j'appelle  v  l'intersection  du  côté  B  V  qui, 
dans  le  sens  CBA,  suitCB,  avec  la  parallèle  menée  par  a 
au  troisième  côté  AC;  je  fais  la  construction  analogue, 
en  marchant  toujours  dans  le  sens  GB  \.  pour  les  points 
y  et  Jj,  et  j'obtiens  ainsi  ji  sur    \C  et  X  sur  BC. 

11  est  évident  que  les  droites   Va.  Bu,  Cv  se  coupent 

en  un  même  point  <•). 

Les  coordonnées  de  (<>  sont 
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Pour  bien  distinguer  l'un  de  l'autre  l< ;s  points  o>  et  &>' 
nous  dirons  que  0/  est  le  point  direct  par  rapport  au 
point  K  et  que  a>  est  le  point  rétrograde. 

Si  nous  prenons  pour  point  K  le  point  de  Le  moi  ne 
proprement  dit,  point  qui  a  pour  coordonnées 

a,  b,  c, 
les  points  w  et  0/  sont  les  points  de  Brocard. 

2.  Si  l'on  prend  un  point  YJ  à  l'intérieur  d'un 
triangle  A'B'C,  on  peut  toujours  supposer  c/ue  A'B'C 
est  la.  projection  d'un  triangle  ABC,  tel  que  le  point  K, 
dont  YJ  est  la  projection,  soit  le  point  de  Lemoine 
(centre  des  médianes  antiparallèles)  de  ABC-  En  effet, 
si  xf,j',  z'  sont  les  coordonnées  de  K'  (A'B'C  étant  le 
triangle  de  référence),  la  conique 

x'  (3y  -f-  y'  ay  -+-  z  gj3  =  o 

est  une  ellipse. 

Or  cette  ellipse  est  telle  que  ses  tangentes  en  A',  B', 
C  forment  un  triangle  homologique  à  A'B'C,  K'  étant 
le  centre  d'homologie. 

Cette  ellipse  peut  toujours  être  regardée  comme  la 
projection  d'un  cercle  qui  est  alors  le  cercle  circonscrit 
à  ABC  et  où  K  est  le  point  de  Lemoine,  d'après  une  pro- 
priété connue.  Ce  théorème  fait  voir  que  toutes  les  pro- 
priétés projectives  des  points  de  Brocard  et  de  Lemoine 
s'appliquent  au  groupe  général  des  trois  points  K,  6i; 
o)',  formé  d'un  point  quelconque  K,  de  son  point  direct 
u/  et  de  son  point  rétrograde  co,  et  réciproquement. 

Si  YJ  est  extérieur  au  triangle  A'B'C,  il  peut  être 
regardé  comme  la  projection  d'un  point  K  associé  [voir 
la  ]\ote  du  §  IV)  du  point  de  Lemoine  dans  le  triangle 
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VI3C  et  les  propriétés  respectives  des  points  K,  o>,  0/  ne 
sont  pas  modifiées. 

JNous  allons  donner  dans  ce  qui  suit  les  principales 
propriétés  des  points  K,  «o,  to'  et  les  expressions  très 
remarquables  qui  représentent  les  droites,  les  coni- 
ques, etc.,  liées  au  groupe  K,  co,  co';  comme  cas  parti- 
culier, en  prenant  pour  K  le  point  de  Lemoine,  nous 
aurons  ce  qui  se  rapporte  aux  points  de  Brocard. 

Dans  tout  le  Mémoire,  nous  poserons,  pour  abréger, 

aïx*-  —yzbc  ==  A,     b^y^—zxca  —  B,     c2^2  —  xr  ab  =  C. 

3.    L  équation  de  ouo'  est 

A  B  o        G 

(i)  -a-  -  p+  -7=0. 

J  *■' 

I.   ] /équation  de  la  conique  tôt./ ARC  esl 

A  B  G 

(2)  -  Py  -4-  -r  «y  -r-  -  ap  =  o. 

Lorsque  K  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

c2  62  —  a  »     #2  r2  —  6*     /;2  a2  —  c* 
a  b  c 

l'équation  (2)  représente  le  cercle  circonscrit  au  trian- 
gle ABC. 

Lorsque  K  est  sur  l'une  des  trois  ellipses  qui  sont 
tangentes  à  deux  côtés  d'un  triangle  aux  extrémités  du 
troisième  et  qui  passent  par  le  centre  de  gravité,  ellipses 
donl  les  équations  sont 

<7-  a- —  bc  Py  """  ": 
sur 

<f--x>-      bc  Py       o 

par  exemple,  laconique  que  peprésente  l'équation  (a) 
se  décompose  en  <  1  < ■  »  1  —  droites  dont  l  une  est  le  côté  BC 
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du   triangle,   l'autre  est  la  droite  Aco  ou  Ao/,    ear  les 
trois  points  A,  (o,  o/sont  alors  en  ligne  droite. 
Lorsque  K  est  sur  la  conique  dont  l'équation  est 

a  cos  A  (  a2  a2  —  bc  [3y  )  -4-  b  cos  B  (  62  fi2  —  ca  y  a  ) 

4-  c  cos  G  (  c2  y2  —  ab  ap)  =  o, 

et  qui  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité  E  de  ABC,  la 
conique  représentée  par  l'équation  (2)  est  une  hyper- 
bole équilatère. 

Le  centre  de  la  conique  représentée  par  l'équation  (2) 
a  pour  coordonnées 

A(B-+-C  —  A)'  B(A-+-C  —  B)     C(A  +  B—  G) 

, ,  _. 

abc 

§  II.  —  1.  Si  Al9  B|,  C|  sont  les  intersections  respec- 
tivement de  Bo/  avec  Cco,  de   Co/  avec  Ato.  de   A 


(0 


avecBw;  si  A',,  B, ,  C\  sont  les  intersections  respecti- 
vement de  Co/  avec  Boj,  de  Ao/  avec  Geo,  de  Bo/ 
avec  A  oj,  on  aura 

_    .                                                   Coordonnées  des  points. 
Points.  |.„M  -        _ „ 

Aj bcx,  c2z,  b2y, 

Bj c2z,  caJi  a2x, 

Ci b2y,  a-x,  abz, 

Aj beyz,  aby^y  acz-, 

B\ abx2,  cazx,  cbz-. 

C\ acx2,  cby2,  abzy. 

2.   Les  triangles  ABC,  A1B1C1  sont  homologiques  et 
le  centre  1)  d'homologie  a  pour  coordonnées 

i  1         1 

a-x     b2y      c%zi 

l'axe  d'homologie  G  a  pour  équation 

a  BG  x  +  b  AG  p  +  c  A  B  y  =  o. 
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Les  équations  de  B,Ct,  A,C,,  A,  B,  sont 

a  K  a  -+-  b  G  p  -f-  c  A  y  =  o,     .... 

Remarque.    —    Soit  n  Je  point   où  CD'  coupe  AB, 

11 A        ax 

5b  =  £7' 

3.   Les  triangles  ABC,  A'4  B'(  C,  sont  homologiques  et 
Je  centre  D'  d'Iiomologie  a  pour  coordonnées 

ax2,  by-,  cz2. 

L'axe  d'homologie  est  Gj  BtC,   et    B',  C,  se  coupent 
donc  sur  BC. 

Les  équations  de  B',  C, ,  A',  Q\ ,  A',  B'^   sont 

bcyz  A  a  -+-  bar'2  G  3  -+-  acx2  B  y  =  o,      .... 

Remarque.  —  Soit   IT  le  point  où  CD'  coupe  AI), 
on  a 

ll'A       b*y*       i"Tbj 
ÏFB  ="  ^^  =3  g£*'" 

i.   11  résulte  de  ce  qui  précède   que,  si  deux  poiuts 

(  r,  )',  3),  (x',  •> '7,  z')  ont  entre  leurs  coordonnées  la  re- 
lation 

<,;■>>  x2x'  =  btyiy  =  c3*a  s', 

le  point  D'  correspondant  à  x,  j  ,  z  coïncidera  avec  le 
point  I)  correspondant  «à  .r',  7',  z' . 

Ainsi,  par  exemple,  le  point  D'  correspondant  au  point 
a'"    xbm'  '  <•"'-'    coïncidera  avec  le   point  D   correspon- 

,  .111 

(lanl  au  point  — 


flîm+l    (j>/>i-hi   (.2m+i 


'i.   La  conique  \,  B,  (],  ox./  a  pour  équation 

(3  1  I  :•-/-        A./  ■-•/,-•       '■.':ry-        ".r-'i-; 

h  \  -  /  -■        c  Z*  X  B        0 
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elle  passe  par  le  point  K 

#>  y-,  zi 

et  par  le  point  0* 

x(by-\-cz —  ax),    y(ax-+-cz —  by),     z{by-\-ax —  cz). 

C'est  la  conique   des  sept  points  correspondant  à  K. 

Si  K  estle  point  de  Lemoine,  elle  devient  le  cercle  de 
Brocard  et  elle  n'est  un  cercle  que  dans  ce  seul  cas. 

Remarque.  —  L'équation  (3)  reste  la  même  si  l'on 
change  a  en  x,  penj",  yen  z  et  réciproquement;  donc, 
si  l'on  prend  un  poiut  quelconque  H  de  la  conique  des 
sept  points  correspondant  à  un  point  K,  la  conique 
des  sept  points  correspondant  à  0  passera  en  K. 

Laconique  des  sept  points  est  une  hyperbole équila- 
tère  lorsque  K  est  sur  la  droite 

acosA+  [3  cos  B  -h  y  cos  G  —  o, 

qui  est  l'axe  d'homologie  du  triangle  ABC  et  du  triangle 
formé  par  les  pieds  des  hauteurs. 

C'est  une  parabole  si  K  est  sur  l'ellipse  maxima  in- 
scrite dans  ABC. 

Une  ellipse  si  K  est  à  l'intérieur  de  cette  ellipse. 

Une  hyperbole  si  K  est  à  l'extérieur  de  cette  ellipse. 

Une  droite  si  K  s'éloigne  à  l'infini,  et  cette  droite 
enveloppe  l'ellipse  maxima  inscrite  dans  le  triangle. 

6.  La  conique  qui  passe  par  les  cinq  points  A'n  IV,, 
C,,  «,  tû'  a  pour  équation 

\   abc ( ayz  a'2  -h  b  xz  (i*  -+-  cxy  y2  )  —  b-  c2yz  $y 

(  —  a2  c2  xz  ay  —  a?b'2xyxrp  =  o , 

elle  passe  aussi  par  le  centre  de  gravité  de  ABC. 

§  IIL  —  On  a  facilement  la  démonstration  des  théo- 
rèmes suivants  : 

1 .   Si  par  D  on   mène  des  parallèles  aux  trois  côtés 
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du  trions  le  ABC ,  les  longueurs  que  deux  de  cas  paral- 
lèles interceptent  sur  le  troisième  côté,  respectivement 

sur  BC,  AC,  AB,  sont  proportionnelles  à  -  -,  -■>  — 

x    y    z 

2.  Si  par  D'  on  mené  des  parallèles  aux  trois  côtes 
du  triangle  ABC,  les  longueurs  que  deux  de  ces  paral- 
lèles interceptent  sur  le  troisième,  respectivement  sur 
BC,  AC,  AB,  sont  proportionnelles  à  a3x~,  b:ij-,  c3.?2. 

3.  En  faisant  les  mêmes  constructions  pour  o/,  les 
longueurs  interceptées  sur  BC,  AC,  ÀB  sont  proportion- 

• ,       ,    a       b        c         ,         .    j . 
nettes  a  7—  >  - —  ■>  —  ■>   c  est-a-aire  inversement  pronor- 

by     cz      ax  '       ' 

tionnelles  aux  coordonnées  du  point  F  (voir  §  ^  JII). 

i.  En  faisant  les  mêmes  constructions  pour  10,  les 
longueurs  interceptées   sur  BC,  AC,  AB  sont  propor- 

ii       ,    a       b       c        ,         ,     7. 
tionnelles  a — >  — ■>   -7 — >  c  est-a-aire  inversement  pro- 
cz     ax     by  ' 

por tionnelles  aux  coordonnées  du  point  H  (voir  g  \  III). 

5.  Si  par  03  oji  mène  des  parallèles  à  AC  et  à  AB 
qui  interceptent  sur  BC  une  longueur  L:  si  par  0/  on 
mène  des  parallèles  à  AC  <?£  à  AB  ^tti  interceptent  sur 
BC  «/*<?  longueur  L/ ;  o;/  aura 

L        />r 

L  C  ^ 

w  ////r  série  r/e  relations  analogues  en  considérant  les 
anti parallèles  aux  côtés  au  lieu  des  parallèles,  les 
longueurs  interceptées  sur  les  parallèles  ou  sur  les  anti- 
parallèles  par  les  CÔtés,  etc. 

6.  Par  (•>  menons  une  parallèle  à  AC  qui  coupe  CB 
en    I    W    \B  e/1  C  , . 


(    2<>9    ) 

/'(trio  menons  une  parallèle  àBA  qui  coupe  AC  en  ni> 
et  BC  en  Mi- 

Par  to  menons  une  parallèle  à  CB  qui  coupe  BA  en  G 
e£  C  A  <?/z  iili , . 

Par  lo' menons  une  parallèle  à  AB  qui  coupe  BC  e/z  -l/ 
£•£  CA  e/i  ift»^ . 

Par  lu'  menons  une  parallèle  à  BG  qui  coupe  CA  en  i)l>' 
e£  ABe«  G't . 

Paz*  to'  menons  une  parallèle  à  C  A  ^m  coupe  AB  e/i  G' 
e£  BC  en  A>\ . 

On  a  les  relations 

y  x  co',A/  =  z  x  w'iib'  =  x  X  o/  C, 
jaè2  x  lo'X\  =  zbc^x  w'l)b',  =  .rc«2  x  w'G', , 
5  ac2  x  a/  JV,  =  x  ba2  x  to  \\\>  =  y  cb2  x  eu  G, 
£  X  Wcl.j  =  X  X  COlll)!  =jx  wGi, 

7.   Zes  droites  KAj ,  KB, ,  KCH  o/z£  pour  équations 

(by  -h  cz')% — bx  (3  —  cx*[  =  o,     ...; 

rfo/zc  e//es  50/2/  parallèles  à  BC,  AC,  AB  respectivement, 
et  l'on  peut  dire  que  : 

Les  parallèles  menées  par  At,  BM  C1  respectivement 
à  BC,  AC,  AB  5e  coupent  au  point  K. 

§  IV.  —  1 .  Soient  X,  p,  v  (  voir  §  I)  les  points  où  les 
droites  Au,  Bto,  C  w  coupent  respectivement  BC,  AC,  AB. 
Soient  V,  u/,  v'  les  points  où  les  droites  Aw',  Bw',  Cco' 
coupent  respectivement  BC,  AC,  AB. 
On  a 

by         X  G  c  -3  jj.  A  a  .r         v  H 

«•*  "      XB  '       by  '      jXc  '       cz  '  "Ta"' 

aa;         À' G         b  y         u/A         es         v'JB 


r-         X'B        «•*"         (jl'G        (jy         /' A 
2.   On  peut  remarquer  que  les  points  X,  y.,  v  divisent 
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[es   cotés  BC,  CA,     VB  dans  le  même    rapport  que    les 
points  v',  À',  <jJ  divisent  les  cotés  AB,  BC,  CA,  et  l'on  a 


xc.vc 

by 

—  -J—  ■> 
cz 

u.  A  .  u,'  A 

cz 
ax 

vB.v'B 

v  A .  v  A 

ax 

ÏB.ÎJB 

<j.  G  .  u!  G 

by 

11  est  évident  que  les  égalités  pourraient  être  prises 
pour  représenter  les  points  w  et  o/;  ils  seraient  alors 
définis  par  une  permutation  tournante  des  lettres  «,  Z>, 
c,  etc.,  au  moyen  du  rapport  des  segments  que  les 
droites  joignant  ces  points  à  un  sommet  déterminent  sur 
le  côté  opposé;  si  donc  on  transforme  par  points  asso- 
ciés (  *)  une  figure  liée  à  to,  o/,  la  ligure  transformée  aura 
par  rapport  aux  points  associés  de  to  et  de  0/  des  pro- 
priétés tout  à  l'ait  analogues  à  celles  de  la  figure  primi- 
tive par  rapport  à  w  et  0/;  seulement  certains  segments 
additifs  seront  devenus  soustractifs  ou  réciproquement. 

Ainsi,  par  exemple,  si  nous  faisons  la  transformation 
associée  — «r,jr,  .3,  aux  points  oV,  eu  dont  les  coordon- 
nées sont 

xzc,  yxa,  zyb,     xyb,  yz<\   zxa 

correspondent  les  points  o)^,  m(1  dont  les   coordonnées 

sont 

—  xzc,  yxa,  zyb,     -r.xyb,  yzc,   z.ra. 


(')  Voir  Congrès  de  Blois,  Association  française  pour  l'avance- 
ment des  Sciences.  Communication  de  M.  E.  Lemoine  sur  les  points 
associés  du  plan  d'un  triangle. 

Il  suffit,  pour   l'intelligence  de  ce  que  nous  disons  iri.de  savoir  : 
1    Qu'à  nu  p. uni  (  >  dont  lc>  coordonnées  sont  2.  :.  y  correspondent 
Les  associés  0a,  <  \b,  (>,.  donl  !•'>  coordonnées  ><>nt  respectivement 

—  a.  [i.  y:     a.  —  ;j.  y;     a.  p,  —  y. 

Que  %i/(zt  P,y)      0  est  l'équatjon  d'une  courbe  M,  sa  trans 
formée  par  points  associés  M    sera 


(    ai,    ) 
(jiii   donnent   lieu    à   une   conique  passant  par  les  sept 
associés  de  to,  co',-  A,,  BM  C,,  K,  Qa. 

Agj„,  Ato^  coupent  BC  respectivement  en  A  et  en  //. 

Btort,  Btott  coupent  CA  respectivement  aux  conjugués 
harmoniques  de  p.  et  de  [jJ  par  rapport  à  A  et  à  C. 

Ctoa,  Cco^  coupent  AB  respectivement  aux  conjugués 
harmoniques  de  v  et  de  v'  par  rapport  à  B  et  à  A. 

A  chaque  point  K  correspondent  donc  quatre  couples 
de  points  w,  w';  quatre  coniques,  etc.,  qui  jouissent  de 
propriétés  analogues. 

3.  On  voit  facilement  que,  comme  pour  tous  les 
groupes  de  quatre  droites  associées,  les  quatre  droites 
toti/,  lOa^'a-,  w£wè  i  Mc^>'c  forment  trois  à  trois  quatre 
triangles  inscrits  dans  ABC,  c'est-à-dire  que  trois  quel- 
conques d'entre  elles  forment  un  triangle  inscrit  dans 
ABC  et  homologique  avec  lui }  les  quatre  centres  d'ho- 
mologie  de  ces  triangles  et  de  ABC  sont  quatre  points 
associés,  celui  de  ABC  et  du  triangle  formé  par  (i)aw^, 
w^to^,  tocw^,  a  pour  coordonnées 

x      y     z 

A'  B'  C'   "/* 

4.  Les  droites  \ù!  et  Aji/  sont  tangentes  à  la  parabole 
qui  touche  CA  en  A  et  CB  en  B.  Cette  parabole  a  pour 

équation 

c2y2—  4a6ap  ==  o. 

§  V7.  —  1.  Les  triangles  ABC,  A,B,C,,  oWD  ont 
même  centre  de  gravité  E. 

2.  Si  S  est  le  milieu  de  wo/,  les  trois  points  D,  E,  S 
sont  en  ligne  droite  et  l'on  a 

VE  =  2  ES. 

Le  milieu  de  BC,  le  milieu  de  B,  Ci  et  le  point  S  sonl 
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,  ,,   |r  h.    .||  ..Jr     !.    .  .  OOI  tloilIlécH  de  S  -"lit 

,  ,  1 1       |     ,      k(i  "  '  {ax      Ai 

;t    l.c.  droitoi  AK,  HR,CK  coupent  la  conique  (3 
i,     ||  |,i  points  respectivement  en  A.2,B,,C2. 
\ .  .i  poui  coordonnées 

i  i  i 

,  /<  i    i   <•  3       ax  I     j  {  by    ,  c  z  —  ax  i 

i )i\  tuètnu  l» •,  Gj,  etc, 

I     V ,  \ .  ,i  pour  équat  ion 

/  .  )      6  -  v  6  i       ax)      <--{  ax 

M       .ne  me    l\  \\  .  .    I    ,  (      .    ('[•'. 

( ',  i  ii(>h  droites  passent  par  le  rentre  de  gravité  t 
\IU    qui  est   ainsi   le  ventre  dhouiologie  des  deux 
\     •   i        \    i  I   ( 
I     ;\e  .  -     en\  triang  la  po- 

vle  E  par  rapport  à  La  conique  des  sept  \ 

;r  —  à* 

v  —  e«  jr  m  A  —  B  i  =  o. 
^umeï  A  et  le  point  >  qui  .i 


fc  v  pv»I«  iv  jjv>    par  rj^  • 


(  2.3  ) 

7.  Soient  M,  N,  P  les  milieux  de  BC,  AC,  Ali. 
MC2  a  pour  équation 

<x(ax  —  cz)-±-  fibx  —  ^cx  =  o; 

la  parallèle  à  MC2  menée  par  B  a  pour  équation 

vlz  -f-  i^x  ==  o  ; 

CC2  a  pour  équation 

ar  —  |3^  =  o. 

Donc  CC2  passe  en  K. 

8.  Soit  ^c  le  point  ayant  pour  coordonnées 

x,  y,  ~\z: 

Jc  est  l'intersection  avec  CC2  de  la  parallèle  à  MC2  menée 
par  B.  On  voit  que  Jr,  K,  C  sont  en  ligne  droite  et  que  (  I2 
est  le  milieu  de  CJr. 

L'équation  de  la  parallèle  à  AB  menée  par  Jc  est 

a olz  -+-  b  P z  4-  2 y  (ax  -h  h  y  )  —  o. 

Cette  droite  coupe  CP  au  point  1,. 

i         r  i 


a  z     l>  z  ax  -+-  h  v 

donc  CIr  passe  en  E. 

L  équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  cinq  points 
A,  B,  C,  Ic,  Jr  est 

1  >  arffy   f-ja^  -h*ajî=:  o; 

son  centreest  O*. 

Cette  conique  passe  évidemment  aussi  par  les  points 


(   a«4  ) 
.1,,,  l/M  J„,  ,\b  doiiL  les  coordonnées  sont  respectivement 


by  -\-  cz      bx      ex 
]  i  i 


ay  ax  -4-  cz      cy 

a?,        ^y,  z. 

On  a  donc,  pour  chaque  point  K  (.r, j r,  s),  la  notion 
dune  conique  circonscrite  à  ABC  et  qui  passe  par  six 
autres  points  bien  déterminés. 

9.  JNCo  et  AJr  sont  parallèles,  ainsi  que  C2M  el  BJC. 

10.  C,, P,  O*-,  B,,N,0^  A,, M,  Ok  forment  trois 
groupes  de  trois  points  en  ligne  droite. 

11 .  PJr  a  pour  équation 

azoL  —  bz?j  —  i^{ax  —  by )  ==  o. 

12.  Les  droites  0#D  et  G  ont  des  directions  conju- 
guées par  rapport  à  la  conique (5). 

§  VI.  —  1.  Le  centre  Z  de  la  conique  des  sepl  points 
a  pour  coordonnées 

(\-+-\)x,     (B-f-A\r.     (C-+-A)*, 
en  posant 

beyz  -+-  cazx  ->-  abxy  =  A. 

2.   La  droite  KO*  a  pour  équation 

7  y  z  i  c*  —  &x)-f-  [i./'-(  aa?  —  cs)-t-  7  •/;>'<  by  —  ase  1    -  o: 

elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  Z,  donc  : 

l\,  Z,  (  )/,  sont  en  ligne  droite  el  par  suite  K  et  (  ) ,  sont 
les  deux  extrémités  d'un  diamètre  de  la  conique  (\vs  sept 
points. 


(  ■>■  '  ■>  ) 

3.  Comme  A2,  B2,  C2  sont  sur  celle  conique  et  sont 
les  milieux  des  cordes  AJrt,  BJ/,,  CJr.  menées  par  R  [voir 
§  V,  n°  8)  de  la  conique  ABCU^J^que  nous  nomme- 
rons conique  circonscrite  des  six  points  et  qui  est  repré- 
sentée par  l'équation  (5)],  on  voit  que  cette  conique  et 
la  conique  des  sept  points  sont  homothétiques. 

La  conique  (5)  jouit,  par  rapport  à  la  conique  des 
sept  points,  des  mêmes  propriétés  que  le  cercle  circon- 
scrit au  triangle  ABC  par  rapport  au  cercle  de  Brocard. 

4.  La  polaire  deC,  par  rapport  à  la  conique  des  sept 
points,  a  pour  équation 

a6jK2-h  fiax2  —  ixyc*(  =  o. 
Le  pôle  de  AB  a  pour  coordonnées 


x(acxz  -h  ib2y'1)      y(cbzy  h-  '±a2x2)     z{\abxy  -+-  c2 z'1  ) 

O.   Le  triangle  ABC  et  le  triangle  formé  par  les  po- 
laires de  ses  côtés  ont,  pour  centre  d'homologie,  le  point 

x  y  z 


cbzy  -+-  ia2x2      ac xz  -h  1  b2y2      bayx  -+-  1c2  z2 

6.  Si  l'on  mène  les  tangentes  en  ABC  à  la  conique 
circonscrite  des  six  points  (5),  ces  trois  tangentes  for- 
ment un  triangle  liomologique  avec  ABC  ayant  R  pour 
centre  d'homologie,  l'axe  d'homologie  est  la  droite 

a        3        y 

-  H-  -  -+-  -  =0. 

x       y       z 

7.  Le  produit  des  trois  perpendiculaires  abaissées 
de  g)  sur  les  trois  côtés  de  ABC  est  égal  au  produit  des 
trois  perpendiculaires  abaissées  de  ci)'  sur  les  mêmes 
côtés-,  ce  produit  a  pour  valeur 

8S:iabcx2y2z2 


(  2i6   ) 
8.   La  droite  EZ  a  pour  équation 

aoi(cz  —  by){  B  -+-  C)-*-  b$(ax  —  cz)(C  -+■  A  ) 

—  c  T  (  by  —  ax)  ( A  -+-  B )  =  o. 

Le  point  d'intersection  de  EZ  et  de  DO*  est  sur  la  co- 
nique circonscrite  des  six  points  et  a  pour  coordonnées 


a(B-hC)       b(G-hA)       c(A-hB) 

9.  Remarquons  que  les  points  que  nous  avons  consi- 
dérés peuvent  se  grouper  deux  à  deux,  en  points  se  cor- 
respondant de  telle  façon  que  les  produits  aa',  (3|j',  yy* 
de  leurs  coordonnées  de  même  nom  soient  proportion- 
nels respectivement  à—  >  j-j  -  (');  par  exemple  <o  et  w', 

E  et  K,  D  et  D',  S  et  S',  etc.,  sont  ainsi  correspondants. 
Le  correspondant  O^  de  O*  a  pour  coordonnées 


a{by  -hez  —  ax)      b{ax  -h  cz —  by)     c(ax-r-  by  —  ex) 
Le  correspondant  Z'  de  Za  pour  coordonnées 


a(An-A)'    &(B  +  A)'    e(C-bA)' 


(')  Etant  donné  un  point  quelconque  dont  les  coordonnées  sont 

ft(x,  y,z),    f,(x,y,  s),    f3(x.  y.  s), 

on  peul  déterminer  un  transformé  de  ce  point  par  la  condition  que  ce 
transformé  aura  pour  coordonnées 

—    2L     _L. 

"/.  '  l>fi  '  c/3  ' 

Lorsque  le  point  dont  les  coordonnées  —  *  »  ■  »  t  .r.v.z  est  le  point  de 
Lemoine,  ./•.  r.  c  sont  proportionnels  à  a,b,c  el  Ton  tombe  sur  la 
transformation  inverse   du   capitaine   Mathieu  (Nouvelle*  Annales, 

p.    .MM.     I  S'il    I. 

La  transformation  plus  générale  que  nous  indiquons  ici  donne  des 
résultats  tout  à  l'ait  analogues  à  ceux  que  trouve  |(-  capitaine  Mathieu 
dans  son  remarquable  Mémoire. 


(  2'7  ) 
10.  On  verrait  facilement  avec  tout  ce  qui  précède 

que 

Z,D',K,  O/,;  E,  S',D';  0'A,Z',S;  0*,S',Z'; 

K,S',  D;  Z,S',Oi;  ..., 
sont  en  ligne  droite. 

$  VII.  —  Les  six  points  X,  [à,  v,  )/,  u/,  v'  définis  (§  1) 
ont  respectivement  pour  coordonnées 

o,  cy,  ax;     by,  o,  az;     bx,  cz,  o;     o,  ax,  by; 
ex,  o,  by;     cz,  ay,  o; 

ils  sont  sur  une  conique  dont  l'équation  est 

abc(ayz  a2-+-  bxz$%-\-  cxy^) —  cby$(a2x2-+-  beyz) 

—  aca.y(b2y2  -h  acxz) —  ba^(c2zi-\-  abyz)—  o. 

J'ai  cherché  pour  quels  points  K  cette  conique  était  un 
cercle^  la  recherche  parait  assez  compliquée,  mais  il  est 
facile  de  voir  que  ces  points  en  nombre  fini  sont  sur 
l'hyperbole 

dont  le  centre  est 


«(c2—  b'2)      b(a*—c*)     c{b*  —  a*) 

Cette  hyperbole,  qui  est  à  elle-même  son  associée 
[voir  §  IV),  passe  parle  centre  de  gravité  et  par  les  cen- 
tres des  cercles  inscrits  et  exinscrits-,  par  projection,  on 
a  donc  le  théorème  suivant  : 

Les  quatre  centres  de  chaque  groupe  de  quatre  co- 
niques homothé tiques  entre  elles  et  inscrites  à  un  trian- 
gle, le  centre  de  gravité  et  les  symétriques  de  chaque 
sommet  par  rapport  au  milieu  du  côté  opposé  (associés 
du  centre  de  gravité)  sont  huit  points  appartenant  à 
une  même  hyperbole. 

Ann.de  Matkémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Mai  !<XS.r>.)  l5 
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(  2I9  ) 
démontre  ce  remarquable  théorème  : 

Si  l'on  part  d'un  point  K  et  que  Von  cherche  le 
point  direct  et  le  point  rétrograde  de  K,  puis  le  point 
direct  et  le  point  rétrograde  de  chacun  de  ces  nouveaux 
points,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  six  points  différents 
seulement,  savoir  : 

i°  K  \  2°  oV  point  direct  de  K;  3°  H  point  direct  de 
a/  ;  4°  w  point  rétrograde  delL\  5°  ¥  point  rétrograde 
de  il>  ',  6°  D  poiîit  direct  de  H. 

Les  coordonnées  de  D  dans  le  Tableau  précédent  nous 
montrent  que  ce  point  [voir  §  II)  est  le  centre  d'homo- 
logie  des  deux  triangles  ABC,  A<  B1G1 . 

R  et  D-,  u>'  et  F}  o>  et  H  sont  conjugués  isotomi- 
ques  (1). 

2.   Si  deux  points 

w  ;  a,   3,  y     et     w'  ;   a',    fi',  y' 

sont  tels  que  l'on  ait 

a»'  _    6ft'  _     cy' 
c  y         «  a         6  [3 

w'  et  w  sont  respectivement  le  point  direct  et  le  point 
rétrograde  d'un  point  ayant  pour  coordonnées 

b     c     a 
->    -y    q-> 
Y     a     p 


(')  M.  Neuberg  (voir  Mémoire  sur  le  tétraèdre,  p.  io)  ap- 
pelle conjugués  isotomiques  deux  points  tels  que,  si  on  les  joint  à 
un  même  sommet  d'un  triangle,  les  droites  ainsi  obtenues  coupent 
le  côté  opposé  en  deux  points  symétriques  par  rapport  au  milieu  de 
ce  côté.  Voir  aussi  de  Longchamps  {Annales  de  l'École  Normale, 
année  1867),  qui  le  premier  a  étudié  ces  points  et  les  droites  réci- 
proques qui  s'en  déduisent;  voir  aussi  même  auteur  :  Congrès  du 
Havre,  de  l'Association  française  pour  l'avancement  des  Sciences, 
18-7-7. 


(     2  20    ) 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 


c     a     b 

Ô7  " 


§  IX.  —  Nous  ne  voulons  pas  allonger  indéfiniment 
cette  étude,  dans  laquelle  nous  avons  généralisé  les  tra- 
vaux de  M.  Brocard  [  Congrès  d'Alger  (1881)  et  de 
Rouen  (  1 883  )  de  l 'Association  française  pour  l 'avance- 
ment des  Sciences],  en  employant  les  mêmes  notations 
que  lui.  Cependant,  pour  éviter  des  confusions  possibles 
avec  des  points  dont  la  désignation  est  généralement 
adoptée,  comme  O  pour  le  centre  du  cercle  circonscrit  à 
un  triangle,  etc.,  nous  avons  remplacé  les  lettres  O  et  0' 
de  M.  Brocard  par  to  et  t./,  ainsi  que  M.  Neuberg  l'avait 
déjà  fait,  et  les  lettres  H,  H'  par  O*,  O^  ;  nous  dirons 
cependant  encore  quelques  mots  de  la  généralisation  des 
résultats  si  intéressants  obtenus  par  M.  Brocard  {Journal 
de  Mathématiques  spéciales,  p.  197}  1884). 

Ainsi  il  y  a  une  hyperbole  circonscrite  à  ABC  qui 
passe  parles  points  O);.,  E,  D,  Z',  S'  \  son  équation  est 

cz —  by        ax — cz        by — a  x 

—  H ; 1 =  o  ; 

a  y.  b$  c  Y 

son  centre  W  a  pour  coordonnées 

(cz  —  by)*-      (ax  —  czY-      (by  —  ax)*- 

. , , , 

abc 

et  il  est  sur  la  conique  passant  par  les  milieux  des  trois 
côtés  du  triangle  et  homothétique  a  la  conique  circon- 
scrite des  six  points  (  $  \  1 ,  n"  3  ). 

L'équation  de  cette  conique',  qui,  par  rapport  à  la  co- 
nique circonscrite  des  six  points,  joue  le  même  rôle  que 
le  cercle  des  neuf  points  par  rapport  au  cercle  circon- 
scrit, est 

r?!a2(r:-f-/n         ax)-\    b*  'y  1  a  ./•  --  c  z  —  h  y  > 

-+-  c'y '  "  '     '''.'     ' :      '  ■' '"'•  '  \'    .'  :'ï     sx3)  :  "■ 


(  »■■»  ) 

^Nous  nous  arrêterons  un  instant  sur  les  points  K  qui 
ont  pour  coordonnées  am,  b'n ,  cm\  ils  donnent  lieu,  en 
faisant  varier  ni  de  -h  co  à  —  oo  ,  à  toute  une  série  de 
points  remarquables  pour  les  diverses  valeursqu'ont  alors 
D,  D',  O*,  .  .  .;  on  retrouvera  ainsi  les  résultats  isolés 
obtenus  dans  l'étude  de  ces  points  [voir  Brocard,  Con- 
grès d'Alger,  p.  i5o;  188 1  5  Lemoiive,  Congres  de  la 
Rochelle,  p.  122  et  suiv.  ;   1882). 

Le  cas  de  m  —  1  est  le  plus  remarquable -\  le  point  K 
est  alors  le  point  de  Lemoine,  les  points  co  et  co'  sont  les 
points  de  Brocard;  c'est  le  cas  étudié  en  détail  par  ce 
géomètre  dans  les  Mémoires  déjà  cités. 

Le  cas  de  ni  =  o  mérite  aussi  une  mention  particu- 
lière; K  est  alors  le  centre  du  cercle  inscrit  et  les  points 
co  et  0/  sont  les  points  importants  que  M.  Jérabek  a  étu- 
diés (voir  Mathesis,  p.  192,  ire  année)  et  qu'il  nomme 
respectivement  I|  et  I2  [voir  aussi  notre  Mémoire  sur 
les  points  associés,  Congrès  de  Blois,  1884). 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  de  co  et  de  co'  (It  et  I2  de 
M.  Jérabek)  sont  respectivement 

b,  c,  a;     c,  a,  b. 

Le  point  O*  est  le  point  dont  les  coordonnées  sont 

p  —  a,    p  —  b,    p  —  c  : 

c'est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  formé  par  les 
centres  des  trois  cercles  exinscrits  (voir  Congrès  de 
Rouen,  p.  123). 

Dans  le  cas  de  m  =  —  1  presque  tous  les  points  étu- 
diés viennent  se  confondre  au  centre  de  gravité  de  ABC. 

§  X.  —  Pour  terminer  nous  dirons  que  tous  les  résul- 
tats précédents  peuvent  se  généraliser  encore  par  voie  de 
perspective  et  qu'il  serait  facile  de  trouver,  soit  géomé- 
triquement, soit  par  le  calcul,  les  mêmes  séries  de  points 
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en  ligne  droite,  de  droites  concourantes,  etc.,  que  nous 
avons  rencontrées*,  nous  ajoutons  ainsi  quelque  chose 
aux  intéressantes  recherches  de  M.  Brocard  et  à  la 
Communication  de  M.  G.  Tarry  [Comptes  rendus  de 
l'Académie  des  Sciences,  3  avril  1882).  Pour  donner 
un  exemple  de  cette  généralisation  par  voie  de  perspec- 
tive, nous  nous  contenterons  de  parler  de  la  conique  des 
sept  points. 

Soit  un  triangle  ABC-,  soit  une  droite  A^B^Cc  qui 
coupe  BC  en  A^,  CA  en  B^,  AB  en  Cc. 

Soient  K  un  point  quelconqueduplan  ;  a,  j3,yles  points 
où  AR,  BK,  CK  coupent  respectivement  BC,  CA,  AB. 

Je  pars  de  a  en  suivant  le  périmètre  de  ABC  dans  le 
sens  ACB  et  j'appelle  v,  X,  jj.  respectivement  les  in- 
tersections de  AB  avec  aB^,  de  BC  avec  fiCc,  de  AC 
avec  yAfl. 

Je  pars  de  a  en  suivant  sur  le  périmètre  de  ABC  le 
sens  CAB  et  j'appelle  jji',  v',  )/  respectivement  les  in- 
tersections de  CA  avec  aCc,  de  AB  avec  fiAa,  de  BC 
avec  yBô  : 

i°  Les  six  points  A,  [à,  v,  )/,  u/,  v'  appartiendront  à 
une  môme  conique. 

20  Les  trois  droites  A  A,  By.,  Cv  se  coupent  en  un 
pointto  que  j'appelle  point  rétrograde  par  rapport  à  K. 

Les  trois  droites  A)/,  Bjj/,  Cv'  se  coupent  en  un 
point  (o'  que  j'appelle  point  direct  par  rapport  à  K-,  à 
chaque  point  K  correspond  une  infinité  de  groupes 
binaires  de  points  tû  et  co',  et  un  groupe  à  chaque  posi- 
tion  de  A^B^C,-  d'où  l'on  déduit  une  méthode  de  trans- 
formation des  ligures,  intéressante  à  étudier. 

3°  Soient  A,,  B,,  C,  les  intersections  respectivement 
<lc  Ho/  avec  Geo,  de  C(o'  avec  \<->,  de  Aco'  avec  Bw; 
soient  A^IV^.C^,  les  conjugués  barmoniques  de  An  par 
rapport  ,1  BC,  de  B/,  par  rapport  à  CA,  de  (  \c  par  rapport  à 
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AB;  les  trois  droites  A<  A^,  BjB'^,  C,C'C.  se  coupent  en 
un  point  O*. 

4°  Les  sept  points  (o,  w',  A, ,  B( ,  C,,  K,  O*  appartien- 
nent à  une  même  conique. 


SIR  LA  CONSTRUCTION  DES  COURBES  DONT  L'ÉQUATION 
EST  DONNÉE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES 

[suite  (' )]  ; 
Par  M.  Gh.  BIEHLER. 


II. 

THÉORIE    DES    ASYMPTOTES. 

1.  Nous  supposerons,  comme  précédemment,  que 
l'équation  de  la  courbe  soit  donnée  sous  la  forme 

(i)     p'"cpm(w)  -+■  p"1"1  Om-ittû)  ■+-.  .  .+  p  'fi(w)  +  cp(w)  =  o. 

Soit  a  une  racine  simple  de  l'équation  cpm(to)  =  o,  c'est- 
à-dire  soit  cpm(a)  =  o  et  <p'w(a)  <  o. 

Nous  supposerons,  pour  commencer,  que  z>m_i  (a)  soit 
aussi  différent  de  zéro. 

Lorsque  to  s'approche  de  a,  une  seule  racine  de  l'équa- 
tion (i)  augmente  indéfiniment;  toutes  les  autres  ten- 
dent vers  des  limites  finies;  il  est  aisé  de  trouver  le  signe 
de  cette  racine. 

On  a,  en  effet,  en  désignant  par  p4,  p2,  .  .  . ,  pm  les 
m  racines  de  l'équation  en  p, 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  IV,  p.  i53. 
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et  l'on  voit  que  le  signe  de  la  racine  qui  augmente  in- 
définiment est  donné  par  le  signe  du  second  membre, 
lorsque  m  est  suffisamment  voisin  de  a. 

Nous  poserons  a)  =  a-f-e,  comme  nous  l'avons  déjà 
fait,  et  nous  ferons  tendre  £  vers  zéro. 

La  quantité  —  '  '""*         prend  alors  la  forme 

_   ?m-lQ)    _        _   [?m-l(g)+  £  <?'/«-!  (a) -H...] 

et,  par  suite,  elle  a  le  signe  de 

*<Pm(«)' 

Or  l'asymptote  correspondant  à  cette  racine,  nécessai- 
rement réelle,  qui  augmente  indéfiniment,  a  pour  équa- 
tion, comme  l'on  sait, 

p  sin(w  —  a)  =  /, 

/  étant  la  limite  de  p  sin(o)  —  a)  tirée  de  l'équation  de 
la  courbe,  lorsque  w  tend  vers  a. 

Cette  limite  nous  est  fournie  immédiatement  par 
l'équation  (2).  Si  p,  est  la  racine  qui  augmente  indéfi- 
niment, et  Si  la  somme  de  toutes  les  autres  racines, 
l'équation  (2)  prend  la  forme 

cp„,_,(  a) -+-£?;„.,  (<x)H-... 
Pi  H-  S>i  =  — ~2 


£?«(*)-+-  -—'•?',»<  *  ï 


1  .2 


et,  par  suite, 
p,  sine 
on  en  déduit 


c      .                  suis   [<fm    ,(a  )— .  .  . 
S,  sine  = ±J }-f— i; 


?/n    i(a) 
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L'équation  de  l'asymptote  est  donc 

.    ,  x  <pm-i(a) 

pS1n(co-=c)=_^-M. 

2.   Pour  savoir  de  quel  côté  de  l'asymptote  se  trouve 
la  courbe,  il  faut  connaître  le  signe  de  la  différence 

X  =  Pj  sine  —  /, 

pour  les  valeurs  de  s  voisines  de  zéro.  Cette  différence 
a  pour  expression 

X  =-sine^-'(")  +  ^4^  -  S,  sins 
ou  bien 

X  =  —  iLHf   ?m-l(«)  +  £?m-l(a)+---    +  ?//i-l(*)  _  g    gin  £  . 

si  l'on  observe  que  — —  est  de  la  forme 

E*  E4  X  6 

1.2.3         1 .2.3.4.  J 
0  étant  <^  1 ,  on  voit  que  \  a  le  signe  de 

L—       — ^3ôô Slr 

Or  S1?  étant  la  somme  des  racines  p 2  -4-  p 3  -+-  -  -  •  -t~  p»«> 

•    >            ...              ,                     -,            cpm_9(a) 
est  une  quantité  aussi  voisine  cru  on  veut  de  — -r—r 

1  J  ?m-l(a) 

qui  représente  la  somme  des  racines  de  l'équation 
Pm_1  <pw-i(w)  +  p'»-2cpm_2(w)  -4- ...-+-  cp ( co )  =0 

pour  bi  =  a. 

On  voit  donc,  en  définitive,  que  X  a  le  signe  de 

["TTâ  ?m(g)  ?m-l(«)  —  ?;„(*)  <Pm-i  («)  +  ?«-«(«)' 
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Soient  OA  le  rayon  polaire  mené  dans  la  direction  a, 
HrT  l'asymptote;  \  représente  la  distance  du  point  M 
situé  sur  le  rayon  vecteur  a  -f-  e,  à  la  droite  HrT. 

Si  A  est  négatif,  le  point  M  est  au-dessous  de  HH/;  si 
)v  est  positif,  le  point  M  est  au-dessus  de  cette  droite. 

Le  rayon  OM  est  mené  dans  la  direction  a -h  s,  £  étant 
positif;  et  OM',  dans  la  direction  a  -h  s,  £  étant  supposé 
négatif.  On  voit  que,  quand  £  change  de  signe,  p,  change 

Fig.  i. 


de  signe,  ainsi  que  ),.  On  obtient  une  disposition  des 
branches  de  la  courbe  autour  de  l'asymptote  analogue  à 
celle  de  la  fig.  i;  cette  figure  a  été  construite  dans 
l'hypothèse  où  le  coefficient  de  £  dans  \  est  négatif. 

3.  Supposons  actuellement  que  le  coefficient  de  i 
dans  \  soit  nul  ;  dans  ce  cas,  X  sera  de  la  forme 

\Q  étant  une  quantité  indépendante  de  £  et  //  une  fonc- 
tion de  £. 

On  voit  que,  pour  «les  valeurs  suffisamment  petites  de 
r,  X  a  constamment  le  signe  de  a(),  quel  nue  soit  le  signe 
de  e;  par  suite,  la  courbe  se  trouve  tout  entière  d'un 
coté  de  l'asymptote,  et  le  point  correspondant  à  l'infini 
«■si  mi  point  d'inflexion  f  fig,  a). 
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La  figure  a  été  construite  dans  l'hypothèse  Je  A0^>  <> 

Fig.  i. 


Le  point  d'inflexion  est  donc  caractérisé  par  la  propriété 
suivante  : 

|?m  («)?/»-!(»  —  <P/;i(«)  ?//i-l  («)   +   ?/»-*(  «)   =  Q 
?m(a)  <fm-lO)   " 

A.   Supposons  actuellement 

cpOT(a)  =  o,     cp/n_!(a)=:o. 

Dans  ce  cas,  deux  racines  de  l'équation  en  p  augmentent 
indéfiniment -,  soient  p,  et  p2  ces  deux  racines,  nous 
avons  les  formules 


(a) 


pi-t-  P2=  A  -h  A'e, 

B  +  B'e 

pip2=  — •> 


A  et  13  étant  des  quantités  indépendantes  de  e,  dont  il 
est  aisé  de  trouver  les  valeurs;  A'  et  B'  étant  des  fonc- 
tions de  e  qu'il  est  inutile  de  déterminer,  mais  dont  on 
trouverait  aussi  facilement  les  expressions.  Des  formules 

(a)  et  (6),  on  tire 


(c) 
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Le  second  membre  a  Je  signe  de  —  —  ?   et,    par   suite, 

p<  et  p2  ne  peuvent  être  réels  que  si 

4B 
>o, 

£ 

c'est-à-dire  si  s  est  de  signe  contraire  à  13. 

Les  formules  (a)  et  [b)  nous  montrent  que  la  somme 

Pi  sins  -+-  p2  sinî 
et  le  produit 

pi  sins  X  P2  sins 

des  quantités  p,  sins,  p2  sins  ont  pour  limites  zéro  ;  cha- 
cune de  ces  quantités  a  donc  pour  limite  zéro.  L'asym- 
ptote correspondant  aux  branches  de  courbe  engendrées 
par  pj  et  p2  est  donc  confondue  avec  le  rayon  polaire 
mené  dans  la  direction  a. 

Le  signe  de  B  nous  donne  la  disposition  de  la  courbe 

Fis.  3. 


autour  de  son  asymptote.  La  construction  de  la  fig\  3 

suppose  B  négatif. 

La  valeur  de  B  est  '  ™~*    t   >  quanti  té  différente  de  zéro 

et  parfaitement  déterminée   dans   l'hypothèse   où    mms 
nous  sommes  placés. 
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5.   Nous  n'examinerons  pas  en  ee  moment  le  cas  où 
l'on  aurait  simplement 

<p/»(a)  =  o,     cp'm(a)  =  o, 

c'est-à-dire  où  l'équation  C5m(w)  =  o  aurait  une  racine 
double*,  mais  nous  y  ajouterons  la  condition 

nous  réservant  de  discuter  le  cas  précédent  quand  il 
s'agira  de  la  construction  des  branches  paraboliques. 
Nous  aurons,  daus  ce  cas,  des  formules  de  la  forme 

A-f-A's 

P1-+-  p2=  — - —  * 

Bh-B's 

Plp2=   p 

pour  exprimer  les  deux  racines  qui  augmentent  indéfi- 
niment. Les  quantités  A,  B  et  le  terme  indépendant  de  s 
dans  A'  et  B'  sont  aisés  à  calculer. 
Ces  formules  nous  donnent 

sine.  .         .  ,   N 
pl  sin£  -f-  P2  sins  ==  (A  H-  A  s), 

sin2s/T_        _. 
Pi  sins  x  p2  sins  =  — —  (B  -f-  B  e). 

Lorsque  £  tend  vers  zéro,  les  quantités   p1  sins,  p2sins 
tendent  vers  des  limites  /,,  /2,  telles  que  l'on  ait 

lt  -+-  l2  =  A , 
Zj  /2  =  B  ; 

lK   et  /o  sont  donc  les  racines  de  l'équation  du  second 

degré 

V1  —  A/  +  B  =  o. 

On  voit  aisément  que 

<?',„-!  (g)  p  'f^-sfai        • 

r\     =  — •)  l>    =    — » 

!«>,„(  a)  i '•?/„(*.> 
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de  telle  sorte  que  l'équation  du  second  degré  qui  a  pour 
racines  lK  et  L2  est  la  suivante  : 

|y;„(a)/2.+.  ^'m_l  (a)/  -h  cp,n_2(a)  =  o. 

Il  nous  faut  maintenant  chercher  la  disposition  de  la 
courbe  autour  des  deux  asymptotes  parallèles 

p'sin(u>  —  a)=Zi,     psin(oj  —  a)  =  Z2. 

Désignons  par  )M  et/X2  les  fonctions  ot  sins,  p2&rae;  ou 
aura 

(a')  X.n-X^^A  +  A'e), 

£ 

(b')  X1X1-5«!î(B  +  B't); 

il  faut  calculer  les  différences 

Soient  V  =  \{  —  /, ,  X"  =  ),2 —  ^2  ^  on  aura 
X'-f-X'=  ^i(A-f-A'ô)  —  A; 
d'autre  part,  les  égalités  («)  et  (Z>)  nous  donnent 

(C)        (Xt-X2)a=  ^[(À  +  À'6)î-4(B  +  B'e)]j 

et,  comme  on  a 

f/,— /2)2-  ,\2-]B. 
il  viendra 

(X1_X2)2__  (/,-/,   ,2 

/sin2ï.  \        sin2^ 

=  (A2-4B)(-— ~i    -+--— ,  »\\  -  ;ir  hA'»i). 


Si  Ton  pose 

aAA'— 4B'=  aCn-C'e, 

C  étant  indépendant  de  s,  l'égalité  précédente  prendra 
la  forme 


(  "il  ) 

car 

s  i  n  -  s 

_!!!_:  =i_0s2,    e<i; 

£* 

par  suite, 

(X'-  X")(Xt  —  X2  +  /,—  /2)  =  aGs  -+-  C"  =2; 

mais,   comme  /1  et  /2  sont  les  limites  respectives  vers 
lesquelles  tendent  ),,  et  X2,  on  peut  écrire 

Xt —  X2-+-  /i—  /2  =  2(/t  —  /2)  -+-  ri> 

7)  ayant  pour  limite  zéro  quand  £  tend  vers  zéro;  on  voit 
donc  que 


X'-X"  = 


2  (  /i  —  /2  )  -+-  *] 


Ce 

À —  V  a  donc  le  signe  de  7  ;  on  connaît  donc  les  va- 

leurs  de  X'+  X"  et  de  V-—  )/'. 

Si  l'on  fait 

A  =  Aj  +  Aj  £, 
on  aura 

X'+x"=  a;£  4-a;ô2, 

X'-X"  =  _^_£  +  G"£2; 
par  suite, 

-'=(a'.-7~)^..., 

"x"'=  (<-j^n; 

)/  et  Xff  ont  donc  les  signes  des  quantités 

A'  -4-        C  V  (^ 

*i  ■+-  7 r  >     Ai  — 


l\  ~~  t2  L\  —  63 

Si  l'on  prend  pour  /,  la  racine 

A  +  v/A2 —  4  |ï 

h  =  ? 


/.,  sera 


et 


/,= 
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A  —  v/\2—  4B 


aX'  aura  le  signe  de  (  A',  h ===  \  z 

\      v/a*-4b; 


il"    » 


G 

v/â^=Tb 


Ces  formules  nous  permettent  de  construire  la  courbe 
autour  de  ses  asymptotes.  Nous  supposons  A2  —  4^  ^>  °  '-> 
cette  condition  est  nécessaire  pour  que  les  racines  p, ,  p2 
soient  réelles  pour  des  valeurs  de  tu  suffisamment  voi- 


Fig.  4. 


sines  de  a.  La  Jlg.  4  a  été  construite  dans  l'hypothèse 
où  les  deux  coefficients  de  s  dans  X'  et  a''  sont  positifs. 
Si  A2 — 4B<C°?  'e  point  à  l'infini  est  isolé,   p,  el  p3 


sont  imaginaires. 


(3.  Si  A2 —  4^:=0^  les  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré  en  /sont  égales,  les  deux  as\  mptotes  se  con- 
fondent, et  l'asymptote  unique  que  l'on  obtient  a  pour 

équation 

\ 

:  -nu  f.)  —  a)  =  — 
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ou  bien 

p  sm(w  —  a)=  —  ±"\,\    /• 

Nous    allons   construire    la   courbe    autour   de    cette 
asymptote 

Dans  ce  cas, 

X,-X2=X'-X" 
et,  par  suite, 

(X'—  X")2=  £!^1[(2AA'  —  4B')e  +  A'n2]. 
Cette  équation  se  met  aisément  sous  la  forme 

(X'—  X")2=  2G£-f-G1£2-HG2£3, 

et  l'on  a 

X'+X"=  A'jE  +  A'ie2; 

ces  formules  nous  montrent  que  Ce  doit  être  positif, 
pour  que  V —  V  et,  par  suite,  V  et  \ff  soient  réels  5  s  ne 
peut  recevoir  que  des  valeurs  d'un  signe  déterminé  5  c'est 

le  terme  ±  y/Cs  qui  donne  son  signe  à  V  et  V  qui  sont, 
par  suite,  de  signe  contraire.  Comme  l'on  a  A2 —  4^  =  0, 
on  a  forcément  B  positif;  par  suite,  la  formule 

B  +  B'c 

Plp2=    p 

nous  montre  que  p,  et  p2  sont  de  même  signe;  on  ob- 
tient donc  une  disposition  de  la  courbe  analogue  à  celle 
de  la  ûg.  5.  Le  point  à  l'infini  est  de  rebroussement  de 
première  espèce. 

Mais,  si  C  =  o,  (V — V)2  prendra  la  forme 

(X'_  X")s=  Gt^.+  C^», 

et,  par  suite,   V — V  est  aussi  voisin  que  l'on  veut  de 

Si  C,<^o,   le  point  de  rebroussement   à  l'infini   est 
Ann.de  Mathêmat.,  3e  série,  t.  IV.  (Mai  i  885.)  16 


isolé \  si  C, 


(  2.5/i  ) 
o,  des  branches  de  courbes  réelles  accom- 


pagneront l'asymptote,   et  l'on   aura  pour  )/ —  /"  une 
expression  de  la  forme 

X'—  X*  =  dt(e/Gl  -4-  &C\  -h...); 

d'autre  part, 

X'-t-X:=-ÀieH-Àïe»? 
par  suite, 

2X"=(A'1-v/g;)£  +  ...: 

en  prenant  le  signe  -f-  devant  le  radical,  ce  qui  est  per- 
mis, )/  et  X"  ont  le  signe  du  coefficient  de  s. 

Si  ces  coefficients  sont  de  même  signe,  on  obtient  la 

Fig.  6. 


fis.  65  s'ils  sont  de  signe  Contraire,  <>n  obtient  la  f\ 


(  23ô  ) 
La  fis.  6  a  été  construite  dans  l'hypothèse  où  les  coef- 
ficients de  £  dans  V  et  dans  \"  sont  positifs. 

Mais,  si  Cj  =  o, 

2X"  =   ^  s  —  v/U^-H  A'2s2; 

£  ne  peut  plus  recevoir  que  des  valeurs  du  signe  de  C2 
on  peut  substituer  à  C2  la  valeur  que  prend  cette  fone- 

Fig.  7. 


tion  pour  £  =  o)  5  on  voit  que  V  et  V  seront  de  même 
signe;  ce  signe  est  celui  de  A',  e.  On  obtient  un  rebrous- 
seinent  de  seconde  espèce.  [A  suivre.) 


SUK  LES  PUISSANCES  DES  NOMBRES; 

Par  M.  Wiêly  Th.  LEWY. 


1.  On  peut  déduire  de  la  théorie  des  restes  la  re- 
marque suivante  : 

Lorsque  Ton  considère  les  puissances  successives  d'un 
nombre   par  rapport    à   un  nombre    quelconque,    mais 


(   9.36  ) 

constant,  si  l'on  retranche  des  différentes  puissances 
autant  de  fois  le  nombre  constant  qu'il  est  possible,  les 
restes  de  la  division  des  puissances  par  le  nombre  con- 
stant se  reproduisent  périodiquement  et  la  période  se 
compose  d'une  certaine  quantité  de  nombres,  nécessai- 
rement inférieure   au  nombre  constant  considéré. 

Si  l'on  considère  de  cette  manière  les  puissances  suc- 
cessives d'un  nombre  dont  la  somme  des  chiffres  est 
égale  à  2(2,  11,  20,  101,  1001 ,  .'..),  il  est  facile  de  vé- 
rifier par  le  calcul  que  les  restes  de  la  division  par  9  des 
puissances  successives  de  ces  nombres  se  reproduisent 
périodiquement  et  sont,  pour  une  période, 

(—2,  —  4)+i,  -1-2,  -+-4,  — i,  —2.  —4. 

Nota.  —  Les  chiffres  entre  parenthèses  indiquent  les 
premiers  restes  et  sont  placés  entre  parenthèses  de  ma- 
nière à  mieux  faire  voir  que  la  période  -F-  1  indique  qu'il 
faut  ajouter  1  à  la  puissance  considérée  pour  en  faire  un 
multiple  de  9  -,  —  1 ,  qu'il  faut  retrancher  1 . 

De  même,  la  période  des  restes,  par  rapport  au  nom- 
bre constant  9,  des  puissances  successives  des  nombres 
dont  la  somme  des  chiffres  est  égale   à  4(4»  *3,  9.2,  3i, 

4o,  io3,  .  .  .),  est 

—  4,  +2.  —  1. 

La  série  des  puissances  des  nombres  dont  la  somme 

des  chiffres  est  («gale  à  5(5,  i4>  2^?  •  •  ■)•>  a  pour  période 

des  restes 

+  4,  +2,  -w,  —4,  —2,  —1, 

qui  est  précisément  l'inverse  de  la  période  donnée  pour 
les  puissances  de  2,  1 1 ,  101,  .  .  . . 

Pour  les  puissances  des  nombres  dont  la  somme  des 
chiffres  es  1  7(7,  10,  20,  ...),  on  a  la  période 

H-  2,    —  j,    —  1. 

inverse  <le  celle  dv^  puissances  de  4,  1 3 


(  *?  ) 

Enfin,  pour  les  puissances  successives  des  nombres 
dont  la  somme  des  chiffres  est  8(8,  17,  26,  ...),  les 
restes  des  divisions  par  9  sont 


-+- 1,  —  1. 


Remarque.  —  Les  nombres  dont  les  puissances  suc- 
cessives, divisées  par  9,  donnent  des  séries  de  restes 
inverses,  sont  différents  de  3,  comme  2  et  5,  4  vl  7i 
comme  le  sont  précisément  les  nombres  3,  G  et  9  dont 
les  restes,  o,  peuvent  être  considérés  comme  formant 
des  périodes  inverses. 

2.  On  peut  conclure  de  la  théorie  des  restes  que,  si 
Ton  divise  les  puissances  d'un  nombre  par  les  nombres 
10,  100,  1000,  ...,  les  restes  se  reproduiront  périodi- 
quement, c'est-à-dire  que,  si  l'on  considère  les  puis- 
sances successives  d'un  nombre,  les  chiffres  des  di- 
zaines, des  centaines,  des  mille,  etc.,  se  reproduiront 
périodiquement. 

De  l'examen  du  tableau  que  l'on  peut  former  en  con- 
sidérant des  puissances  successives  des  quarante  pre- 
miers nombres,  on  peut  déduire  les  remarques  sui- 
vantes : 

i°  Les  puissances  des  nombres  impairs,  dont  le 
chiffre  des  dizaines  est  un  nombre  pair,  n'ont,  comme 
chiffre  des  dizaines,  que  des  nombres  pairs. 

20  Les  puissances  des  nombres  impairs,  dont  le 
chiffre  des  dizaines  est  un  nombre  impair,  ont,  comme 
chiffres  des  dizaines,  alternativement  un  nombre  impair 
et  un  nombre  pair. 

3°  Lorsque,  dans  la  période  des  chiffres  des  dizaines 
des  puissances  d'un  nombre  quelconque,  tous  les  chiffres 
se  trouvent  compris  une  fois,  et  une  fois  seulement,  un 
chiffre  pair  alterne  avec  un  chiffre  impair. 


(  ^38  ) 

4°  Lorsque  tous  les  chiffres  se  trouvent  répétés  deux 
fois,  et  deux  fois  seulement,  dans  la  série  des  chiffres  des 
dizaines  des  puissances  d'un  nombre  pair,  deux  chif- 
fres pairs  alternent  avec  deux  chiffres  impairs. 

5°  Lorsque  tous  les  chiffres  se  trouvent  répétés  deux 
fois,  et  deux  fois  seulement,  dans  la  série  des  chiffres 
des  dizaines  des  puissances  d'un  nombre  impair,  un 
chiffre  pair  alterne  avec  un  chiffre  impair. 

6°  Les  périodes  des  chiffres  des  centaines  des  puis- 
sances d'un  nombre  quelconque  peuvent  se  diviser  en 
parties  de  périodes. 

Les  périodes  des  chiffres  des  centaines  se  composent 
de  deux,  cinq  ou  dix  parties. 

Ces  parties  comprennent  autant  de  chiffres  qu'en 
contient  la  période  complète  des  chiffres  correspondants 
des  dizaines. 

Suivant  que  la  période  des  chiffres  des  dizaines  est 
plus  ou  moins  considérable,  la  période  correspondante 
des  chiffres  des  centaines  se  compose  d'un  nombre  in- 
versement plus  ou  moins  restreint  de  parties. 

7°  Les  différentes  parties  des  périodes  des  chiffres  des 
centaines  des  puissances  d'un  nombre  peuvent  se  dé- 
duire les  unes  des  autres  en  ajoutant  à  chaque  chiffre 
correspondant  de  la  partie  précédente  soit  un  nombre 
constant,  soit  deux  ou  quatre  nombres  constants  qui 
peuvent  se  réduire;  à  un  ou  deux  nombres  constants  en 
valeur  absolue,  tantôt  négatifs,  tantôt  positifs,  suivant 
une  loi  constante. 

Suivant  que  ces  nombres  constants  sont  plus  ou  moins 

grands,   l<*    nombre  des    parties    de    période  est   in\< 
ment  plus  ou  moins  grand. 

On  conçoit  en   effet    que.   si  le  nombre  constant  est    I, 

il  faille  dix  parties  de  période  pour  retrouver  la  première 
partie;  que  si.  au  contraire,  les  nombres  constants  sont 


(  ••>-%  ) 

i  et  4î  il  faille  seulement  cinq  parties  de  période  pour 
retrouver  la  première  partie. 

8°  Lorsque  la  période  des  chiffres  des  dizaines  des 
puissances  d'un  nombre  se  compose  d'un  nombre  pair 
de  chiffres,  on  peut  la  subdiviser  en  deux  parties  qui 
comprennent  chacune  la  moitié  des  chiffres  et  dont  la 
seconde  peut  se  déduire  de  la  première,  suivant  une 
loi  constante. 

90  Lorsque  la  période  des  chiffres  des  dizaines  se 
compose  d'un  nombre  de  chiffres  impair,  on  peut,  en 
ajoutant  un  nombre  constant  au  chiffre  précédent  dans 
la  période,  trouver  le  suivant. 

D'ailleurs  une  période  de  chiffres  de  dizaines  n'est 
composée  d'un  nombre  impair  de  chiffres  que  lorsque 
tous  les  chiffres  qui  la  composent  sont  les  cinq  chiffres 
impairs  ou  zéro. 

io°  Les  nombres  dont  les  périodes  des  chiffres  des 
unités  offrent  de  grandes  analogies  les  uns  avec  les  autres 
sont  précisément  ceux  dont  la  somme  des  chiffres  des 
unités  est  égale  à  io 

o  et  io,     i  et  g,     i  et  8,     3  et  7,     4  et  6,     5  et  5. 

1  ]°  D'une  manière  générale,  on  peut  dire  qu'il  n'y  a, 
pour  tous  les  nombres  depuis  o  jusqu'à  l'infini,  que  vingt 
périodes  de  chiffres  des  dizaines  distinctes,  qu'on  peut 
résumer  dans  le  Tableau  synoptique  suivant  : 

La  période  des  chiffres  des  dizaines  des  nombres  qui 
se  terminent  par 

01,  ai,  41?  61,  81  comprend  1  fois  tous  les  chiffres 

02,  2?.,  42,  62,  82  »  1  »  » 

03,  23,  43,  63,  83  »  4  »  »  pairs 

04,  24,  44,  64,  84  »  1  »  » 

05,  9. ">.  45,  65,  85  est  2 

oti,   26,    j6,  66,  86  »  1  »  » 


2 

» 

» 

2 

1 

» 

» 

2 

» 

» 

2 

» 

» 

I 

» 

» 

I 

» 

)) 

2 

» 

» 

2 

» 

» 

I 

» 

M 
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07,  27.   47,  67,  87  comprend  4  fois  tous  les  chiffres  pairs 

08,  28,  48,  68,  88  » 

°9>  29>  49>  69>  89  »  2  pairs 

10,  3o,  5o,  70,  90  est  o 

)  1 ,  3 1 ,  5 1 ,  7 1 .  9 1  » 

12,  32,  52,  72,  92  M 

i3,  33,  53,  73,  g3  » 

14,  34,  54,  74,  93  » 

i5,  35,  55,  75,  g5  est  2,  7 

16,  36,  56,  76,  96  »  1  »  impairs 

»7>  37,  57,  77,  97  »> 

18,  38,  58,  78,  98  » 

19,  39,  5g,  79,  99  » 

20,  4°)  60,  80,  00  est  o 

12°  Les  chiffres  qui  composent  les  périodes  des 
dizaines  ne  se  reproduisent  pas  dans  le  même  ordre  pour 
les  nombres  dont  la  différence  est  20  ;  mais,  étant  donné 
l'ordre  des  chiffres  d'une  des  périodes,  on  peut  trouver 
l'ordre  des  chiffres  des  quatre  périodes  correspondantes, 
en  prenant  soit  tous  les  i3,  soit  tous  les  i5,  soit  tous 
les  17  chiffres  et  d'une  manière  générale  tous  les  nx  mes 
chiffres  de  la  période  donnée.  Ainsi,  étant  donnée  la 
période  des  chiffres  des  dizaines  d'un  nombre  qui  se  ter- 
mine par  o3,  on  a  celle  des  nombres  qui  se  terminent 
par  23,  en  prenant  tous  les  i3  chiffres  de  la  première 5 
celle  des  nombres  qui  se  terminent  par  43,  en  prenant 
tous  les  i5  chiffres  de  la  première,  celle  des  nombres 
qui  se  terminent  par  63,  en  prenant  tous  les  17  chiffres 
de  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

i3°  On  pourrait  de  même  tirer  Tordre  des  chiffres 
des  périodes  des  dizaines  des  nombres  qui  se  terminent 
par  4i?  61,  81,  en  prenant  tous  les  17,  i3  et  19  eliif- 
fres  des  nombres  qui  composent  la  période  des  chiffres 
des  dizaines  des  puissances  des  nombres  qui  se  termi- 
nent par  2 1 ,  ptc. 

1 4°  Somcni  même,  on  peut  déduire  les  chiffres  ded 


(  *4i  ) 

dizaines  des  puissances  successives  d'un  nombre  par  Ja 
considération  de  ]a  période  correspondante  pour  un 
nombre  inférieur  à  dix  unités  seulement. 

C'est  ainsi  qu'on  peut  obtenir  la  période  des  chiffres 
des  puissances  de 

12  en  prenant  les    9  chiffres  de  la  période  correspondante  de    2 

14  »>  3  »  »  »  4 

i(>  »  3  »  »  »  6 

1 8  »  5  »  »  »  8 
•2 1  »  2  »  »  »  11 
22  »  i3  »  »  »  12 

i5°  Pour  3  et  1 3,  7  et  17,  9  et  19,  on  conçoit  a  priori 
qu'il  ne  peut  en  être  absolument  de  même,  puisque  3, 7  et  9 
n'admettent  que  des  chiffres  pairs,  tandis  que  i3,  17  et 

19  admettent  aussi  des  chiffres  impairs.  Pour  pouvoir 
comparer  les  périodes  des  chiffres  des  dizaines  des  puis- 
sances successives  de  ces  nombres,  il  ne  faudra  consi- 
dérer que  les  chiffres  pairs  dans  i3,  17  et  19,  et  alors, 
pour  avoir  la  suite  des  chiffres  pairs,  dans 

i3  on  prend  tous  les  6  chiffres  de  la  période  correspondante  de  3 
10,  »  4  w  9  )}  9 

Vu  la  particularité  de  la  période  des  chiffres  des  di- 
zaines des  puissances  successives  du  nombre  7,  il  est 
assez  naturel  qu'il  y  ait  une  remarque  particulière  à 
faire  sur  la  relation  qui  existe  entre  la  période  des  chif- 
fres des  dizaines  de  7  et  de  17  ;  elle  se  tire  de  la  compa- 
raison obtenue  en  ne  considérant  que  les  chiffres  pairs 
de  part  et  d'autre. 

On  a  pour  7  :  —  44°°?  et  pour  17  : 

(8.26)  —  44—  (628)  —  00. 

160  Quelques  nombres,  comme  7,  18,  32,  ont  des  pé- 
riodes des  chiffres  des  dizaines  assez  particulières,  en  ce 
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sens  quelles  sont  un  peu  différentes  de  ce  que,  suivant 
la  loi  générale,  elles  devraient  être.  Ces  particularités 
(qui  ne  sont  pas,  à  proprement  parler,  des  exceptions, 
puisqu'on  peut  par  une  loi  constante,  mais  particulière, 
tirer  les  périodes  des  chiffres  des  dizaines  de  ces  nom- 
bres, en  les  extrayant  des  périodes  des  chiffres  des  di- 
zaines des  puissances  des  nombres  différant  de  20  de  ces 
nombres)  doivent  être  traitées  à  part.  On  pourrait  ainsi 
faire  un  tableau  synoptique  à  l'aide  duquel,  et  sans 
aucun  calcul,  on  pourrait  immédiatement  trouver,  par 
une  simple  lecture,  la  puissance  7^leme  d'un  nombre  quel- 
conque donné,  et  la  racine  quelconque  d'un  nombre 
quelconque. 

USAGE    DES    TABLES    CITÉES    PLUS    HAUT. 

Soit  à  trouver,  par  exemple,  la  5e  puissance  du 
nombre  1  5 . 

Examinons  le  Tableau  dont  nous  avons  parlé  précé- 
demment. 

On  y  voit  : 

i°  Que  le  chiffre  des  unités  est  toujours  1; 

i°  Que  la  période  des  chiffres  des  dizaines  est  2,7; 
mais  que  le  chillre  des  dizaines  de  la  première  puissance 
est  1  \  donc  le  chiffre  des  dizaines  de  toutes  les  puissances 
d'ordre  impair,  et  par  conséquent  de  la  cinquième  puis- 
sance, est  n  ; 

3°  Que  la  période  des  chiffres  des  centaines  est  3,6; 
niais  que  les  chiffres  des  centaines  des  deux  premières 
puissances  sont  O  et  2  5  donc  le  chiffre  des  centaines  de- 
toutes  les  puissances  d'ordre  impair,  et  par  conséquent 
de  la  cinquième  puissance,  est  3*, 

4"  Que  la  période  des  chiffres  des  mille  est  <>.(): 
mais  que  les  chiffres  <!<■>  mille  des  tmi>  premières  puis 
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sances  no  rentrent  pas  dans  la  période;  donc  le  chiffre 
des  mille  de  toutes  les  puissances  d'ordre  impair  (saut 
les  trois  premières),  et  par  conséquent  de  la  cinquième 
puissance,  est  9; 

5°  Que  la  période  des  chiffres  des  dix  mille  est  5,9; 
mais  que  les  chiffres  des  dix  mille  des  quatre  premières 
puissances  ne  rentrent  pas  dans  la  période;  donc  le 
chiffre  des  dix  mille  de  toutes  les  puissances  d'ordre  im- 
pair (sauf  les  quatre  premières  ),  et  par  conséquent  de  la 
cinquième  puissance,  est  5  ; 

()°  Que  le  chilfre  des  cent  mille  est  7. 

70  Que  tous  les  chiffres  représentant  les  unités  d'ordre 
supérieur  sont  o. 

On  conclut  donc,  par  une  simple  lecture  du  Ta- 
bleau dont  nous  parlons,  que  la  cinquième  puissance 
de  i5  est  709375. 

3.  Il  peut  arriver  dans  certains  calculs  qu'on  soit 
amené  à  chercher  la  racine  d'indice  inconnu  d'un  nombre, 
qu'on  sait  être  une  puissance  exacte.  Pour  trouver  cette 
racine,  il  faudrait  décomposer  le  nombre  donné  en  ses 
facteurs  premiers  ;  mais  cette  manière  d'opérer  peut 
être  longue. 

Au  contraire,  en  se  servant  des  Tables  dont  il  a  été 
question  plus  haut,  on  peut  résoudre  le  problème  par 
une  simple  lecture  et  d'une  manière,  par  conséquent, 
beaucoup  plus  rapide. 

On  demande,  par  exemple,  la  racine  d'indice  inconnu 
du  nombre  5  159780302,  qui  est  par  hypothèse  une 
puissance  exacte. 

Nota.  —  Comme  nous  n'avons  fait  les  Tables  que  pour 
les  nombres  inférieurs  à  4o,  nous  avons  pris  la  puissance 
d'un  nombre  inférieur  h  4o.  Faisons  la  somme  des  chif- 
fres de  ce  nombre  :  en  retranchant  de  cette  somme  autant 
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de  fois  le  nombre  ()  qu'il  est  possible,  le  reste  est  o;  on 
sait,  par  les  remarques  que  nous  avons  faites  au  com- 
mencement,  qu'il  n'y  a  que  les  puissances  des  nombres 
multiples  de  3  qui  donnent  ce  reste  5  le  nombre  donné, 
étant,  par  hypothèse,  une  puissance  exacte  d'un  nombre 
inférieur  à  4°,  est  donc  une  puissance  d'un  des  nombres 
suivants  : 

3,  6,  9,   12,   i5,  18,  21,  24,  27,  3o,  33,  36,  3g. 

Mais  le  nombre  donné  est  un  nombre  pair;  il  ne  peut 
donc  être  une  puissance  d'un  nombre  impair-,  éliminons 
les  nombres  impairs  de  la  série  considérée,  il  reste 
comme  racines  possibles  du  nombre  donné  les  nombres 

6,   12,   18,  24,  3o,  36. 

3o  s'élimine  de  suite;  car  toutes  ses  puissances  onto 
pour  chiffre  des  unités. 

De  plus,  le  chiffre  des  unités  du  nombre  donné  est  2; 
on  voit  dans  la  Table  que  les  nombres  terminés  par  4  et 
6  n'admettent  pas  2  dans  la  période  des  chiffres  des 
unités  de  leurs  puissances.  Le  nombre  considéré  est 
donc  une  puissance  de  12  ou  de  18. 

Pour  savoir  quelle  est  la  racine  du  nombre,  il  faut 
avoir  recours  au  chiffre  des  dizaines  de  ce  nombre  ;  ce 
chiffre  est  5. 

Si  nous  regardons  la  Table,  nous  voyons  que,  parmi 
les  chiffres  qui  composent  la  période  des  chiffres  des 
dizaines  des  puissances  de  12,  se  trouve  le  chiffre  5;  le 
nombre  considéré  peut   doue  être   une  puissance  de    12. 

Si  nous  considérons,  dans  la  Table,  la  période  des 
chiffres  des  dizaines  des  puissances  de  [8,  nous  voyons 
<pie  cette  période  ne  comprend  pas  le  chiffre  5;  le 
nombre  donné   ne  peut   doue   pas  être    une   puissance 

de   18. 

Le  nombre  donné  est  donc  une  puissance  de  1 
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Cherchons  main  tenant  quel  est  l'exposant  du  nom- 
bre 12  dans  le  nombre  considéré. 

Le  chiffre  des  unités  du  nombre  donné  est  2  ;  or  on  voit 
dans  la  Table  que  la  période  des  chiffres  des  unités  des 
puissances  successives  est  2,  4?  8,  6;  une  puissance 
de  1  2  qui  se  termine  par  le  chiffre  2  est  d'ordre  (multi- 
ple de  4  ■+■  1)1  c'est-à-dire  1 ,  5,  9,  t3,  17,  .  «  . . 

D'autre  part,  on  voit  dans  la  Table  que  la  période  des 
chiffres  des  dizaines  des  puissances  successives  de  12  est 

1,  i,  2,  3,  3,  8,  o,  9,  5,  2,  8,  5,  7,  6,  6,   1,  9,  o,  4,  7. 

Le  chiffre  des  dizaines  du  nombre  donné  est  5  ;  donc, 
par  rapport  à  ce  chiffre  seulement,  le  nombre  donné  est 
une  puissance  d'ordre  neuvième  ou  douzième, 

9  =  multiple  de  4  H- 15     mais     12  <  multiple  de  4  H-  i- 

L'exposant  de  la  racine  12  dans  le  nombre  donné  est 
donc  9. 

Le  nombre  donné  5i59~8o352  est  donc  =  129. 

Pour  peu  qu'on  ait  un  peu  l'habitude  des  Tables  dont 
nous  avons  parlé,  on  résout  le  problème  avec  d'autant 
plus  de  rapidité  que  (sauf  ce  qui  concerne  la  première 
opération,  faire  la  somme  des  chiffres  du  nombre 
donné)  on  n'a  généralement  à  considérer  que  les  deux 
ou  les  trois  derniers  chiffres  du  nombre  donné. 


ÉCOLE  MALE  (CONCOURS  DE  1884). 


Arithmétique  et  Algèbre. 

1 .  Déterminer  combien  il  y  a  de  nombres  moindres 
que  60,  et  premiers  avec  lui. 

Donner  et  démontrer  la  formule  permettant  de  ré- 
soudre cette  question  d'une  manière  générale. 
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"2.  Un  industriel  a  emprunté,  le  ic  janvier  1880,  une 
somme  de  33  64oh  dont  il  s'est  acquitté  en  deux  paye- 
ments égaux  chacun  à  19948*%  IO-  Le  premier  de  ces 
payements  a  été  effectué  le  ier  janvier  1882,  et  le 
second  le  ier  janvier  1884.  On  demande  à  quel  taux 
exact  l'emprunt  a  été  fait,  sachant  que,  pour  ces  sommes, 
on  a  tenu  compte  des  intérêts  composés. 

Géométrie. 

1.  Démontrer  que  le  rapport  d'une  circonférence  à 
son  diamètre  est  un  nombre  constant.  Quelles  sont  les 
différentes  méthodes  que  l'on  peut  employer  pour  cal- 
culer ce  nombre  ?  Principes  sur  lesquels  repose  la  mé- 
thode des  isopérimètres. 

2.  On  a  deux  circonférences  concentriques  A  et  B, 
qui  sont  partagées  en  un  même  nombre  n  de  parties 
égales  :  soient  A,,  A2,  •  •  •■>  A„  les  points  de  division  de 
la  première 5  B,,  B2,  .  .  . ,  B„  les  points  de  division  de  la 
seconde.  On  mène  A,  B<,  A2B2,  .  .  .,  A„B^  :  soient  Cx  le 
point  de  rencontre  de   A4B,  avec  A2B2,  C2  le  point  de 

rencontre   de   A2  B2  avec  A3  B3,  Démontrer  que  le 

polygone  C<  C2  .  . .  C„  est  régulier.  Chercher  comment 
varie  la  surface  du  polygone  quand  on  fait  tourner  la 
ciiconférence  B  autour  de  son  centre,  la  circonférence  A 
restant  fixe  et  les  points  de  division  restant  les  mêmes: 
maximum  et  minimum. 

Géométrie  descriptive. 

Tracer  les   projections    d'un  tétraèdre    SABG    satis- 
faisant aux  conditions  suivantes  : 

On  donne  les  projections  (a,  a')  de  A 

1  (t  y.  =  <>"'.  0  io.  a' 7.  =  o,n.  060  ). 

Le   plan    prolongé   de   la    hase  ARC  lait  un  angle  de  4°° 


(  M;  ) 

avec  la  partit1  postérieure  du  plan  horizontal  et  passe; 
par  un  point  donné  w  de  xy  (a<o  =  om,  1 10).  Le  sommet  B 
est  dans  le  plan  horizontal,  à  l'intersection  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  de  A  sur  la  trace  horizontale  du  plan 
prolongé  de  ABC.  L'arête  SG  est  perpendiculaire  au 
plan  de  la  base  ABC,  et  son  prolongement  coupe  xy  en 
un  point  donné  y(ay=  om,o4o).  La  longueur  de  l'arête 
SC  est  égale  à  om,o70,  et  S  est  supposé  au-dessus  du  plan 
de  la  base. 


CONSTRUCTION  DU  CENTRE  DE  COURBURE  EN  UN  POINT 
DUNE  ELLIPSE  ; 

Par  M.  A.  LA  CHESNAIS, 
Élève  du  lycée  Condorcet. 


Soit  CD  la  normale  au  point  C  de  l'ellipse  dont  les 
axes  sont  OA,  013.   Le    point  C   est  la  projection    du 


point  E  du  cercle  homographique,  la  normale  CD  est  la 
projection  de  la  droite  ED  du  plan  du  cercle  homogra* 


(a48) 

phique.  La  développée 


2  ? 

(ax)3  -^(byf 


est  la  projection  de  la  courbe 

2  J 

2       /     a     V         -  il       /ca\* 

(aa?)a  -+-  (  6  ^  ;■'  )    =  c:}      ou     .r:j-+-j3  =  i  —  J 

du  plan  du  cercle  liomographique;  cette  courbe  est  l'en- 

c2 
veloppe  d'une  droite  de  longueur  —  dont  les  extrémités 

décrivent  OA  et  OB.  On  construit  le  point  de  contact  de 
cette  droite  avec  son  enveloppe  en  abaissant  de  G, 
intersection  des  perpendiculaires  en  D  et  F  aux  axes, 
une  perpendiculaire  GH  sur  DF5  en  abaissant  de  iï  une 
perpendiculaire  sur  OA  ,011  a  en  I  le  centre  de  courbure. 


QIESTÏOXS. 


1530.  Soit  A(  A2  A3  A4  A  s  AG  A7  un  heptagone  inscrit  ; 
d'un  sommet  on  peut  mener  deux  diagonales  qui  par- 
tagent l'heptagone  en  un  quadrilatère  et  un  pentagone; 
on  a  ainsi  sept  diagonales.  Les  intersections  de  chaque 
côté  avec  les  trois  diagonales  qui  ne  passent  pas  par  ses 
extrémités  sont  sur  une  quintique. 

(A.  La  Cheswais.) 

1531.  Le  parallélépipède  construit  sur  trois  généra- 
trices quelconques  d  un  liypcrboloïde  à  une  nappe  a  un 
volume  constant.  Gebty.) 
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SUA  LA  CONSTRUCTION  DES  COURBES  DONT  L  ÉQUATION 
EST  DONNÉE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES 

[fin,  («)]; 

Par  M.  Ch.  BIEHLER. 


III. 

BRANCHES  PARABOLIQUES  DANS  LES  COURBES  DONT  l'ÉQUATION 
EST  DONJNÉE  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

i.   Soit  toujours 

pmom(tù)-h  pm-|.«p«-i(w)-f-.  .  .4-  p<pi(to)-H  cp(co)  =  o 

l'équation  de  la  courbe  Nous  avons  vu  que,  quand  a  est 
une  racine  simple  de  l'équation  cpm  (  w)  =  o,  la  racine  p, , 
qui  augmente  indéfiniment  quand  w  tend  vers  a,  donne 
naissance  à  une  branche  de  courbe  hyperbolique. 

Nous  allons  supposer  actuellement  que  a  est  racine 
double  de  l'équation  cpm(to)  =  o,  c'est-à-dire 

<pm(a)=o,     «p'm(a)=oi 

nous  supposerons  en  outre  que  a  n'annule  pas<pw_,  (co). 
Dans  ce  cas,  la  racine  p,,  qui  augmente  indéfiniment, 
nous  donne  l'équation 


Pi-+-  Si 


rr  ?«(«)+  TT-â  ?!(«)■ 


S,    étant  une  quantité  finie,   d'après    nos    hypothèses, 

Pi  aura  le  signe  de 

_  yiw-i(tt) . 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3e  série,  t.  IV,  p.  223. 
y/««.  <fe  Mathémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Juin  1 885.)  I; 
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de  plus,  en  désignant  par  A,  ]a  fonction  p4sins,  il  vient 

*/n_i(a)-+r.  .  . 


ll  = 


S,««-f- 


—?»(«)■ 


1  .2.3 


?m<  *)H- 


SJI1  £ 
r2 


On  voit  par  celle  formule  que  ^  augmente  indéfini- 
ment quand  e  tend  vers  zéro  et  que  le  signe  de  "k{  est 
celui  de 

<?m(a> 

Le  signe  de  X<  change  donc  avec  £.  En  se  reportant  à 
la  signification  géométrique  de  A,,  on  voit  que  la  ra- 
cine Oj  engendre  une  branche  de  courbe  qui  s'éloigne 
indéfiniment  du  rayon  polaire  OA  mené  sous  l'angle  x 

quand  s  tend  vers  zéro.  Le  signe  —   — *  donne  d'ail - 

leurs  la  disposition  des  branches  de  courbe  par  rap- 
port au  rayon  OA.  Si  —  J'"~)  est  positif,  la  courbe 
présente  la  disposition  de  \dijig.  i;  car  à  une  valeur  po- 

Fig.   i. 


sitiye  <lc  s  correspond  une  valeur  positive  de  A  et  à  une 
valeur  négative  de  s  une  valeur  négative  de  A. 

2.    Supposons  maintenant 

çOT(«)  =  0,      «pm(«):     «• ?Sf""l,(«)=«V 
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On  verra,  comme  dans  le  cas  précédent,  que  la  racine, 
qui  augmente  indéfiniment  quand  s  tend  vers  zéro,  en- 
gendre une  branche  parabolique  dont  la  forme  générale 
est  celle  de  la  flg.  i  quand  /;  est  un  nombre  pair.  Mais, 
si  p  est  impair,  )„,  ayant  une  expression  dont  le  signe 

est  donné  par 

__  cpm-i(q)   __, 

on  voit  que  À,  ne  change  pas  de  signe  avec  s;  on   ob- 


tient   alors    une  disposition  de    la  courbe   analogue  à 
celle  de  la  fig.  2. 

3.   Considérons  actuellement  le  cas  où 

?«(«)=  o,     <p'm(a)  =  o,     c?';„(a)=o,     <p«-i<a)=o, 
A(<*)?o,     ?'„,-i(*)£o. 
Deux  racines  p4  et  p2  de  l'équation  de  la  courbe  ten- 
dront vers  l'infini  et  l'on  aura   des  expressions  de  la 

forme 

A-f-A's 

Pl~4-f>2=      -g > 


Pi  92=  — 


B-4-B's 


E* 


•> 


pour  les  fonctions  pj  -4-  o2  et  p,  p2. 
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En  désignant,  comme  nous  l'avons  fait  dans  la  théorie 
des  asymptotes,  par  A,  et  \2  les  quantités  p,sins, 
posins,  il  viendra 

.         .          sin  z  A  -4-  A'  z 
A  |  -4-  A  2  —   t 

£  Z 

AiA2^   5 

£~  c. 

On  voit  que  la  somme  et  le  produit  des  quantités  A,  X2 
augmentent  indéfiniment;  mais,  si  l'on  divise  membreà 
membre  ces  égalités,  on  obtiendra 

i  i  s     A-t-A'e 


X,        À2        sin£  B-hB'e' 
par  suite,  quand  s  tendra  vers  zéro,  la  somme  ; .— 

11  '  Xj  A2 

tend   vers  la  quantité  finie    ^;  il  en  résulte  que  l'une 

des  quantités  ),  augmente  indéfiniment   et  que  l'autre 

tend  vers  une  limite  finie  —  • 

A 

L'une   des   racines,  p{  par  exemple,  augmente   donc 

indéfiniment  en  engendrant  une  branche  parabolique, 

et  l'autre  p2  engendrera  une  branche  hyperbolique  dont 

l'asymptote  correspondante  a  pour  équation 

psin(  io  —  a)=  —• 
1  A 

La   branche  parabolique   se  construit   aisément,   car 

on  a 

.        .  V-f-  A' e  sine 

A,  -h  a2  = —  — — , 

£  1 

et,  comme  A.,  a    pour  limite  A»  — -f-  —  >  A2  aura  le  signe 
de  —  ;  la  disposition    de    la  courbe  est  donc   analogue  à 

celle  de  la  fig.  I. 

Quant   à  la  branche  hyperbolique,  il  suffit,  pour  la 
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construire,  de  connaître  le  signe  de  la  différence 

À,-  2  =  X". 
A 

Or  on  tire  évidemmen  t  des  formules  précédentes 

r  ï  s     À  -t-  A'  s 

1]         Z>  ~~  sïn~£    B  -+-WI' 


et,  par  suite, 


XjX,  ""  sin*£  B  +  BV 
. +  A'e\2         4  £5 


X,        X2/      "  sin2£  V  B  +  B's/  sin^sB  +  B'c 

d'où 

I  £      A  -h  A's  £2  1 

X2        sins  B-f-B's         sins  A  H- A' s 

Si  A\  et  B',  sont  les  parties  indépendantes  de  £  dans 
A'  et  B',  la  différence  r ^  a  pour  premier  terme 


[ba;  —  ab;      n 

L     b2-    _âJ£; 


le  signe  du   coefficient  de  s  donne   la    position   de    la 
courbe  par  rapport  à  son  asymptote. 

4.   Passons  au  cas  où  l'on  aurait 

om{y.)=o,     cp;„(oc)=o,     cp^(a)=:o, 
avec 

<pOT-i(a)=o,     ?!»_i(a)=o, 

?m(a)<0,       <?m-i  (*)<<>,      ?flt-2(a)^0. 

Deux  racines  tendent  encore  vers  l'infini,  et  pour  ce 
cas  on  a  les  deux  formules 

A  +  A'  s 

Pi  +  ?2=  • > 

B  +  B'£ 

P1P2—  H — ? 
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par  suite 


sin 


X!H-Xi=   -—  (A^-A'ê), 
.    ,         sin^s  /B-f-  B's\ 


A,  -f-  A2  reste  fini,  mais  le  produit  ~A<  xX2  augmente 
indéfiniment,  et  il  est  du  signe  de  —  ;  on  en  eonclut  que 
)M  et  X2  augmentent  indéfiniment  et  sont  de  signe  con- 
traire. 

Fie.  3. 


Pour  avoir  la  position  de  la  courbe,  il  suffît  de  former 
l'expression  de  (a,  — L)2.  Or  on  a 

(A  —  A'e)2s  —  .{(B-j-B's)]   sin2î 


(^i-À2)2  = 


conséquent     (A,  —  A2)2    n'est   positif   que    quand 
■   > 

est  positif,  c'est-à-dire  quand  z  est  de  signe  con- 


uii  a 


15. 


3  a  été  construite  dans  l'iiypothèse  de  13  né- 

cl ,  cornu 

,    A     i     .isons  maintenant 
de  -  ;  la  d 

celle  de  la  =0'    ^'"'(a)=r(>-    r^(a)"=0-    ?J  («)—<» 
Quant  à       »,„_,(*)  =  o,    o;„  i(«)=° 
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<'t 


Les  racines  qui  tendent  vers  zéro  nous   donnent  les 


relations 


?t+p2  = 


,^l  p2  — 


\'z 


K  —  B'  s 


la  soin  nie  p, 


p2  est  infinie  ainsi  que  p,  X  p*>  quand  î 

s'annule;  on  a  de  plus 

A^-4B-i-Cs 

Les  racines  ne  sont  donc  réelles  que  si  A2 —  4B^>o. 

Supposons  cette   condition   remplie,  on  voit   que  les 

quantités \{  et  X2  augmentent  toutes  deux  indéfiniment. 

On  a,  en  outre, 

(Xt-X2)2  = 


A2  — 4B-^Gs     sin2 


c2 


}M  et  X2  sont  donc  réels,  quel  que  soit  le  signe  de  e;  le 

produit  À,  X  ^2  est  du  signe  de  B,  quel  que  soit  le  signe 

de  £  ;  le  signe  des  quantités  \t  et  X2  dépend  de  celui  de 

Asio  s. 

Fig.  4.  Fig.  5. 


Si  B^>o,  on  a  une  disposition  analogue  à  celle  de  la 

.fis-  4- 


(  2Ô0  ) 
Si  B<^o,  on  obtient  la  Jig.   5}  Ja  Jig.  4   a   été  con- 
struite dans  l'hypothèse  de  A  ^>  o. 

6.   Si  A2 — 4^5  <<ole  point  à  l'infini  est  imaginaire. 
Si  A2  —  4  B  =  °î  e^  si  l'on  pose 

G  =  Ci  -+-  G',  s, 
(à,  — X2}2  prend  la  forme 


sinU  G,  —  C,  s 


à,  et  X2  ne   sont  donc   réels   qu'autant  que  C,  et  s  sont 

Fis.  6. 


de  même  signe;  mais  B  est,  dans  ce  cas,  essentiellement 
positif,  puisque  A2=4B;  par  suite,  les  deux  racines 
pi,  o2  sont  de  même  signe,  ainsi  que  À,  et  À2. 

On  obtient  alors  une  disposition  analogue  à  celle  de 
la.  Jig.  6  qui  correspond  au  rebroussement  de  seconde 
espèce. 


REMARQUES  SIR  L\  ARTICLE  DE  M.  D'OCAGNE  ; 

Par  M.  k.  cesaro, 

Élève   ingénieur  <U->  Mines. 


I.    Dans   La    livraison   de  décembre    1884   des    /Vbu- 
t  le  lies  /fnnnles,  M.  d'Ocagne  a  exposé  la  théorie  des 
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coordonnées  axiale*.  Deux  ^îotes.  au  bas  de  la  première 

page,  nous  apprennent  que  ces  coordonnées  ont  été 
déjà  proposées  et  étudiées  par  MM.  Àoust  et  Purki- 
Qu'il  nous  soit  permis  d'ajouter  que  nous  avons  au- 
dans  Mathesis.  traité,  sous  forme  implicite,  la  même 
(juestion,  et,  en  particulier,  nous  avons  donné  l'équation 
axiale  de  la  tractrice.  signalée  par  M.  d  Ocagne  à  la 
page  5j3.  C'est  a  cause  de  cette  équation  que  nuii- 
avons  pu  considérer  la  tractrice  comme  correspondant, 
par  dualité,  à  la  spirale  logarithmique.  D'ailleurs,  ou 
peut  dire,  en  général,  que  le  système  des  coordonn 
axiales  et  celui  des  coordonnées  polaires  sont  corréla- 
tifs. Bien  entendu,  comme  il  s  agit  ici  de  grandeur» 
à  mesurer,  la  corrélatiou  est  loin  d'être  parfaite,  tant 
que  l'on  reste  dans  le  champ  de  la  Géométrie  eucli- 
dienne. Il  est.  par  conséquent,  désirable  de  voir  quelque 
mathématicien  s'occuper  de  l'étude  des  coordonnées 
axiales,  dans  la  Qèométiie  générale. 

IJ.  i  A  la  page  iô~  de  la  même  livraison,  on  voit 
la  figure  dune  courbe,  dont  M.  d  Oeagne  a  mis  en  évi- 
dence les  remarquables  propriétés.  Or  il  n'est  pas  dif- 
ficile de  voir  que  la  courbe  en  question  est  une  dés 
loppante  de  cardioïde.  Ceci  est  une  conséquence 
immédiate  de  la  propriété  suivante,  facile  à  démontrer  : 
La  normale,  limitée  aux  axes,  est  égale  à  ia.  En 
outre,  la  théorie  des  mouvements  plans  fournit,  pour 
le  centre  de  courbure,  une  construction  fort  simple, 
fondée  sur  ce  que  la  projection  de  l'origine  sur  la  nor- 
male et  le  centre  de  courbure  sont  également  él.  g 
du  milieu  de  la  normale,  limitée  aux  aj 

2"  On  peut,  par  le  pur  calcul,  arriver  fort  simple- 
ment a  découvrir  que  la  développée  de  la  courbe  dont 
il    s  agit   est   une    cardioïde.    Observons    d'abord   que. 
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lorsqu'on  est  parvenu  à  trouver,  en  fonction  de  la  coor- 
donnée 8,  l'expression  f(h)  du  rayon  de  courbure,  on 
obtient  Y  équation  intrinsèque  de    la    développée    par 
l'élimination  de  G  entre  les  équations 

p=/'(0,.     *=/(8)\ 

Or,  M.  d'Ocagne  a  démontré  que 

/{())=  -(n-3cos28  ). 

L'équation  de  la  développée  résulte  donc  de  l'élimina- 
tion de  0  entre  les  équations 

P  = —  3«sin26,     s  =  -  (i -h  3  COS2O). 


Il  est,   d'ailleurs,   permis  de  remplacer  s  par  s  •+-  -> 

en   choisissant  convenablement   l'origine  des  arcs.   On 
trouve  enfin 

p2-f-4*2  =  9«2. 

Cette  équation  représente  une  hj  pocj  cloïde  à  quatre 
rebroussements,  engendrée  par  un  point  d'une  circon- 
férence, de  diamètre  a\  roulant,  sans  glisser,  à  l'inté- 
rieur d'une  circonférence  de  diamètre  quadruple. 

III.  Une  des  propriétés  les  plus  importantes,  qui  n'a 
pas  été  suffisamment  remarquée,  résulte  de  la  définition 
même  de  la  courbe,  c'est-à-dire  de  l'égalité  ()I)  =  MV 
En  effet,  en  vertu  de  cette  égalité,  les  triangles  rectan- 
gles ODT,MJNT  sont  égaux,  et,  par  suite,  T  est  le 
milieu  de  ON.  D'après  cela,  lest  le  milieu  du  segment 
NN'  de  la  normale,  limitée  aux  axes.  Or  M.  d'Ocagne 
a  démontré  que  IN=a.  Donc  NN'  =  la.  Maintenant 
il  est  aisé  de  voir  que  l'on  peut,  à  la  construction  indi- 
quée par  M.  d'Ocagne,  substituer  la  suivante  :  ayant 
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pris,  sur  la  circonférence  de  rayon  2<7,  avec  Je  centre 
en  O,  un  point  quelconque  J,  projetons-le  sur  les  axes 
0.r,  O/,  en  N,  N'.  Le  point  M  est  la  projection, 
sur  NN',  du  milieu  T  de  ON.  En  outre,  la  tangente 
est  MT,  et  le  centre  de  courbure  est  la  projection  de  J 
sur  NN;. 

IV.  Une  intéressante  application  des  coordonnées 
axiales  consiste  dans  l'étude  des  courbes  corrélatives 
des  conchoïdes.  Si  Ton  fait  tourner  d'un  même  angle  o> 
les  tangentes  à  une  courbe  quelconque  A0,  autour  des 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  jïxe,  elles  enve- 
loppent, dans  leurs  positions  nouvelles,  une  courbe  Aw. 
La  construction  par  laquelle  les  courbes  Aw  dérivent 
de  A'0  peut  être  regardée  comme  corrélative  de  celle 
qui  donne  les  conchoïdes  d'une  ligne  donnée,  relative- 
ment à  un  point  fixe.  Les  propriétés  des  courbes  Aw  sont 
des  corollaires  immédiats  de  la  théorie  des  mouvements 
plans;  mais  nous  voulons  montrer  comment  on  peut  y 
parvenir  par  les  formules  que  M.  d'Ocagne  a  établies 
dans  sa  Note. 

(a)  Il  est  clair,  avant  tout,  que  l'équation  axiale 
de  Aw,  la  droite  fixe  étant  prise  comme  axe,  se  déduit  de 
celle  de  A0  par  le  changement  de  G  en  0  —  w.  Les  déri- 

d\    d2l  -,         -,  i 

vees  -jr,  -j—>  •••  sont  donc  les  mêmes  pour  toutes  les 

courbes.  Transportons  l'origine  au  point  T,  pied  com- 
mun des  tangentes  aux  courbes  Aw.  On  sait  que  les  coor- 
données du  point  de  contact  Mw  de  l'une  de  ces  droites 
avec  la  courbe  correspondante  sont 

»>  .> 

oc  —  -jT-  sin(6  -+-  u>)  cos(0  +  w),     v  =  -^  sin2(0+  eu). 
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L'élimina tioti  dé  to  donne 

<& 

Par  conséquent  Jes  points  Mw  sont  situés  sur  une  cir- 
conférence R,  de  diamètre -^5  tangente  à  l'axe  au  point  T. 

[1  en  résulte  que  les  normales  concourent  en  un  même 
point  :  c'est  le  point  S,  diamétralement  opposé  à  T, 
sur  K.  On  sait  encore  que  le  rayon  de  courbure  de  Aw, 
au  point  Mw,  est 

?M==2,  db  cos(6^w)h-  ^p  sin(0  —  eu). 

Prenons,  sur  TS,  la  longueur  SU,  égale  à  TS.  Trans- 
portons l'origine  en  S  et  l'axe  des  y  en  SU  :  dirigeons 
le  nouvel  axe  des  x  en  sens  inverse  de  l'ancien,  et  pre- 
nons, sur  sa  partie  positive,  SV  =  -tt-  •  D'après  la  der- 
nière formule,  si  C^  est  le  centre  de  courbure  de  Aw,  on  a 

SGW  =  SV  cos USCW  -h  SU  sin  USGo,. 

Le  lieu  des  points  Cw  est  donc  la  circonférence  K', 
décrite  sur  UV  comme  diamètre. 

(b)  Parmi  les  lignes  dérivées  de  A0,  la  ligne  A*  est 

particulièrement  remarquable.  La  transformation  qui 
nous  donne  Au,  en  partant  de  A0,  peut  être  appelée  recto- 

hmgentielle  :  si  on   l'applique   à   A^,  on  retrouve   A0. 

2 

Dans  la  famille  des  lignes  A<0,  chaque  ligne  a  donc  sa 
Conjuguée.  Une  parabole,  par  exemple,  est  sa  propre 
transformée  rectotangentielle,  on  bien  celle  de  >< »i i  lover. 
suivant  que  I  on  choisit  pour  axe  de  transformation  la 
directrice  ou  la  tangente  au  sommet.  Les  points  corres- 
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pondants  de  deux  lignes  conjuguées  sont  diamétrale- 
ment opposés,  sur  K.  Il  en  est  de  même,  sur  K/,  des 
centres  de  courbure.  Les  deux  diamètres  font  un  angle 
constant,  de  sorte  que  leur  point  d'intersection  décrit 
une  circonférence  :  celle-ci  passe  par  les  centres  des 
circonférences  K,  K',  et  par  leur  point  de  rencontre  Q, 
autre  que  S.  Il  y  aurait  à  considérer,  plus  généralement, 
les  transformations  axiales  des  courbes  planes,  corré- 
latives des  transformations  centrales,  étudiées  par 
M.  d'Ocagne  dans  Mathesis. 

(c)  Le  point  Q  constitue,  évidemment,  pour  la 
courbe  correspondante,  un  point  de  rebroussement.  Si 
X=t/*(6)  est  l'équation  axiale  de  A0,  l'équation  du 
lieu  des  rebroussemejits  résulte  de  l'élimination  de  t 
entre  les  égalités 

X=/(t>,     tang8=-a£^. 

Souvent,  la  construction  de  Q,  moyennant  les  circon- 
férences K,  K',  permet  d'obtenir  avec  plus  de  facilité  le 
lieu  des  rebroussements.  C'est  ainsi  que,  dans  le  cas 
d'une  parabole,  dont  la  tangente  au  sommet  est  prise 
comme  axe,  on  voit  immédiatement  que  le  lieu  en  ques- 
tion se  réduit  au  foyer.  Pour  une  cycloïde,  c'est  la  base 
qui  est  le  lieu  des  rebroussements,  lorsqu'on  prend  pour 
axe  la  tangente  aux  sommets. 

(d)  Le  lieu  des  rebroussements  est  très  important, 
parce  qu'il  suffit  pour  définir  une  famille  de  lignes  AM. 
A  cet  effet,  observons  que  le  point  Q  est,  en  vertu  de  sa 
définition,  un  point  d'intersection  des  deux  cercles  K 
consécutifs.  Il  en  résulte  que  l'enveloppe  de  K  est  con- 
stituée par  l'axe  et  le  lieu  des  rebroussements.  Ces 
deux  lignes  étant  données,  si   l'on  fait  mouvoir  la  cir- 


(     ,62    ) 

conférence  enveloppée,  son  diamètre  -^  est  nécessaire- 
ment fonction  du  chemin  À,  parcouru  par  son  point  de 
contact  avec  l'axe.  Si  l'on  écrit  la  relation  existant  entre 
ces  grandeurs,  on  connaîtra  par  intégration,  l'équation 
générale  des  lignes  Aw,  contenant  une  constante  arbi- 
traire. A  chaque  valeur  de  la  constante  correspond  une 
ligne  particulière.  Il  est  aisé  de  reconnaître  que,  si 
X  =f(h)  est  l'équation  axiale  de  la  ligne  des  rebrousse- 
ments,  l'équation  différentielle  générale  des  lignes  Aw 
résulte  de  l'élimination  de  t  entre  les  égalités 

X  =/(■=)-*-/(•:)  sin-:,     ^-  =  4/'(,)sin*:(1). 

V.  (a)  Il  est  important  de  savoir  quelle  transfor- 
mation axiale  correspond  à  la  transformation  centrale, 
dite  par  rayons  vecteurs  réciproques.  En  cherchant  à  ré- 
soudre cette  question,  on  est  inévitablement  conduit  a 
étudier  la  transformation  axiale,  définie  par  la  relation 

0t  0, 

tane—  tan?-"  =  const. 
•i         '    2 

Si  Mcstunpointd'une  courbe  quelconque,  etTlepoint 
où  la  tangente  en  M  rencontre  l'axe  des  À  (  axe  de  trans- 
formation)^ la  circonférence  de  centre  T,  passant  par  M, 
est  le  lieu  de  tous  les  points  qui  correspondent  à  M  sur 
les  différentes  axiales  réciproques  de  la  courbe  consi- 
dérée. Les  tangentes  à  ces  courbes,  aux  points  corres- 
pondants, concourent,  par  définition,  en  un  même  point 


(')  En  terminant  ces, remarques,  nous  nous  apercevons  d'avoir 
appelé  improprement  cardioïde,  d'après  la  nomenclature  proposée 
l>;ir  quelques  géomètres,  l'hypocyçloïde  à  quatre  rebroussements, 
tandis  que  c'esl  à  l'épicycloïde  ;ï  un  seul  rebroussemenl  que  l'on 
donne  ordinairement  ce  nom. 
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de  l'axe.  En  outre,  elles  ont,  d'après  ce  qui  a  été  dil 
plus  haut,  des  longueurs  égales,  pourvu  qu'on  les  sup- 
pose limitées  entre  l'axe  et  leurs  points  de  eontact.  Ce 
théorème,  corrélatif  d'une  proposition  fort  connue  dans 
la  théorie  de  l'inversion  polaire,  a  pour  corollaire  immé- 
diat la  proposition  suivante  :  Les  axiales  réciproques 
d'une  tr actrice,  par  rapport  à  sa  directrice,  sont  les 
tr actrices  égales,  admettant  même  directrice  (*).  On 
doit  se  rappeler  que,  dans  l'inversion  polaire,  la  spirale 
logarithmique  a  pour  transformées,  relativement  à  son 
pôle,  les  spirales  égales,  de  môme  pôle. 

(Z>)  Autre  théorème  très  remarquable  :  Les  centres 
de  courbure  de  deux  axiales  réciproques,  en  deux 
points  correspond ants ,  sont  sur  une  perpendiculaire  à 
Vaxe.  Corollaire  :  Un  cercle  a  pour  axiale  réciproque, 
par  rapport  a  une  droite  quelconque,  tout  cercle  qui 
admet  avec  lui,  pour  axe  radical,  la  droite  consi- 
dérée. 

(c)  Parmi  les  axiales  réciproques  d'une  courbe  don- 
née il  y  en  a  généralement  deux,  à  chaque  instant,  qui 
présentent  un  point  de  rebroussement.  Ces  points  du 
rebroussement  sont,  évidemment,  ceux  où  la  circonfé- 
rence (T),  lieu  instantané  des  points  de  contact,  ren- 
contre la  perpendiculaire  à  l!axe,  lieu  instantané  des 
centres  de  courbure.  C'est  en  ces  points  aussi  que  la 
même  circonférence  touche  son  enveloppe.  Le  lieu  des 
rebroussemejits  coïncide  donc  avec  l'enveloppe  de  (T). 
Ces  circonstances  sont  aisées  à  reconnaître  dans  le  cas 
de  la  tractrice.  Alors  le  cercle  (T)  est  invariable,  et  le 


(')  Il  y  aurait  à  résoudre  la  question  suivante  :  Quelles  sont  les: 
courbes  égales  à  leurs  axiales  réciproques?  On  sait  que  la  question 
corrélative  a  été  amplement  traitée  par  VI.  Genocchi. 
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lieu  des  rebroussements  est  constitué  par  deux  paral- 
lèles à  Taxe,  équidistantes  de  celui-ci.  Enfin,  les  centres 
de  courbures  se  trouvent  sur  le  diamètre  de  (T),  per- 
pendiculaire à  l'axe,  propriété  connue. 

(d)  M.  d'Ocagne,  à  qui  nous  avons  communiqué  ces 
remarques,  nous  a  fait  observer  que  Y  inversion  axiale, 
dont  il  vient  d'être  question,  ne  diffère  pas  essentielle- 
ment de  la  transformation  par  semi-droites  récipro- 
ques, imaginée  par  M.  Laguerre.  Le  théorème  [a)  est 
dû  à  M.  Laguerre,  ainsi  que  le  corollaire  (£).  Ce  der- 
nier théorème  a  été,  avec  quelques  autres  remarques, 
le  sujet  d'une  Communication  orale,  faite  par  M.  d'O- 
cagne à  la  Société  Mathématique  de  France  (  18  mai, 
1 883)  (*).  Enfin,  nous  devons  ajouter  que,  dans  ses 
articles  des  Nouvelles  annales,  M.  Laguerre  n'a  pas 
manqué  de  faire  ressortir  la  corrélation  existant  entre; 
les  transformations  par  rayons  vecteurs  et  par  semi- 
droites  réciproques.  Cependant  nous  n'avons  pas  jugé 
inutile  d'appeler  de  nouveau  l'attention  des  lecteurs  sur 
cette  intéressante  transformation,  surtout  pour  en  don- 
ner un  exposé  pour  ainsi  dire  immédiat,  n'exigeant  pas 
de  connaissances  préalables,  ne  se  rattachant  à  aucune 
théorie  spéciale,  et  ne  demandant  que  l'emploi  facile  et 
naturel  des  coordonnées  axiales. 


(')  Nous  apprenons  que  M.  d'Ocagne  va  réunir  t<»u>  ces  résultats 
en  une  intéressante  brochure  sur  les  transformations  axiales  et,  ei 
particulier,  sur  la  transformation  orthotange/itielle,  à  laquelle 
M.  d'Ocagne  est  parvenu  indépendamment  de  nos  propres  recherches. 
\<ui->  ferons  seulement  observer  que  nous  avons  <'u.  depuis  long- 
temps, l'idée  de  celte  transformation,  comme  le  prouve  la  Ques- 
tion 296,  proposée  dans  Mathesis  (t.  III). 
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CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  188 


MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES; 

Par  M.  P.  GIAT, 
Elève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucas). 

Trouver  le  lieu  des  points,  tels  que  les  pieds  des  six 
normales  quon  peut  mener  de  l'un  quelconque  d'entre 
eux  à  un  ellipsoïde  donné  à  trois  axes  inégaux  se  sépa- 
rent en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les  plans 
respectifs  soient  parallèles  entre  eux  (  '  ). 

En  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  axes  de  l'ellip- 
soïde, l'équation  générale  des  quadriques  passant  par 
les  pieds  des  normales  issues  du  point  (a,  (3,  y)  est 


x2       jk2 

Ô2  ~^~!è 


l  —  I-+-  1  \a*y  (.r  -  a)  -  b*  x  {y  -  (3)1 

(I)      <  +[Apr2^(r_?)_r27(-_T)J 

-4-v  I  ç*3r(*  —  Y)  —  a-z  (x —  a)     —  o. 

Pour  que  cette  équation  représente  un  système  de 
deux  plans  parallèles,  il  faut  d'abord  que  l'ensemble  des 
termes   du  second  degré  soit  carré  parfait.  Ici  l'on  aura 


^  -t-  z 

a~  b 


(*)  L'énoncé  complet  comportait  une  deuxième  partie  (voir  3e  série, 
t.  I,  p.  189),  qui  n'est  pas  traitée  ici. 
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Prenons  d'abord  (  — !-£  +-  )   •  Nous  en  déduisons 
«        b        c 


~-  ab{a*—b*y      {X       bc(b*—c*)'      V  ="  ca  (C2  —  a2)' 
et  l'équation  (i)  devient 

il) 


a        b        c)  a  \a- —  b2        c° 

y  (     c  y  a  t. 


i 


b   \b*—c*         «2_  £2 
«a  63 


9'  c   V  c»  —  a2        è2 


— 2j-'  =  0- 

Ensuite  il  faut  que  l'ensemble  des  termes  du  premier 

x  y         z 

abc 


i         ,       .       »  r  y      x  y 

degré  soit,  a  un  tacteur  constant  près,  — h  v 


On  a  donc 

b%  c  y  r  -;  «  a  a  a  &  [3 

aï—b2  ~  c2  —  «2  =  &2  _  C2  ~~  ai  —  b2  =  c^^â2  ~~  62  —  c2  ' 

ou,  en  simplifiant, 

aa(^2— c2)  =  6p(c2—  a2)  =  cy(«2— 62). 
Les  deux  plans  parallèles  sont  alors 

.r  y        z 

Le  lieu  du  point  (a,  [3,  y)  avec  les  diverses  combinaisons 
de  signes  se  composera  par  conséquent  de  quatre  droites 
passant  par  l'origine  et  les  pieds  des  normales  issues  de 
tous  les  points  de  ces  droites  seront  dans  les  quatre  sys- 
tèmes de  deux  plans  parallèles  obtenus  en  joignant  les 
extrémités  des  axes  de  l'ellipsoïde. 


(  ^7  ) 

MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES; 

Par  M.  P.  GIAT, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucas). 

Étant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle 
de  rayon  R,  on  mène  les  bissectrices  intérieures  des 
angles  A,  B,  C.  Soient  AMBbC|  les  points  oh  elles 
rencontrent  le  cercle  : 

i°  Désignant  par  S,  Si  les  aires  des  triangles  ABC, 
A1B<C(  et  par  d.  le  diamètre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  ABC,  on  propose  de  démontrer  que  l'on  a 

Si        R 

S   ~  d  * 

2°  On  considère  une  suite  indéfinie  des  triangles 
ABC,  AtB{  Cn  .  .  . ,  A^B/jC/,,  .  .  . ,  tous  inscrits  dans  le 
même  cercle  et  dont  chacun  se  déduit  du  précédent 
comme  dans  l'énoncé  ci-dessus  le  triangle  AjBjC,  se 
déduit  du  triangle  ABC.  Démontrer  que,  lorsque  le 
nombre  entier  m  augmente  indéfiniment.,  le  triangle 
Ao,nB2,„Co,„  tend  vers  une  position  limite  apy$  dans  les 
mêmes  conditions,  le  triangle  A2OT+,  B2m+<  C2„l+1  tend 
aussi  vers  une  position  limite  a'jB'y';  les  deux  triangles 
limites  afJy,  a '  ^'y' sont  équilatér aux  et  symétriquement 
placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 

3°  Démontrer  que,  si  Von  prend  pour  unité  le  rayon  R 
du  cercle,  le  produit  des  nombres  qui  mesurent  les 
diamètres  des  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC, 
A1B,C1,  .  .  .,  A/2B„C/?  tend  vers  une  limite  lorsque  n 
augmente  indéfiniment. 

i°  Désignons  par  a,  b,  c,  A,  B,  C,  /•,  R  Jes  éléments 
de  ABC,  par  a^  b\ ,  <?,,  A,,  B,,  C,  les  éléments  de 
A,B,C,. 
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On  voit  facilement  que 


/  B+C  o       A 

A  !  =  =90 > 

a  2 

/  o        G -h  A  o       B 

(  B1=  — —  =90°--, 

A-f-B  o       C 

Ct=_-  ^90°--. 


Calculons  S, 


Si  =  -  bx  C\  sin  Ai; 
2 


or 

£>i=2BsinBi,     Ci  =  2RsinCj. 

donc 

Si  =  2R2  sin  Ai  sin  Bi  sin  Ci, 

ou,  d'après  les  égalités  (1), 


c  Dî       A        B       C 

Si  =  2K2COS— cos-  cos  — 
2  2  2 


Calculons  maintenant  S  : 

S  =pr, 
mais 

,r        A        B        C 

p  =  A  K  cos—  cos  —  cos 

r  2         2 


2 


En  remplaçant,  il  vient 


q       /p  ABC 

S  =  4  H/'  cos—  cos—  cos—  : 
a        2        a 

par  suite, 

Si  2/'  </ 


C.  0-  F.  D. 


■>."  Evaluons  les  angles  A<,  A2,  .  .  . ,  \u  des  différents 


triangles. 
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On  a 

A 

Ai  a      qo°        A 

A2  =  9o°-    -     =  9<>°-  iT  +  -t, 

A2  go°       qo°       A 


A„_,  qo°        ooc 

A„  =  900 ^-î  =  9o°  -  z-  -i-  z-ï 


Lorsque  n  devient  très  grand,  —  tend  vers  o  et  An 
tend  vers 

90°(.+  ^^+...)-^(>+^  +  JLv  +  .-) 
=  -  QO°  — —  =  6o°. 

2  ^  I 

On  voit  ainsi  que  la  limite  de  An  est  6o°.  On  trouve- 
rait de  même  que  les  limites  de  Bn  et  Cn  sont  6o°.  Le 
triangle  A^B^C^  tend  donc  à  être  équilatéral. 

Maintenant  O  étant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  on  a 

A0A1  =  2C-i-  A  =  i8o°— (B  — G), 

A1OA2=i8o°-(B1-C1)=i8o°  +  5jZL^; 

par  suite 

AOA2=!^. 

2 

De  même, 

A2OA,  =  36o°-(A2OA3  +  A3OA4)  =  5j=_Ç, 
A4OA6=l^,    .... 

2° 
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Les  arcs  AA2,A2A4,  ...  forment  donc  les  termes 
d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  {. 
Aucun  des  arcs  AA2,  A2A4,  .  ..,  A2w_1  A2m  n'em- 
piétant l'un  sur  l'autre,  la  somme  de  ces  arcs  représente 
la  distance  AA2m.  A  la  limite,  on  aura 

Aa=  |  AA2. 

On  connait  donc  la  position  limite  vers  laquelle 
tendent  les  triangles  d'ordre  pair. 

On  trouverait  de  même  que  les  triangles  d'ordre  im- 
pair ont  une  position  limite  a'j^y',  telle  que 

Les  triangles  formés  tendent  donc  vers  deux  triangles 
équi latéraux  ayant  leurs  sommets  symétriques  par  rap- 
port  au  centre  du  cercle. 

3°  Si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R,  on  aura 

^f  —  7    _  1  /  n 

a  —  «ri       «î  —   g-  j       •  ■  •  7       ClH  —  ■« • 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 
ddi  ...dn=  £ 


«4-1 


Si  n  augmente  indéfiniment,  la  limite  de  S//+<  est  — —  * 

Donc  le  produit  ddK  .  .  .  dn  tend  vers  une  limite  — —  • 

3  y  3 

Note.  —  La  même  question  ;i  été  résolue  |><ir  MM.  Lacombe  et  G. 
Bai  ran, 
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RHÉTORIQUE; 

Par  M.  P.  GIAT, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucas). 

Un  tronc  de  cône  est  tel  que  sa  hauteur  est  moyenne 
proportionnelle  entre  les  diamètres  de  ses  deux  bases. 
On  propose  :  i°  de  démontrer  qu  on  peut  inscrire  une 
sphère  dans  ce  tronc  de  cône;  2°  la  hauteur  h  étant 
donnée,  de  déterminer  les  rayons  des  deux  hases,  de 
manière  que  la  surface  totale  du  tronc  de  cône  soit 
équivalente  à  un  cercle  de  rayon  a.  Discussion. 

i°  Tout  revient  à  démontrer  que  l'apothème  du 
tronc  est  égal  à  R  -f-/';  car  alors  le  trapèze  obtenu  en 
coupant  le  tronc  par  un  plan  passant  par  l'axe  sera  tel 
que  la  somme  des  côtés  non  parallèles  soit  égale  à  la 
somme  des  bases,  c'est-à-dire  sera  circonscriptible. 

Or,  d'après  l'énoncé, 

(i)  4Rr  =  /*2. 

Maintenant 

«2^   /l2  +  (R_r)2=  ^•2_|_(R  +  r)2_4R,.   ==(R+/.)2j 

d'où 

fl=R  +  /'.  C.  Q.  F.  D. 

2°  La  surface  totale  du  tronc  est  égale  à 

n(R-t-r)(R-f-  r)4-ir(R2+  r*)=  tt«*. 

On  a  donc 

(R-f  r)!+  R2+-  r*=  «2, 
ou 

2(R+r)2=  «2-4-  —  , 

■2 
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en  remarquant  que 


Ri  -+-  ;-2  =  (  R  h_  ,- )2  _  2  R  ,,  =  (  R  +  ;,  )2  _  fil  . 


d'où 


V/t2«*-h//2 

(2)  R  +  /'=  • 

2 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent  le  produit  et  la 
somme  des  quantités  R  et  r;  ces  quantités  sont  donc  les 
racines  de  l'équation 


A2 —    AH =  O. 

2  4 

Discussion.  —  Pour  que  ces  racines  soient  réelles,  il 
faut  que 

-. A2^o, 

4 

d'où 

a2  _ • 

2 

Le  produit  des  racines  étant  positif,  les  deux  racines 
sont  de  même  signe;  leur  somme  étant  positive,  elles 
sont  positives. 

Dans  le   cas  où  a'-  — ?  la  surface  totale  est  mini- 

2 

muni,  R  =  /',  et  le  tronc  de  cône  devient  un  cylindre. 

Remarque.  —  Le  volume  du  tronc  est  égal  au  pro- 
duit de  sa  surface  totale  par  le  \  de  sa  hauteur  :  on  le 
démontrerait  sans  difficulté. 


SECONDE; 

l'ut    M.    Emile    BÉNÉZEGH 
Élève  «lu  Prj  tanée  militaire. 


.Soit    un    i(tii<:    \BCD;  par  deux    so'mmets  o/>/>< 
\  ci  C  de  >  e  c(iii(\  on  mine,  d'un  même  côté  par  ru/y- 
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port  au  plan  du  carré,  les  droites  AK,  CL  perpendi- 
culaires à  ce  plan.  On  prend  sur  AK  un  point  A'  dont 
la  distance  au  centre  du  carré  est  égale  au  côté  du  carré 
et,  sur  CL,  un  point  O  dont  la  distance  au  point  Af  est 
égale  au  double  du  côté  du  carré. 

i°  Démontrer  que  la  droite  A'C  est  perpendiculaire 
au  plan  BDA'  ; 

i°  Former,  en  appelant  a  le  côté  du  carré,  V ex- 
pression du  volume  de  chacun  des  tétraèdres  A'  A  B  D, 
C'CBD^'A'BD. 

Soit  O  le  point  d'intersection  des  deux  diagonales 
A'CetBD. 

Pour  démontrer  que  la  droite  C'A'  est  perpendicu- 
laire au  plan  BDA',  il  suffit  de  constater  qu'elle  est  per- 
pendiculaire aux  deux  droites  OA',  DA'  qui  passent  par 
son  pied  dans  le  plan.  Or  on  a 

VA  -  — 

puis,  menant  A'E  parallèle  à  AC,  on  a 

C'E  =  a/â, 


et,  par  suite, 

CC'  =  ~; 

donc 

C'0  = 

9«2 

2 

r  —  =5a2  =  ÔÂ'VG7Â' 
i 

ce  qui  prouve  que  C'A'  est  perpendiculaire  sur  OA\ 
On  a  encore 


dom 


G  D  = h  a2  ==  ,      DA'=aM =  

2  2  2  2 


r/D  —  DA'  =n  —  _  2iL  =  4 «a  =  C'A'. 

2  2 
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La  proposition  est  par  conséquent  démontrée. 

Les  valeurs  précédentes  de  AA',  CO  permettent  de 
calculer  sur-le-champ  les  volumes  des  tétraèdres  dont  il 
s'agit  dans  l'énoncé,  et  l'on  a 

a1      a  a* 


vol.AA'BD  = 


2    3  /à  "  6  >J% 


vol.  C'CBD  =    —  ^=    =   -£=, 

vol.C'A'BD  =  ^^    =  fV?. 
y/2     3  3 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Léopold  Maison, 
élève  du  Prytanée  militaire. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 

E\  1884. 


COMPOSITIONS   D   ADMISSIBILITÉ. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  une  ellipse  et  une  hyperbole  situées  respec- 
tivement dans  deux  plans  rectangulaires  P  et  Q,  et  pour 
chacune  desquelles  la  droite  d'intersection  de  ces  deux 
plans  est  axe  de  symétrie  : 

i"  On  considère  tous  les  plans  R  tangents  à  la  fois  à 
l'ellipse  et  à  l'hyperbole,  et  l'on  propose  de  démontrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  surfaces  du  second  ordre  S 
tangentes  à  la  fois  à  tous  les  plans  R. 

2°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  S  et  déter- 
miner la  nature  de  chacune  dé  ces  surfaces  suivant  la 
position  occupée  par  son  centre. 

3"  Trouver  Les  conditions  nécessaires  ci  suffisantes 
pour  que  les  surfaces  S  soient  homofocales. 
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Mathématiques  élémentaires. 

Trouver  les  angles  d'un  quadrilatère  eirconserit  à  un 
cercle  de  rayon  /',  connaissant  trois  côtés  consécutifs  a, 
b,  c  du  quadrilatère.  Entre  quelles  limites  doit  varier  /* 
pour  que  le  problème  soit  possible,  les  côtés  a,  b,  c  res- 
tant constants?  On  distinguera  deux  cas,  celui  où  les 
points  de  contact  des  côtés  du  quadrilatère  avec  la  cir- 
conférence sont  situés  sur  les  côtés  eux-mêmes,  et  celui 
où  ces  points  de  contact  sont  sur  les  prolongements  des 
côtés. 

Composition  sur  certaines  parties  y  désignées  à  l'a- 
vance, du  programme  de  la  licence  es  sciences  mathé- 
matiques. 

Théorie.  —  Dire  ce  que  l'on  entend  par  intégrale 
complète,  intégrale  générale,  intégrale  particulière,  in- 
tégrale singulière,  d'une  équation  entre  n  variables 
indépendantes,  une  fonction  inconnue  z  de  ces  varia- 
bles et  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  z  par 
rapport  aux  mêmes  variables. 

Montrer  comment  la  connaissance  d'une  intégrale 
complète  peut  conduire  à  l'intégrale  générale. 

Etant  donnée  une  équation  de  la  forme  considérée, 
non  linéaire,  exposer  une  des  méthodes  d'intégration 
qui  lui  sont  applicables  :  le  choix  de  la  méthode  est 
laissé  à  chaque  candidat. 

Application.  —  Intégrer  l'équation 

m2(i  -4-/?2-t-  q2) —  m{x  — y){p  —  q)—  2X  =:  o» 

dans  laquelle  on  désigne  par  m  une  longueur  donnée, 
par  p  et  q  les  dérivées  partielles  de  z  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  r. 


(  *1«  ) 


COMPOSITIONS     FINALES. 


Mécanique. 

On  donne  un  hélicoïde  représenté,  en  eoordonnées 
rectangulaires,  par  l'équation 

y 

z  =  m  arc  tang  -  : 

un  point  matériel  non  pesant,  assujetti  à  rester  sur  la 
surface  parfaitement  polie  de  l'hélicoïde,  est  attiré  vers 
l'axe  Oz  par  une  force  dirigée  suivant  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  sur  l'axe,  et  inversement  propor- 
tionnelle au  cube  de  cette  perpendiculaire.  Déterminer, 
dans  le  cas  général,  la  loi  du  mouvement  du  point  con- 
sidéré, la  pression  sur  l'hélicoïde,  et  les  diverses  formes 
que  peut  affecter  la  trajectoire.  Examiner  les  cas  parti- 
culiers où  la  projection  de  la  trajectoire  sur  le  plan  xQy 
peut  être  représentée  par  une  équation  où  n'entrent  que 
des  fonctions  algébriques,  logarithmiques,  exponen- 
tielles ou  circulaires. 

Calcul. 

Si  l'on  désigne  par  a  le  demi-grand  axe  d'une  ellipse, 
par  e  son  excentricité,  par  2  .s  la  longueur  de  l'arc  de 
cette  courbe  compris  dans  l'angle  obtus  formé  par  les 
deux  demi-diamètres  conjugués  égaux,  on  démontre  que 

le  rapport  -  est  exprime  par  la  série  suivante 


.2 


•27:  — 8 


j  i(>  ■>">(> 

1  ")-  —  44  »5(ai  it  —  64) 

r1' — c8  — 

3072  i<)o6o8 


r  étanl  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  On 
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donne  -  —0,78,  et  l'on  demande  de  calculer,  par   la 

méthode  des  approximations  successives,  la  valeur 
de  e  avec  l'approximation  que  comportent  les  Tables  de 
logarithmes  à  7  décimales. 

Epure. 

On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC,  et  Ton  pro- 
pose de  construire  l'intersection  de  deux  cônes  définis 
de  la  façon  suivante  :  le  premier  a  pour  sommet  S  et 
pour  base  le  cercle  inscrit  dans  ABC;  le  second  a  pour 
sommet  C  et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  SAB. 

L'arête  du  tétraèdre  a  oln,i7;  la  face  ABC  est  située 
dans  le  plan  horizontal;  AB  est  parallèle  à  la  ligne  de 
terre  et  située  à  om,o2  au-dessous  de  cette  ligne. 

Pour  distinguer  les  parties  visibles  et  les  parties  invi- 
sibles, on  regardera  les  deux  cônes  comme  opaques  et 
limités  aux  parties  intérieures  du  tétraèdre.  Le  tétraèdre 
est  transparent. 

SUJETS  DE  LEÇONS . 

Ces  sujets  diffèrent  très  peu  de  ceux  qui  ont  été 
traités  en  1881  ?  i88«et  i883. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
EN  1884  ('). 


COMPOSITION  DE  MATHÉMATIQUES. 

Soient  les  deux  paraboles  données 

y2  —  ipi  x  -h  6x  —  r  =  o, 

y"1  —  ipt  X /\X  ■+"  3 :  ==î  O. 


(')  Questions  données  à  plusieurs  élèves  qui   n'ont  pu  composer 
que  plus  tard. 


(  •>-;»  ) 

On  demande  : 

i°  De  trouver  les  relations  du  second  degré  en  u  et  v 

qui  expriment  que  la  droite 

ii  x  -+•  vy  4- 1  =  o 

est  tangente  soit  à  l'une,  soit  à  l'autre  de  ces  courbes  ; 

2°  De  trouver  les  racines  de  l'équation  du  troisième 
degré  en  [jl  qui  exprime  que  la  combinaison  linéaire 

f\  ■+■  K/«  —  « 

se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires  eu  u  et  9\ 

3°  Démontrer  que,   Tune  de  ces   racines  fournissant 
une  décomposition  de  la  forme 

w(a u  -+-  [3  e  -+-  y  )  =  o. 


a,  [3,  y  sont  les  coordonnées  homogènes  du  point  de  ren- 
contre P  des  deux  t 
des  deux  paraboles. 


contre  P  des  deux  tangentes  communes  à  distance  finie 


COMPOSITION  DE  GEOMETRIE   DESCRIPTIVE. 

Représenter,  par  ses  projections,  un  cylindre  plein, 
de  révolution,  que  limite  la  surface  d'un  hvperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe. 

L'axe  du  cylindre  est  mené  parallèlement  «à  la  ligne 
de  terre  à  om,o6  au-dessus  du  plan  horizontal,  et  à  la 
même  distance  en  avant  du  plan  vertical*  Le  rayon  est 
deom,o5.  Le  centre  de  l'hyperboloïde  se  trouve  sur  la 
génératrice  inférieure  du  cylindre. 

L'axe  est  vertical,  le  cercle  de  gorge  a  o'",  oo  de  rayon. 
Les  génératrices  fonl  avec  l'axe  un  angle  de  45". 
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ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  (CONCOURS  DE  1884). 


Mathématiques . 

a  et  h  désignant  les  coordonnées  rectilignes  rectangu- 
laires d'un  point  M,  quelle  est,  pour  chaque  position  de 
ce  point,  la  nature  des  racines  de  l'équation 

3^-^-8  a*3—  126^+46  =  o? 

On  construira,  en  particulier,  le  lieu  des  positions 
du  point  M  pour  lesquelles  l'équation  admet  une  racine 
double,  en  calculant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu 
en  fonction  de  cette  racine. 

Physique. 

1 .  Un  fil  métallique  est  tendu  par  un  barreau  de 
cuivre  horizontal  que  l'on  fait  osciller,  et  la  durée  de 
l'oscillation  est  9.  Le  fil  est  en  équilibre  quand  le  bar- 
reau est  perpendiculaire  au  méridien  magnétique  ;  on 
remplace  le  barreau  de  cuivre  par  un  barreau  ai- 
manté qui  se  met  alors  dans  une  position  faisant  un 
angle  a  avec  la  première.  On  fait  osciller  le  barreau  ai- 
manté autour  de  cette  position  d'équilibre,  et  l'on  trouve 
que  la  durée  de  l'oscillation  est  t.  Quelle  est  l'équation 
qui  lie  les  trois  variables  9,  l  et  a? 

2.  Une  lunette,  dont  l'objectif  a  une  longueur  focale 
égale  à  f,  est  pourvue  d'un  oculaire  négatif  à  deux 
verres,  dont  le  symbole  est  1,  2,  3,  c'est-à-dire  que  le 
verre  oculaire,  celui  qui  est  tourné  vers  l'oeil,  a  un 
foyer  f,  le  verre  de  champ,  celui  qui  est  tourné  vers 
l'objectif,   a  un  foyer  ZJ\  et  la  distance  des   verres   est 
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égale  à  :i  f.  La  lunctto  est  réglée  pour  un  objet  infini- 
ment éloigné  et  pour  un  œil  infiniment  presbyte.  On 
demande  :  i°  la  mise  au  point,  c'est-à-dire  la  distance 
de  la  lentille  de  champ  par  rapport  au  plan  focal  de  l'ob- 
jectif; 2"  le  grossissement;  3°  la  position  du  cercle  de 
rlamsden,  ou  sa  distance  à  la  lentille  oculaire;  4°  la 
grandeur  de  ce  cercle,  ou  le  rapport  de  son  diamètre  à 
celui  de  l'objectif. 

3.    Que   savez-vous   sur  les  grandeurs  électriques  et 
sur  les  unités  qui  servent  à  les  mesurer? 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE. 


PREMIERE   SESSION,    JUILLET    1884. 


Géométrie  analytiq ue . 
On  donne  l'équation 

«272  —  })1  x%  ■+-  «2  ^2  —  ° 

d'une  hyperbole  rapportée  à  son  centre  et  h  ses  axes,  et 

l'équation 

y  —  kx  =  o 

d'une  droite  menée  par  le  centre  de  cette  hyperbole  : 

1"  Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  pas- 
sent par  les  points  réels  ou  imaginaires  communs  à 
l'hyperbole  et  à  la  droite  données,  et  qui,  de  plus,  sont 
tangents  «à  l'hyperbole  en  celui  des  sommets  de  cette 
hyperbole  qui  est  située  sur  la  partie  positive  de  1  axe 
des  x.  Discuter  cette  équation  générale  et  reconnaître  la 
nature  des  coniques  qu'elle  peut  représenter. 

i"  Trouver  le  lieu  des  centres  des  coniques  représeu- 
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tées  par  l'équation  générale  précédente.  Ce  lieu  est  une 
conique  A.  Chercher  un  nombre  de  points  et  de  tan- 
gentes suffisant  pour  déterminer  géométriquement  cette 
conique  A. 

3°   Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes 
menées  à  la  conique  A  parallèlement  à  la  droite  de  coef- 
ficient angulaire  - •>  quand  on  fait  varier  h.  On  vérifiera 
°  a     J 

que  l'équation  de  ce  dernier  lieu,  qui  est  du  troisième 
degré,  représente  trois  droites. 

Calcul  trigonomëtrique. 
On  donne  deux  côtés  d'un  triangle  et  l'angle  compris  : 

a  —  23i7m,455, 
b  =  84'23m,76i, 
G  =  1 2-2°  4  ;'  35",  i. 

On  demande  de  calculer  les  trois  autres  éléments  A, 
H,  c  du  triangle,  et  sa  surface. 

Géoméliie  descriptive. 

Une  droite  de  front  (.çG,  s'B'),  dont  réloignement  est 
égal  à  om,8o  et  dont  la  trace  horizontale  8  se  trouve 
à  om,  o5  de  la  proposition  horizontale  s  de  son  point  de 
rencontre  (•*,$')  avec  le  plan  bissecteur  du  premier 
dièdre,  engendre,  par  sa  rotation  autour  de  la  verticale 
du  point  (s,  sf),  un  premier  cône  de  révolution. 

Un  second  cône  a  pour  sommet  le  milieu  (a-,  a-')  de  la 
droite  (sô,  s'W)  ;  sa  trace  horizontale  est  un  cercle,  dont 
le  centre  c  se  trouve  en  avant  de  la  droite  ^95  dont  le 
rayon  est  égal  a  la  longueur  de  cette  droite,  et  qui  passe 
par  les  extrémités  s  et  9  de  cette  même  droite. 

On  demande  de  construire  les  projections  de  la  partie, 
supposée  solide  et  opaque,  des  deux  nappes  du  premier 
cône,  qui,  placée  à  l'intérieur  des  deux  nappes  du  second 

Ann.  de  Mathém.,  3e  série,  t.  IV.  (Juin   i885.)  1^) 
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cône  cl  derrière  le  plan  de  front  F,  dont  l'éloignement 
est  om,  i'49  se  trouve  comprise  entre  le  plan  horizontal 
de  projection  et  un  plan  horizontal  V  h  la  cote  om,  21 5. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquables. 
Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur .  —  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur .  —  Intersection  de  deux  cônes. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  cotés 
du  cadre,  à  om,i8  du  petit  côté  inférieur,  et  le  point 
(s,  s')  au  milieu  de  la  feuille. 

Physique. 

i"  Un  espace  V  contient  un  mélange  d'air  et  de  va- 
peur d'eau  à  une  température  £,  et  sous  la  pression 
totale  H.  La  vapeur  n'est  pas  saturée  et  possède  une 
tension  f.  On  demande  de  calculer  la  pression  totale  x 
du  mélange,  si  l'on  ramène  la  température  a  être  z',  en 
distinguant  Je  cas  où  il  y  a  condensation,  et  le  cas  où 
ce  phénomène  ne  se  produit  pas.  On  désignera  par  F'  la 
tension  maximum  de  la  vapeur  d'eau  «à  la  tempéra- 
ture t1 . 

•2"  Un  récipient  fermé,  de  capacité  invariable  et  égale 
à  imc,  contient  de  l'air  humide  dont  la  température 
est  •>..)",  et  à  l'état  hygrométrique  0,75.  La  température 

descend  à  .V'  dans    cet  espace.  Quel  sera    le    poids    de   la 

\  apeur  liquéfiée  ? 

Tension  maximum  de  la  vapeur  à  23°. . .  v.<>""n.s 

Tension  maximum  de  la  vapeur  à  5°...  6mm  ,534 

I  densité  de  la  vapeur  (l'eau o,( 

Poids  «lu  lit re  d'aii  .1  0  et  à  760' 

(  ...l'tiii  uni  di'  dilatation  de?  lm/  ....  »>  oo3(V 
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Chi 
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1"  Indiquer  les  différents  eas  dans  lesquels  l'ammo- 
niaque et  les  composés  ammoniacaux  prennent  naissance. 

2°  On  donne  iooht.  mesurés  à  o°  et  sous  la  pression 
j6omm,  de  gaz  oxyde  de  carbone.  On  demande  :  i°  quel 
volume  d'oxygène,  à  o°  et  sous  la  pression  j6omm,  il  faut 
employer  pour  en  produire  la  combustion  complète; 
2°  quel  est,  dans  les  mêmes  conditions,  le  volume  de 
gaz  aeide  carbonique  produit.  On  demande  de  résoudre 
le  problème  par  la  méthode  des  équivalents  en  poids  et 
par  celle  des  équivalents  en  volumes. 

Equivalents 

en  poids,     en  volumes.  Poids  du  litre. 

gr 

CO i4  2  i  ,254 

0 8  i  i,43 

CO2 22  2  i  ,9774 
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Géométrie  analj  tique. 

On  donne,  daus  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Ox,  O y  et  une  droite  quelconque  cou- 
pant ces  axes  respectivement  aux  points  A  et  B. 

On  prend  sur  cette  droite  un  point  m  dont  les  coor- 
données sont  a  et  Q  et  Ton  construit,  dans  le  plan,  un 
point  correspondant  M,  ayant  pour  coordonnées 

/et  £  étant  deux  longueurs  constantes  données. 
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Cela  posé  : 

i°  Ou  demande  d'écrire  l'équation  du  lieu  des 
points  M,  lorsque  le  point  m  se  déplace  sur  la  droite 
indéfinie  A13.  Ce  lieu  est  une  hyperbole  qu'on  désignera, 
dans  ce  qui  va  suivre,  par  la  lettre  H. 

2°  On  demande  de  déterminer  les  éléments  néces- 
saires à  la  définition  complète  de  cette  hyperbole  H  et 
d'en  construire  géométriquement  un  point  quelconque, 
ainsi  que  la  tangente  en  ce  point. 

3°  On  suppose  que  la  droite  AB  se  déplace  dans  le 
plan,  de  façon  telle  que  la  somme  des  inverses  de  ses 
coordonnées  à  l'origine  reste  constante,  soit  de  façon  que 

A  chaque  position  de  la  droite  répondra  une  hyperbole  H. 

On  demande  de  montrer  que  toutes  ces  hyperboles 
ont  une  corde  commune  et  de  trouver  le  lieu  des  pôles 
de  cette  corde  relativement  aux  diverses  hyperboles 
(c'est-à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  elle  est 
corde  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce  point  à 
Tune  des  hyperboles). 

4°  On  projette  le  centre C de  l'hyperbole  11  répondant 
à  la  droite  AB,  sur  cette  droite,  enD}  et  l'on  demande 
de  trouver  le  lieu  des  points  D  lorsque  la  droite  AB  se 
déplace,  non  plus  selon  la  loi  ci-dessus  définie,  mais  en 
lestant  parallèle  à  elle-même. 

(  alcul  trigonomélriquG. 

Calculer  les  angles  el  la  surface  d  un  triangle  dont 
les  i rois  côtés  sont 

ni 

"       -i  '  56,  7  i'.>. 
b         ;;Jj.(is->. 
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Géométrie  descriptive. 

Intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un  cy- 
lindre. —  Dans  un  plan  horizontal  P',  à  la  cote  om,o42-» 
on  trace  deux  cercles  :  le  premier  co,  a/  est  la  directrice 
du  cône,  il  a  om,o5o  de  rayon  et  son  centre  O,  O'  se 
trouve  à  om,o64  en  avant  du  plan  vertical  ;  le  second 
to,,  co',  est  la  directrice  du  cylindre,  il  passe  par  le  centre 
O,  O',  par  le  point  v,  w'  le  plus  voisin  du  plan  vertical 
et  par  le  point  le  plus  à  droite  <7,  d'  du  premier  cercle. 
Le  sommet  s,  s'  du  cône  a  pour  cote  om,o^5,  et  les  géné- 
ratrices du  cylindre  sont  parallèles  à  la  droite  sd,s'd'. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps 
constitué  par  la  partie  des  deux  nappes  du  cône,  sup- 
posées pleines  et  opaques,  placée  à  l'intérieur  du  cy- 
lindre et  comprise  entre  un  plan  horizontal  Q',  ayant 
une  cote  de  om, i45  et  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  d'un 
point  quelconque  de  l'intersection,  de  la  tangente  en  ce 
point,  et  celles  des  points  et  des  droites  remarquahles. 

Ces  constructions  seront  succinctement  expliquées  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur.  —  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un 
cylindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés 
du  cadre  à  om,i  i5  du  grand  côté  inférieur,  et  la  droite.™7 
au  milieu  de  la  feuille. 

Pli}  sique. 

On  donne  une  masse  d'air  humide  dont  le  volume 
est  de  imc,  l'état  hygrométrique  {,  la  pression  totale 
de  j6omm  de  mercure,  et  la  température  25° C. 
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On  demande  quel  est  Je  poids  maximum  d'eau  qui 
pourra  se  réduire  en  vapeur  dans  eette  masse  d'air,  si  l'on 
maintient  la  pression  totale  constante  égale  à  y6omm 
de  mercure,  et  si  l'on  porte  la  température  à  35°C,  aussi 
bien  pour  l'air  que  pour  l'eau  qui  s'évapore. 

On  donne  les  forces  élastiques  maxima  de  la  vapeur 
d'eau  : 

A  -25° 23m,",o9 

A  35° 4omm,4o 

On  donne  : 

Le  coefficient  de  dilatation  de?  gaz o,oo3G7 

Le  poids  de  int  d'air  sec  à  o°C.  et  760™"'.      i:-',  •--'<)! 
La  densité  de  la  vapeur  d'eau 0,6  ■>.'>  5 


Ch 


iirnie. 


J.  Préparation  du  brome  et  de  l'iode. 

II.  On  fait  passer  dans  l'eudiomètre  aoocc  de  prot- 
owde  d'azote  et  3oocc  d'hydrogène.  Après  le  passage 
de  l'étincelle,  il  reste  3oocc  de  gaz.  On  ajoute  ioocc 
d'oxygène  et  l'on  fait  passer  de  nouveau  l'étincelle  ;  on 
obtient  un  résidu  de  20occ. 

Déduire  de  ces  données  la  composition  en  volume  du 
protoxyde  d'azote. 


ÉCOLE  FORESTIÈRE  (COMOIRS  RE  1884). 


Mathématiques. 

I.  Étant  données  deux  droites  non  situées  dans  le 
même  plan,  déterminer  le  lieu  géométrique  des  milieux 
de  toutes  les  droites  qui  joignent  un  point  de  la  première 


(  »87  ) 
droite  à  un  point  de  la  seconde.  Indiquer  la  marche  à 
suivre  pour  représenter  ce  lieu  à   l'aide  des  procédés  de 
la  Géométrie  descriptive. 

2.  Trouver,  par  la  suppression  des  facteurs  communs, 
c'est-à-dire  sans  employer  le  procédé  de  la  division 
directe,  le  quotient  de  l'expression 

a° —  ax%  +«8x  —  a9 
ci3  —  ax'*-\-  a'yx  —  ,r3-f-  \l'i(a%x  —  a-x'*^-  a^x- — ax'*) 

3.  L'escompte  d'un  billet  de  246ofl  est  6-fl,  65.  Si 
l'échéance  était  rapprochée  de  55  jours  et  le  taux  aug- 
menté de  i,5  pour  îoo,  l'escompte  resterait  le  même. 
Trouver  le  taux  et  l'échéance. 

Trigonométrie   et  calcul  logarithmique. 

1 .  On  donne,  dans  un  quadrilatère  inscriptible  ABCD, 

B  =  87°38'47",     a  =  7i3m,68576,     b  =  557m,  34875  ; 
d —  c  =  5om,  355, 

calculer  d,  c,  A,  R  et  S. 

2.  Variations  de 

(1  ■+■  sina?  1- 
sina?(i —  sïnx) 

3.  Un  paratonnerre  AB,  d'une  longueur  égale  à 
8m,  264,  est  placé  sur  un  édifice  de  hauteur  AE.  En  s'ar- 
rêtant  à  82™,  656  du  pied  de  l'édifice  et  à  une  hauteur  de 
i5m,46-,  au-dessus  du  sol,  on  a  vu  le  paratonnerre 
sous  un  angle  de  4027"'54//>  27.  On  demande  de  calculer  la 
hauteur  de  la  pointe  B  du  paratonnerre  au-dessus  du 
sol. 
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ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (COXCOIRS  DE  1884). 


Composition    de  Mathématiques* 

1.  On  donne  un  angle  aîgû  ZOX  et  un  point  À  sur 
OX-,  d'un  point  M  pris  surOX,  entre  Oet  A,  on  abaisse 
la  perpendiculaire  MP  sur  OZ,  et  l'on  considère  la  lon- 
gueur jr  donnée  par  la  formule 

y  =  Vo.M.MA  -t-^ÛT'  . 

On  demande  comment  y  varie  quand  le  point  M  se 
déplace  sur  OX  de  O  jusqu'à  A.  Courbe  figurative. 

2.  Dans    un  triangle    isoscèle   ABC,    on   connaît    la 

base  a,  la  bissectrice  fi  de  l'angle  à  la  base  B5  calculer 

P 
l'angle  —  •  Discuter;  rendre  calculable  par  logarithmes 

la  formule  obtenue. 

3.  Connaissant  dans  un  triangle  \I>C  le  côte  a  el  les 
angles  15  et  C,  calculer  la  hauteur  abaissée  sur  le 
côté  a.  Données  numériques  : 

a  =  13908'".  5,    i:      56°  1  ,,-."».     C       (9  16 


/.pure. 

On  donne,  dans  le   plan   vertical  de   projection,   un 

cercle  langent  a  .r)  .  dont  le  rayon  égale  3lmm.  Le  penta- 
gone régulier  inscrit  dans  Ce  cercle,  el  dont  un  sommet    \ 
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est  sur  xy^  est  la  base  d'un  prisme  droit.  Lu  cône  droit, 
dont  Je  sommet  est  situé  dans  le  plan  de  profil  du  point  A, 
à  84ium  au-dessus  du  plan  horizontal  et  à  6gmm  en  avant 
du  plan  vertical,  a  pour  base,  sur  le  plan  horizontal,  un 
cercle  dont  le  rayon  est  de  6omm.  On  demande  l'intersec- 
tion du  cône  et  du  prisme.  On  indiquera  le  tracé  des 
constructions  effectuées  pour  trouver  un  point  quel- 
conque de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  portion  du 
prisme  qui  est  contenue  dans  le  cône. 


NOTE  SIR  LE  DÉVELOPPEMENT  DTN  DÉTERMINANT; 

Par  M.  E.  HUMBERT, 
Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Nancy. 


Je  me  propose  d'exposer  dans  cette  Note  une  méthode 
très  simple  pour  obtenir  le  développement  d'un  déter- 
minant à  l'aide  des  mineurs  relatifs  à  K  lignes  quel- 
conques. Cette  méthode  n'est  pas  nouvelle-,  je  crois 
seulement  l'avoir  exposée  très  simplement. 

Je  désignerai  par  à  le  déterminant 

Ai      Ai      -Ml 
'Ai      A*     A»  I 


!  •> 


\  i       A  2      A" 

et  par  A£«  x  Ie  déterminant  mineur  formé  avec  les  élé- 
ments des  lignes  horizontales  (lignes) d'indices  a,  (3,...,  A 
et  ceux  des  lignes  verticales  (colonnes)  d'indices  a\ 
(£', , .,. ,  V.  en  nombre  égal  aux  précédants. 
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Je  suppose  qu'on  veuille  développer  A  en  mettant  en 
évidence  les  déterminants  mineurs  formés  avec  les  élé- 
ments des  K  lignes  dont  les  indices  sont  a,  Z>,  ...,  /,  que 
je  suppose  rangés  par  ordre  de  grandeur.  J'appelle  a. 
b',...,m'  les  indices  des  lignes  qui  restent,  rangés  aussi 
par  ordre  de  grandeur. 

Via  terme  quelconque  de  A  est  alors 

(_i)NAaAf...A^Aa;A?:...A^, 

x         '         a      b  l       a       b  m 

N  désignant  le  nombre  total  des  inversions  formées  par 

les  indices  supérieurs  entre  eux  et  les  indices  inférieurs 

entre  eux. 

Comptons  d'abord  le  nombre  des  inversions  formées 

par  les  indices   inférieurs  ;    <2,  &,  .  .  .,  /  entre   eux    ne 

forment  pas  d'inversions-,  de  même  pour  a' ,  //,   ...,/'. 

Mais  il  y  a  a —  i  nombres  inférieurs  à  a  et  placés  après 

lui  \  b —  2  nombres  inférieurs  à  b  et  placés   après  lui; 

/  —  K  nombres  inférieurs  à  /  et  placés  après  lui  \  donc 

il  y  a 

a  -+r  b  4- . . .  -+- 1  —  i  —  2  — ...  —  K 
ou 

K(K-+-0 


a  -+-  b  ■+- .  .  .  -h  /  — 


inversions  formées  par  les  indices  inférieurs. 

Maintenant,  comptons  le  nombre  des  inversions  for- 
mées par  les  indices  supérieurs.  Il  v  a  d'abord  V  inver- 
sions  formées    par  les   indices    oc,  [3 X  enlre  cu\; 

O  inversions  formées  par  les  indices  v! .  V u!  entre 

eux.  II  n  v   a  plus  qu'à  compter  les  inversions  formées 

par  les  indices  a.  [3,  .  .  .,  A  avec  les  indices  a'.  V,  .  .  .. 
a',  il'.  Pour  cela,  on  peut  ranger  les  indices  a.  j.  .  .  .,  A 
par  ordre  de  grandeur  x, ,  (3,,  .  .  . ,  "a,  .  Alors  il  v  a  >.,  —  i 
nombres  inférieurs  à  a,  et  placés  après  lui:  p4  —  •> 
nombres  inférieurs  à  t'j,  el  placés  après  lui  ;  a,  —  l\  nom- 
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bres  inférieurs  à  À,  et  placés  après  lui.  Donc  le  nombre 
total  des  inversions  formées  par  les    indices  supérieurs 
est 


P  H-  g  -+- 

en 

remarqi 

liant  que 

*i+  Pi- 

et 

l'on  a    • 

,  }        K(K,h-i) 

p  ...  A — 


4-Ài  =  a4-3+..'+A, 


N  =  a.+  6+...+  ?  +  oî+g:+...+  )l  +  P  +  Q-K(K  +  i). 

Le  terme  général  de  A  peut  alors  s'écrire 

(^I)^4-...+/+a+^,.+X(_I)PA«A^:.A^(-i)«A^Af.-..  A£(, 

car  K(K  -f-  i)  est  un  nombre  pair  et  peut  être  enlevé  de 
l'exposant  de  — i . 

Si  l'on  échange  entre  eux  d'une  manière  quelconque 
les  indices  a,  p,  ..  .,  A  et  aussi  les  indices  a',  [i\  ...,  u/, 
on  obtient  tous  les  termes  du  produit 

/I\a+A+...+/+a+3+...+AAa^-XAa'^--!X'- 
v         '  ab...l     a'b'...m  ' 

et,  enfin,  en  posant  pour  a,  fi,  .  .  . ,  X,  K  nombres  quel- 
conques parmi  les  tz  nombres  1,2,  ...,«,  et  de  toutes  les 
manières  possibles,  on  a 

A  =  (—  ,)«+£+.. .+/  v/_  I\a+p+...-HXAa?"->Aa'?,'-fX'. 
v         /  ^         /  (io... I      ab  ...m 

C'est  le  développement  annoncé. 

Si  l'on  voulait  mettre  en  évidence  les  mineurs  formés 
avec  les  éléments  des  K  colonnes  d'indices  <7,  Z>,  .  .  .,  /, 
on  raisonnerait  d'une  façon  toute  semblable  et  l'on  ar- 
riverait à 


A  =  (_i)a+6  k..  »  /  v(_l)a+(^  ...+l^-<  ï1';.;-'". 
v        7  '  ap.    À     a  p.    u. 


(    29?    ) 
Première  application.  —  Si  l'on  développe  le  déter- 


minant 


C  == 


a\ 

a\ 

.     a'{ 

p\ 

PI      • 

••     P'I 

a\ 

a\ 

. .     à\ 

p\ 

Pi      ■ 

..     p\ 

«À 

a%     . 

a11 

Pk 

Pi     ■ 

••     Pnn 

o 

o 

O 

H 

b\      . 

..     b% 

o 

o 

O 

H 

b\      . 

..      b% 

• 

• 

.  . 

o 

o 

o 

b\ 

b\      . 

ba 

en  se  servant  des  mineurs  des  n  premières  colonnes,  on 
trouve  immédiatement 


G  = 


a 


ai 


ah     ai 


a' 


a . 


ai 


a  ; 


b\ 

b\      . 

. .     b'[ 

b\ 

b\      . 

.     b% 

H 

bl     . 

Un 

u  n 

L'exposant  de  —  i  est 


n 


n. 


c'est-à-dire  ira  nombre  pair. 

Si  l'on  développe  de  la  même  manière  le  déterminant 


C'= 


o 

o 

o 

h\ 

b\    . 

..    //< 

o 

o 

o 

b\ 

bi    . 

..    bi 

• 

. 

• 

. . 

o 

0         .  .  . 

0 

H 

bl      ■ 

■■     b« 

«i 

a\     .. 

<t'l 

p\ 

ri    • 

••     Pi 

a\ 

a\     .. 

a\ 

p\ 

ri    ■ 

ri 

"), 

■ 

al     . . 

•     *% 

Pk 

pi    ■ 

n" 

on  trouve 


c=(-0" 


a        <t 


(i 


a\ 


n  '       n  s 


i 


b\         b\ 


b\      bl 


bl 


bn 


(  *93  ) 
L'exposant  do  —  i  est  ici 

rï-\-  i  -4-'  n  H-  2  -i- .  • .-+-  /i  -+-  h  -+-  i  -f- 1  -4-. .  .-+■  />  : 

en    enlevant   un    nombre   pair    2(1  H-  2  -4-.  .  .  -+-  w),    il 
se  réduit  à  /z-,  qui  est  de  la  même  parité  que  n. 

Seconde  application.  —  Considérons  les  matrices 

7,1       7,2  Un 

u  1     wi      •  •  •     u  \ 


a 


a  : 


a 


ai 


a' 


a'X 


(t  \ 


a[ 


b\     b\ 


b'h 


bx      b- 


et  le  déterminant 


G  = 


<>\ 

al 

•  •     a], 

a\ 

a\ 

..     a* 

a» 

a\ 

...     a]t 

0 

0 

0 

0 

0 

. . .       0 

0 

0 

0 

b" 


<>  o 
b\  b\ 
b\       bl 


bl 


K 


b'i 
bl 


Développons-le  en  mettant  en  évidence  les  mineurs 
des  p  premières  colonnes.  Pour  cela,  prenons  p  lignes 
parmi  les  n  premières,  et  soient  a,  [6,  .  .  .,  A  leurs  in- 
dices, on  aura 

C  =  (—  i)i+2-k..+/;  v(_ I}a+p+...+X Aap...x 

o        o        ...      — I        o        ...        o 


X 


o       o 

b\  b\ 

b\     b\ 


b1      b2 

u  p     u  p 


Aap...>  désignant  le  détei 


o 
pi 

b:i 


bn 

Vp 


minant  d'ordre  p  formé  avec  les 


p  colonnes  d'indices  a,  [j,  ....  Âdans  la  matrice   \ 


94  ) 


Dans  le  déterminant 


0 

0 

o 

0 

o 

o 

h\ 

à\ 

H 

H 

H 

/'f, 

o 

o 

—  I 

o 

. . .     . 

o       - 

-1         o 

.  .  . 

.      b'I 

. . .     . 

. .      &j 

•  •   •         . 

b" 

il  y  a  n  — p  lignes,  les  premières,  qui  ne  contiennent 
pas  les  éléments  Z>,  et  ce  sont  celles  qu'on  obtient  en 
supprimant  dans  les  n  colonnes  de  droite  du  détermi- 
nant C  les  ligues  d'indices  a,  [ii,  .  .  .,  A-  donc,  dans  clia- 
cune  d'elles,  — i  est  situé  dans  une  colonne  d'indice 
autre  que  a,  [3,  .  .  .,  A.  Si  donc  on  développe  ce  der- 
nier déterminant  en  mettant  en  évidence  le  mineur 
des  n  — p  premières  lignes,  qui  n'est  pas  nul,  et  qui  est 
égal  à  ( — l)n~pi  puisque.'  les  seuls  termes  différents 
de  zéro  sont  les  termes  situés  sur  la  diagonale  principale 
et  égaux  à  — i,  on  trouve  pour  ce  déterminant 

( j\l-t-2-H...-H«— /;-Hi-h2-f-...-f-«-a-^-...—  \-i-H— p  g    g      % 

Donc,  finalement,  on  a 

G==:(-i)»^/'>SAap...ïBap...x. 

Remarque.  —  Si  p  est  plus  grand  que  //.  chacun  des 
déterminants  A^...).,  Bap...>  contient  une  ligne  de  zéros 
et  est  identiquement  nul  ;  C  est  donc  nul. 

Les  deux  applications  que  nous  venons  d'indiquer 
conduisent,  connue  on  sait,  facilement  aux  théorèmes 
relatifs  à  la  multiplication  des  déterminants  et  à  la  mul- 
i  iplication  Avs  matrices. 


(  •<)•>  ) 


SLR  LA  SERIE  HARMONIQUE; 

Par  M.  E.  GESARO. 


1.   Désignons  par  Iiw  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  harmonique.  Si  l'on  pose 


ii         ii         ii 
un-x  =  ïï  -- -  -h  t  -g  -+-  -  — 


on  a,  d'après  une  formule  connue, 

,  n  -+-  i        2 
n  —  i        n 

Si,  dans  cette  formule,  on  change  n  en  n —  i ,  n  —  i.  ..., 
3,  2,  on  obtient,  par  addition, 

/    =2     -  +  r+...H +2    K1+M2  +  ,..+  Un-i  ) 

2  \  2  3  71  / 

ou  bien 

/*(>-+- 1) 
« =2Hft-2  +  2 bre_i  ; 

2 

d'où 


(I)  H„=  lif  —^ hl-S,H. 

2.   Pour  calculer  S«_1 ,  étudions  la  série  a, ,  »o 5  "35  ••■} 
«,>_i .  On  a 


i  /  i 


/  i_.      i       _L._u.     \  _  j./ L_    <      l       _^V 

\  71 3  /i;i  7?7  '     /  6\7Î  — I  H  +  I  «/ 

On  obtient,  par  addition, 


s     t  <  1 ! 

12  ()/7  |  //  -+-  I  I 


(  296  ) 
Donc  S,t_{  tend  vers  une  limite  S,  inférieure  à  -^.   Les 
termes  élant  positifs    on  a 

(2)  S„_,<S. 

D'autre  part,  on  trouve  de  Ja  même  façon 

6  ;i  (  /i  —  i  i 
d'où 

(3)  S„_,>S 


6  rt  (  /?  —  i  ! 
Des  inégalités  (i)  et  (3),  il  résulte  qu'on  peut  poser 

s       -s  ° 

1  6  n{  n  -+- 1) 

G  étant  compris  entre  o  et  i . 

3.   Si,  dans  (i),  on  remplace  S,,,,   par  sa  valeur,  on 
obtient 

H/>=*./fLl^tl>+1_s  +  ir-J 

y/  2  (>  n{ n-\- 1 ) 

ou  bien 

, 0 

(4)  H„=C  +  ///i(n      i)h- 


(')/?  i  ii  -+-  i  ) 


C  est  une  constante.  Cette  constante,  qui  porte  le  nom 
de  constante  d'Euler,  est  égale  à  o,  5yyai5664«  •  •  • 

Remarque.  —   La  formule   (4)  donne   II„    avec   une 
cireur  moindre  cpie  - — -•  On  trouve,  par  exemple, 


!  I  I 

1  -4-  -  ...H l  |.  "|. 

2  )  KKIIHHKI 
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QUELQUES  RÉFLEXIONS  SUR  L'ÉTUDE  GÉOMÉTRIQUE  DES 
COURBES  GÉOMÉTRIQUES  ET  THÉORÈMES  POUVANT  Y  ÊTRE 
UTILES 

(  SUITE  )  ; 

Par  M.  J.-E.  ESTIENNE. 


Relation  entée  huit  plans  septaires. 

Une  simple  transformation  par  polaires  réciproques 
conduit  au  théorème  suivant,  analogue  à  celui  de  Brian- 
clion  : 

Théorème.  —  Si  les  huit  faces  d'un  octogone  gauche 
sont  septaires  (c  est-à-dire  telles  que  toute  quadrique 
tangente  à  sept  le  soit  à  la  huitième) ,  les  quatre  droites 
qui  joignent  les  sommets  opposés  sont  les  génératrices 
d  ' un  hjperb  o lo  ïde . 

De  la  cubique  gauche. 

Une  courbe  très  utile  dans  l'étude  des  quadriques  est 
la  cubique  gauche.  On  se  contentera  d'en  rappeler 
brièvement  les  propriétés  et  l'on  s'attachera  à  faire 
ressortir  ses  analogies  étroites  avec  la  conique  plane. 

Définition.  —  La  cubique  gauche,  ou  courbe  gauche 
du  troisième  ordre,  est  telle  qu'un  plan  quelconque  la 
coupe  en  trois  points. 

Cette  définition  donne  une  première  analogie  entre 
la  cubique  gauche  et  la  conique,  analogie  intime,  quoi- 
que d'apparence  puérile  : 

La  cubique  gauche  est  coupée  par  un  plan  en  un 
nombre  de  points  égal  à  celui  qui  détermine  un  plan. 

Ann.  de  Mat  hé  mat.,  3e  série,  t.  IV.  (Juillet   i885.)  1d 


(  *98  ) 

De  même,  la  conique  est  coupée  par  une  droite,  en 
un  nombre  de  points  égal  à  celui  qui  détermine  une 
droite. 

De  la  délinitionde  la  cubique  gauche,  on  déduit  suc- 
cessivement et  sans  peine  les  théorèmes  suivants  : 

i°  La  perspective  d' une  cubique  gauche,  quand  on 
prend  le  point  de  vue  sur  cette  courbe,  est  une 
conique. 

2°  Une  cubique  gauche  est  l'intersection  de  deux 
cônes  du  second  ordre  qui  ont  une  génératrice  commune, 
ou,  plus  généralement,  de  deux  quadriques  qui  ont 
une  génératrice  commune. 

3°  Six  points  quelconques  de  l'espace  déterminent 
une  cubique  gauche  et  une  seule. 

Ce  qui  précède  permet  de  trouver  la  relation  double 
qui  existe  entre  sept  points  dune  cubique  gauche. 
On  va  la  rappeler  et  la  démontrer  : 

Théorème.  —  Un  plan  quelconque  coupe  les  faces 
d'un  tétraèdre  ABCD,  inscrit  dans  une  cubique  gauche. 

Piff! 


suivant  le  quadrilatère  4.5.7.1).  et  la  cubique  en  trois 
points  i.».3-  le  quadrilatère  4.. *>.-.()  et  le  triangle 
1  .  .>.  .  3  sont  circonscrits  à  une  même  conique  ^  //. 


(  a99  ) 
En  effet,  de  A,  on  voit  les  points   B.C.D.,  1.2. 3.. 

sur  une  conique;  les  triangles  /\.5.6  et  1.2. 3  sont 
donc  inscrits  dans  une  conique,  et,  d'après  un  théorème 
connu,  leurs  côtés  sont  aussi  tangents  à  une  conique. 
Une  perspective  faite  de  B  montre  de  même  que  les 
triangles  4*8.9  et  1.2. 3  sont  circonscrits  à  une  co- 
nique. Le  théorème  résulte  dès  lors  de  ce  que  les  droites 
4.8  et  4-()  sont  respectivement  les  mêmes  que  les 
droites  4 .  5  et  ^.G. 

On  peut  considérer  la  cubique  gauche  à  un  autre 
point  de  vue,  en  remarquant  que  huit  quelconques  de 
ses  points  sont  septaires,  puisque  toute  quadrique  qui 
coupe  une  cubique  gauche  en  sept  points  contient  cette 
cubique  tout  entière. 

Si  donc  sept  points  sont  sur  une  cubique  gauche, 
on  a  la  relation  qui  les  lie,  en  exprimant  que  leur  hui- 
tième point  septaire  est  mal  déterminé. 

C'est  ainsi  que  la  construction  faite  (ftg.  7)  pour 
trouver  le  huitième  point  septaire  ne  donnerait  pas  un 
point  unique  si  les  points  a,  a  5  (3,  (3'-,  y,  y'  étaient  tels 
qu'on  put  faire  passer  par  ces  points  les  côtés  de  deux 
et,  par  suite,  d'une  infinité  d'hexagones  définis  comme 
on  l'a  dit.  L'heptagone  A.B.G.D.E.F.G.  serait  alors 
inscrit  à  une  cubique  gauclie. 

On  va  donner  entre  sept  points  d'une  cubique  gauche 
une  autre  relation,  analogue  à  une  de  celles  qu'on  peut 
établir  entre  six  points  d'une  conique. 

Le  théorème  plan  est  le  suivant  : 

Théorème.  —  Les  polaires  de  tous  les  points  d'une 
conique,  par  rapport  aux  côtés  d'un  triangle  inscrit 
à  cette  conique,  passent  par  un  même  point. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  par  projection, 
ou  analytiquement  comme  il  suit  : 


(  3oo  ) 
L'équation,  en  coordonnées  trilatères  d'une  conique 
circonscrite  au  triangle,  est 


a 

b 

c 

— 

4- 

— 

-+- 

— 

= 

0 

X 

y 

z 

X         Y        Z 

Elle  exprime  que  la  polaire  - — | — -  H — =o.  d'un 

point  x,ytz  de  cette  conique  passe  constamment  par 
le  point  qui  a  pour  coordonnées  a,  &,  c. 

Théorème  correspondant  sur  la  cubique  gauche.  — 
Les  plans  polaires  de  tous  les  points  d'une  cubique 
gauche,  par  rapport  aux  faces  d'un  tétraèdre  A.  B.C.D. 
inscrit,  passent  par  une  droite  fixe. 

D'après  ce  qu'on  a  vu,  une  cubique  gauche  passant 
par  les  points  A,B,C,D  est  l'intersection  de  deux 
cônes  ayant  leurs  sommets  en  A  et  B,  par  exemple,  et 
passant  par  les  quatre  points. 

ABCD  étant  le  tétraèdre  de  référence,  on  a  donc,  pour 
les  équations  de  cette  courbe, 


et 


b 

c 

d 

— 

-t- 

— 

H- 

—    : 

=  0 

y 

z 

V 

a' 

c' 

d 

— 

-f- 

— " 

■+■ 

— 

=  o 

X 

-o 

V 

Elles  expriment  que  le  plan  polaire 
\       Y       Z       V 


1 ! ! =0 

x       y        z         r 


du  point  ayant  pour  coordonnées  x,  -)',  s,  v,  passe  con- 
stamment par  la  droite  joignant  les  points  ayant  pour 
coordonnées  :  o,  b,  c,  d  et  d \  o,  c;,  d'. 

On  pourrait  prendre  pour  base  de  la  théorie  des 
cubiques  gauches  la  féconde  relation  de  Bob  illier  entre 
huit  plans  septaires. 


(  3c».  ) 
Ce  géomètre  a  démontré  que,  si  huit  plans  sont  sép- 
taîres,   on  peut  déterminer  les  coeffieienls  X/,  de  telle 
sorte  que,  P,=  o  étant  l'équation  de  l'un  des  plans,  on 
ait  l'identité 


i=8 


X,P?  =  o. 


1=  1 


En  faisant  de  cette  identité  deux  membres  contenant 
chacun  quatre  termes,  on  a  le  remarquable  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Si  les  huit  faces  de  deux  tétraèdres 
sont  sept  air  es,  ces  deux  tétraèdres  sont  autopolaires 
par  rapport  à  une  même  quadrique  ;  de  plus,  on  voit, 
en  prenant  cette  quadrique  comme  quadrique  de  trans- 
formation par  polaires  réciproques,  que  les  huit  som- 
mets des  deux  tétraèdres  sont  aussi  septaires. 

On  reviendra,  à  propos  d'une  autre  question,  sur  le 
théorème  correspondant  de  la  théorie  des  coniques. 

Il  résulte  du  théorème  précédent  que  le  huitième  point 
septaire  des  sept  points  A,  B,  G,  D,  i,  2,  3  s'obtient 
en  prenant  le  pôle  du  plan  1 ,  2,  3  par  rapport  à  la  qua- 
drique, à  laquelle  le  tétraèdre  A,  B,  C,  D  et  le  triangle 
1,  2,  3  sont  respectivement  autopolaires. 

ABCD  étant  le  tétraèdre  de  référence,  et  a/,  (3/,  v«>  8« 
les  coordonnées  d'un  des  sommets  du  triangle  1,  2,3, 
l'équation  de  cette  conique  est 


X* 

rl 

z* 

P2 

«1*2 

pi  P2 

Y1Y2 

*        IN 

Oi  02 

a2a3 

P2p3 
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(S      Ji 
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l\       IN 
<>3  0l 

=  o. 


Pour  que  le  tétraèdre  et  le  triangle  soient  inscrits  à 
une  cubique  gauche,  il    faut  que    le  pôle  du  plan   du 


(  3o,  ) 
triangle   1.2. 3,  par  rapport  à  cette   conique,   soit  mal 
déterminé,  ce  qui  exige  que  la   quadrique  soit  mal  dé- 
terminée. 

On  verrait  sans  peine  que  cette  condition  se  réduit  à 
ce  que  deux  déterminants  mineurs  soient  nuls;  par 
exemple 


«1*2 

u   0 

Plp2 

YlÏ2 

«1  rJ-î 

1   !  ,J2 

Û  i  0  2 

a2«3 

0    0 

lJ2  P3 

Y2V3 
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a2  a3 

P2?3 

-s      "\ 
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a    0 
P3Pl 

73  ïl 

«3«1 

?3pl 

030, 

On  peut  écrire  cette  double  condition  par  les  deux 
équations 
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J 

1 

y-i 

Vi 

1 

I 

1 

=  0 

et 

a2 
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«3        P3        °3 

Elles  expriment  que  les  plans  polaires  des  points 
1,  2  et  3,  par  rapport  au  tétraèdre  ABGD,  plans  ayant 
pour  équations 


Y 


=  o. 


X 

ai  fi  7i  °i 

./•  1'  £  V 

7.2  ^->  j2  ^2 

./'  1'  2  r 

Kj  f*3  T3  ^3 


passent,  comme  on  le  savait  déjà,  par  une  même  droite. 


\lTWE    ANALOGIE   ENTRE   LA    CUBIQUE   GAUCHtî 
ET  n  COMZQUEi 

La  courbe  du  second  ordre  esl  aussi  de  seconde  classe, 
el  ce  lait  ne  se  reproduit  pas  pour  la  courbe  générale 
d'un  ordre  supérieur  à  2. 
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De  moine,  la  courbe  gaucho  du  troisième  ordre,  ou 
cubique  gauche,  est  de  troisième;  classe,  en  convenant 
que  la  classe  d'une  courbe  gauche  est  marquée  par  le 
nombre  des  plans  oscillateurs  qu'on  peut  lui  mener  pat- 
un  point  de  l'espace. 

Cette  proposition  résulte  immédiatement  du  théorème 
qu'on  va  démontrer  : 

Théorème.  —  La  surface  dèveloppable,  formée  par 
les  tangentes  à  une  cubique  gauche,  est  du  quatrième 
ordre  et  de  la  troisième  classe. 

L'ordre  étant  marqué  par  le  nombre  des  points  d'in- 
tersection d'une  droite  quelconque  D  avec  la  surface, 
nous  allons  chercher  ce  nombre  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  le  nombre  des  plans  tangents  à  la  cubique  qu'on 
peut  mener  par  la  droite  D. 

Projetons  parallèlement  à  la  droite  D  la  courbe; 
gauche  sur  un  plan  quelconque.  La  projection  est  une 
cubique  plane  ayant  un  point  double. 

Les  plans  tangents  à  la  cubique  gauche  menés  par  1) 
coupent  le  plan  de  projection  suivant  les  tangentes 
menées  à  la  cubique  plane,  par  le  point  d  où  D  coupe 
le  plan  de  projection.  Or  la  cubique  plane,  ayant  un 
point  double,  est  de  quatrième  classe,  et  les  tangentes 
menées  par  d*  par  suite  les  plans  tangents  menés  par  D 
sont  au  nombre  de  quatre;  la  première  partie  du  théo- 
rème est  démontrée. 

On  en  déduit  immédiatement  : 

Corollaire. —  Les  traces  des  tangentes  à  une  cubique 
gauche  sur  un  plan  oscillateur  à  cette  courbe  sont 
une  conique.  Cette  conique  est  aussi  l'enveloppe  des 
f  races  des  plans  oscillateurs  à  la  cubique. 

La  seconde   partie  du  théorème   est    dès   lors   facile  à 
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démontrer;  car,  si  dans  le  plan  osculateur  à  une  cubique 
gauche  on  prend  un  point  quelconque  A,  on  pourra  par 
ce  point  mener  à  la  courbe  deux  nouveaux  plans  oscu- 
lateurs  seulement,  dont  les  traces  sur  le  premier  seront 
les  tangentes  menées  de  A  à  la  conique  du  corollaire 
précédent. 

On  termine  ici  l'étude  des  cubiques  gauches;  on  se 
contentera  d'ajouter  les  remarques  suivantes  : 

i  °  Une  cubique  gauche  et  une  droite  qui  la  coupe 
en  deux  points  sont  à  l'intersection  de  deux  quadri- 
ques. 

Par  suite,  si  l'on  donne  sept  points,  leur  huitième 
point  septaire  est  sur  la  droite  qui  est  menée  par  l'un 
d'eux  et  coupe  en  deux  points  la  cubique  gauche  dé- 
terminée par  les  six  autres. 

2°  Par  une  cubique  gauche  et  deux  points  quel- 
conques de  l'espace  on  peut  faire  passer  en  général  une 
et  une  seule  quadrique. 

Il  résulte  de  là  que,  si  neuf  points  sont  sur  la  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre,  intersection  de  deux  qua- 
driques,  la  cubique  gauche  déterminée  par  six  d'entre 
eux  coupe  le  plan  des  trois  autres  en  trois  points,  ces 
six  points  sont  sur  une  conique. 

Digression  sur  la  condition  simple  du  premier  ordre, 
la  plus  générale,  a  laquelle  on  peut  astreindre 
une  conique. 

Nous  dirons  qu'on  astreint  une  conique  à  une  condi- 
tion simple  du  premier  ordre,  quand  on  donne  entre  les 
six  coefficients  de  son  équation  en  coordonnées  carté- 
siennes ou  trilatères  une  relation  homogène  du  pre- 
mier degré  par  rapport  aux  coeiïicients. 
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C'est  ainsi  qu'on  astreint  une  conique  à  une  condi- 
tion simple  du  premier  ordre,  quand  on  lui  impose  de 
passer  par  un  point,  ou  encore,  d'être  conjuguée  par 
rapport  à  deux  points. 

On  se  propose  de  trouver  la  forme  générale  de  la  re- 
lation géométrique  à  laquelle  correspond  cette  condition 
analytique. 

On  peut  poser  le  problème  d'une  façon  un  peu  diffé- 
rente, mais  plus  nette,  en  disant  : 

Trouver  la  condition  géométrique  à  laquelle  satis- 
font toutes  les  coniques  C,  dont  l  équation  est 

G  —   Àj  Ci  -+-  À2  G2  -+-  A3  G3  -f-  A4  G4  -h  Àg  G5, 

Ci,  C2,C3,  C4,  C5  étant  les  équations  de  coniques  quel- 
conques et  )H,  )v2,  ^3,  ^4,^5  des  coefficients  quelcon- 
ques. 

La  solution  de  cette  question  et  de  celles  du  même 
genre  est  fort  utile  dans  l'application  de  l'analyse  à  la 
Géométrie.  La  difficulté  qu'on  rencontre  à  étudier  la 
Géométrie  au  moyen  de  l'Algèbre  consiste  souvent,  en 
effet,  moins  à  poser  les  équations  et  à  les  combiner,  qu'à 
interpréter  géométriquement  le  résultat  analytique 
trouvé.  On  a  fait,  pour  ainsi  dire,  une  version  de  la 
langue  géométrique  en  langue  analytique,  pour  poser 
les  équations  primitives  du  problème:  il  faut  faire  un 
thème  pour  donner  un  sens  géométrique  aux  équations 
finales  -,  le  thème  est  souvent  plus  difficile  que  la  ver- 
sion. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  de  la  relation,  si  facile  à 
écrire,  entre  les  coordonnées  de  dix  points  d'une  qua- 
drique,  on  n'a  pas  encore  pu  déduire  leur  relation  de 
position. 

Il  est  très  utile  de  pouvoir  conclure  immédiatement 


(  3o6  ) 
de  ce  fait   analytique    que    l'équation  dune  courbe  ne 
contient   qu'un    seul    paramètre   variable    au    premier 
degré,  le  fait  géométrique  qu'elle  passe  par  un  certain 
nombre  de  points  fixes. 

Jl  serait  à  désirer  qu'on  eût  aussi  la  solution  dans  le 
cas  où  l'équation  contient  un  nombre  quelconque  de  para- 
mètres au  premier  degré.  C'est,  comme  on  l'a  dit,  cette 
question  qu'on  va  traiter,  pour  les  seules  coniques  mal- 
beureusement. 

La  voie  qui  mène  à  la  solution  est  un  peu  détournée. 

Considérons  dans  l'espace  cinq  points  quelconques 
et  un  plan.  Toutes  les  quadriques  passant  par  ces  cinq 
points  coupent  le  plan  suivant  une  conique.  Cette  co- 
nique n'est  évidemment  pas  quelconque;  elle  satisfait  à 
la  condition  simple,  du  premier  ordre,  la  plus  géné- 
rale. 

Car,  l'équation  générale  des  quadriques  passant  par 
ces  cinq  points  contient  quatre  paramètres  arbitraires 
au  premier  degré  -,  la  conique  d'intersection  du  plan  tixe 
donné  avec  cette  quadrique  renferme  encore  dans  son 
équation  ces  quatre  paramètres  au  premier  degré,  et  ils 
v  sont  distincts. 

Le  problème  revient  donc  à  trouver  la  condition  pour 
qu'une  conique  et  cinq  points  quelconques  soient  sur 
une  quadrique. 

Lemme.  —  Si  cinq  points  quelconques  de  l'espace,  cl 
une  conique  sont  sur  une  quadrique,  on  peut  trouver 
sut'  cette  Conique  une  infinité  de  S]  sternes  de  trois 
points  qui }  avec  les  cinq  points  de  l'espace  forment  un 
n  i  Sleme  sept  dire. 

En  effet,  si  par  1rs  cinq  points  ci  un  point  quel- 
conque \  de  la  conique  on  fait  passer  une  cubique 
gauche,  «('lie  cubique  coupe  le  plan  «le  la  conique  en 
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deux  nouveaux  pointe;  la  droite  qui  les  joint  coupe  la 
conique  en  deux  points  B  et  C,  qui  avee  le  point  A  et  les 
cinq  points  de  l'espaee  forment  un  système  septaire, 
puisqu'ils  sout  à  l'intersection  de  la  quadrique  donnée  et 
de  la  quadratique  (intersection  de  deux  quadriqucs) 
Constituée  par  la  cubique  gauche  et  la  droite  BC. 

Théotième.  —  Si  un  pentagone  gauche  et  un  triangle 
ont  pour  sommets  huit  points  septaires,  le  triangle 
est  autopolaire  par  rapport  à  une  conique  détermi- 
née, quand  on  connaît  le  pentagone  et  le  plan  du 
triangle. 

Si,  en  eil'et,  on  se  reporte  au  théorème  déduit  plus  haut 
de  la  relation  de  Bohillier,  on  voit  que  eette  conique  est 
l'intersection  du  plan  donné  avee  la  quadrique  définie 
comme  il  suit  :  Le  tétraèdre  ayant  pour  sommets  quatre 
des  sommets  du  pentagone  gauche  lui  est  autopolaire  *, 
de  plus,  le  cinquième  sommet  de  ce  pentagone  admet 
par  rapport  à  elle,  pour  plan  polaire,  le  plan  donné. 

On  peut  déduire  de  là  une  définition  plane  de  cette 
conique,  et  dire  avec  P.  Serret  :  Cette  conique  a  pour 
polaires  de  chacun  des  sommets  du  pentagone  plan, 
intersection  du  plan  donné  avec  le  pentagone  gauche, 
les  cotés  opposés  de  ce  même  pentagone. 

Mais  ce  qui  nous  importe,  c'est  que  cette  conique  est 
définie  quand  on  donne  le  plan  et  le  pentagone  gauche. 

De  ce  théorème  et  du  lemme  on  déduit  immédiatement 
la  proposition  suivante  : 

Théorème.  —  Si  une  conique  située  dans  un  plan 
donné  est  sur  une' quadrique  passant  par  cinq  points 
donnés  dans  V espace,  on  peut  inscrire  à  cette  conique 
une  infinité  de  triangles  autopolaires  par  rapport  à 
une  conique  déterminée  par  les  données. 
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De  ce  théorème  on  conclut  la  solution  du  problème 
proposé  : 

Théorème.  —  La  condition  simple  du  premier  ordre 
la  plus  générale  à  lac/uelle  on  puisse  astreindre  une 
conique  est  de  lui  imposer  d'être  telle  qu'on  puisse  lui 
inscrire  une  infinité  de  triangles  autopolaires  par  rap- 
port à  une  conique  donnée. 

Cette  condition  paraît  au  premier  abord  n'être  pas 
simple;  elle  l'est  cependant,  puisqu'elle  n'est  qu'une 
transformation  d'une  condition  simple.  Le  théorème 
suivant  ne  laisse  d'ailleurs  aucun  doute  à  cet  égard. 

Théorème.  —  Si  deux  coniques  sont  telles  qu'on 
puisse  inscrire  à  l'une  un  triangle  antopolaire  par 
rapport  à  l'autre,  on  peut  en  inscrire  une  infinité,  satis- 
faisant à  la  même  condition. 

Cette  proposition  peut  se  déduire,  comme  le  célèbre 
théorème  dePoncelet,  dont  elle  est  l'analogue,  de  l'iden- 
tité de  Bobillier,  qui  exprime  que  six  droites  D,, 
D2, .  .  .  ,D6  sont  tangentes  à  une  conique  : 

X,Df  +X2Df  +  X3DI  =  X4DJ  -+-  X,Df  -+-  X6D* 

Cette  identité  exprime  que,  si  deux  triangles  sont 
circonscrits  à  une  conique,  ils  sont  autopolaires  par 
rapport  à  une  seconde  conique,  et  aussi  (  par  transfor- 
mation par  polaires  réciproques)  inscrits  à  une  troisième 
conique. 

On  retiendra  seulement,  pour  la  démonstration  du 
théorème  énoncé,  que  si  deux  triangles  sont  inscrits  à 
une  conique,  ils  sont  autopolaires  par  rapport  à  une 
autre  conique. 

Cela  étant,  soient  deux  coniques  ^  et  ^(  et  ABC  un 
triangle  inscrit  dans  La  conique  op  el  autopolaire  par  rap- 
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port  à  la  conique  cpx.  Prenons  par  rapport  à  la  conique 
et  la  polaire  d'un  point  quelconque  D  de  la  conique  cp; 
soient  E  et  F  les  points  où  cette  polaire  coupe  la  conique 
o:  les  deux  triangles  ABC  et  DEF  sont  inscrits  à  la 
conique  <p  •  ils  sont  donc  autopolaires  à  une  même  conique 
qui  n'est  autre  que  la  conique  cp<,  définie  par  les  condi- 
tions suffisantes,  qu'elle  soit  autopolaire  par  rapport  au 
triangle  ABC  et  qu'elle  admette  la  droite  EF,  comme 
polaire  du  point  D. 

La  démonstration  analytique  de  ce  théorème  conduit 
à  un  calcul  intéressant  qui  donne  l'équation  homogène 
et  du  premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équa- 
tion de  laconique  ©,  qui  exprime  que  les  coniques  cp  et  <p< 
sont  dans  la  dépendance  indiquée  dans  l'énoncé. 

Si  la  conique  cp  se  réduisait  à  un  système  de  deux 
droites,  il  est  évident  que  ces  deux  droites  seraient  con- 
juguées par  rapport  à  la  conique  cp,. 

On  peut,  à  l'aide  de  cette  remarque,  démontrer  les 
élégants  théorèmes  de  P.  Serret  sur  les  quadriqueset  les 
quadratiques. 

Quelques  théorèmes  sur  les  quadriques  ayant  leurs 
analogues  dans  la  théorie  des  coniques,  et  pouvant 
servir  a  la  recherche  de  la  relation  entre  dix 
points  d'une  quadr1que. 

Théorème.  —  Dix  points  étant  sur  une  quadrique, 
si  par  six  d'entre  eux  on  fait  passer  une  quadrique 
(«),  et  par  .les  quatre  autres  une  quadrique  (b) 
passant  par  V intersection  de  (#)  avec  un  plan  jixe 
quelconque y  le  plan  de  V autre  conique  commune  aux 
quadriques  (a)  et  (&  )  passe  par  un  point  jixe  quand  (a) 
varie. 

Prenons  les  quatre  points  du  second  groupe  pour  som- 
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mets  du  tétraèdre  de  référence }  soient  P,  P,,  P*,  P3  les 
équations  de  quatre  surfaces  du  second  ordre  passant 
par  les  six  autres  points  ;  l'équation  générale  des  qua- 
driques  passant  par  ces  six  points  est 

XPh-  ifPi-f-vPa-hpPs^o. 

Le  déterminant  suivant,  égal  à  o,  exprime  qu'on 
peut  déterminer  les  coefficients  A,  p,  v,  p  de  telle  sorte 
que  la  quadrique  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  de 
référence 

Px*        piir2        p,.r2        p9xt 

Pj2    'Pu2    P872    P3J2 

1)   -0  P      -2  I>       -°  P      ri 

l    -o  1   1*         10^.  r  ja* 

P(;2      IV'2      P2t>2       P,c? 

Dans  ce  déterminant,  P/.r2  est   le  coefficient    de  x' 
dans  l'équation  P/ =  o. 
Si 

le  déterminant  devient 
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Cette  relation  exprime  que  les  dix  points  donnés  sont 
sur  une  conique. 

Soit  P, ;=  o  l'équation  de  la  quadrique  (a)  de  l'é- 
noncé; cherchons  l'équation  de  la  quadrique  (b )  cor- 
respondante. 

Soient 

/>./■       qy       /-.       sv       o 

l'équation  du  plan  lixe  donné  cl 

7,./  -    1  -;,  3         8    I  0| 
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l'équation  du  plan  variable  de  Ja  seconde  conique  d'in- 
tersection des  surfaces  [a)  et  (/»). 

L'équation  générale  des  quadriques  passant  par  l'in- 
tersection de  (  a)  avec  chacun  de  ces  plans  est 

M'+À^î  +  AÏ^  +  A^î  -h. . . 

-\-(px-+-  qy  -4-  vz  h-  sv)(xiX-\-  (3/j  -+-  yz  H-0//')  =  o; 

pour  que  cette  quadrique  soit  la  quadrique  (h),  il  faut 
qu'elle  passe  par  les  sommets  du  tétraèdre  de  référence, 
c'est-à-dire  que  les  coefficients  a,,  ($/,  y/,  8j  soient  déter- 
minés comme  il  suit  : 

Ai  =  /?  a/,     A-  =  ^r  P/,     A}  =  /•-;/,     A'-'  =  5  8/. 

En  remplaçant  A/,  A£-,  ...  par  ces  valeurs  dans  le 
déterminant  écrit  plus  haut,  et  divisant  par  pars,  on  a 
un  déterminant  nul,  qui  exprime  que  les  plans 

passent  par  un  point  fixe. 

Corollaires.  —  En  prenant  pour  les  quadriques  P/ 
quatre  systèmes  de  deux  plans  passant  par  les  six  points 
et  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'infini,  on  a  la  proposition 
suivante  : 

67  les  six  sommets  d\in  octaèdre  et  les  quatre  som- 
mets d'an  tétraèdre  sont  sur  une  quadrique,  les  quatre 
paraholoïdes  hyperboliques  circonscrits  au  tétraèdre  et 
ayant  respectivement  pour  plans  directeurs  les  faces 
opposées  de  V octaèdre  coupent  ces  plans  directeurs  en 
deux  droites  d'un  même  plan  ;  ces  quatre  plans  passent 
par  un  même  point. 

En  gardant  le  plan  de  l'infini  pour  plan  fixe  et  lais- 
sant aux  quadriques  P,  toute  la  généralité  qu'elles  com- 
portent, on  a  cette  autre  proposition  : 

Si  un  hexagone  gauche  et  un  tétraèdre  sont  inscrits 
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à  une  même  quadrique,  les  plans  d  intersection  de  deux 
quadriques  homothétiques,  dont  l'une  est  circonsci^ite 
à  V hexagone  et  Vautre  au  tétraèdre,  passent  par  un 
même  point. 

Ce  théorème  a  pour  analogue  dans  le  plan  le  théo- 
rème suivant  : 

Théouème.  —  Deux  triangles  étant  inscrits  à  une 
conique,  si  Von  circonscrit  à  Vun  une  conique  C  et  à 
l'autre  une  conique  C<  et  que  ces  coniques  C  et  C«  se 
coupent  en  deux  points  sur  une  droite  fixe,  la  droite 
qui  joint  leurs  deux  autres  points  d'intersection  passe 
par  un  point  fixe. 

On  démontrerait,  comme  le  précédent,  cet  autre 
théorème  : 

Théouème.  —  Sept  points  de  l'espace  et  trois  points 
d'un  plan  P  étant  sur  une  quadrique,  si  Von  mène 
par  les  sept  points  une  quadrique  et  par  les  trois 
points  du  plan  P  une  conique,  qui  se  coupent  en  deux 
points  sur  une  droite  fixe,  la  droite  qui  joint  leurs  deux 
autres  points  d'intersection  passe  par  un  point  fixe. 

On  peut  retenir  de  ce  théorème  cette  importante  con- 
clusion : 

On  considère  les  trois  coniques  C,,  C2,  C3  d'intersec- 
tion de  trois  quadriques  avec  un  plan  P}  si  les  huit 
points  d'intersection  de  ces  trois  quadriques  (ils  sont 
septaires)  et  trois  points  A,  B  et  C  du  plan  P  sont  sur 
une  même  quadrique,  il  existe  entre  les  coniques  C, ,  C2, 
C3  et  le  triangle  ABC  une  relation  de  position.  Par 
suite,  trois  quadriques  quelconques  passant  par  les  co- 
niques C,,  Co  etCj  se  coupent  en  huit  nouveaux  points 
septaires  qui  sont  sur  une  quadrique  passant  par  les 
points  A,  B,C. 
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» 

Ce  théorème  est  à  ce  point  de  vue  l'analogue  du  théo- 
rème plan  de  Desargues,  qui  consiste  essentiellement 
en  ceci  : 

On  considère  les  points  d'intersection  de  deux  coni- 
ques C,  et  Co,  avec  une  droite  D}  soient  aK  et  a',, 
n2  et  a[,  ces  points. 

Si  les  quatre  points  d'intersection  des  coniques  C< 
et  C2  et  deux  points  A  et  B  de  la  droite  D  sont  sur  une 
même  conique,  il  existe  entre  les  points  A,  B,  dK ,  a\,a<i,a'2 
une  relation  de  position.  On  en  conclut,  sans  avoir 
besoin  de  connaître  cette  relation,  que  deux  coniques 
quelconques  passant  l'une  parles  points  a{  et  a\ ,  l'autre 
par  les  points  a2  et  a!,,  se  coupent  en  quatre  points  qui 
sont  sur  une  conique  passant  par  A  et  B. 

On  peut  déduire  de  là  le  théorème  de  Pascal,  ou  plus 
exactement  une  démonstration  synthétique  du  théo- 
rème de  Pascal,  qui  suppose  la  connaissance  préalable 
de  son  énoncé. 

Soit  en  elïet  PQRS  un  quadrilatère  dont  les  côtés  op- 
posés constituent  les  coniques    G,  et  C2  (fig.*  9).  (Ces 

Fi  g.  (>. 
B 

Q 


notations  et  les  hypothèses  sont  indiquées  plus  haut.) 
D'après  ce  qu'on  vient  de  dire,  les  points  R,  S  et  les 
points  P',  Q',  où  une  droite  passant  par  aK  coupe  les 
droites  PS  et  QR,  sont  situés  sur  une  conique  passant 
par  A  et  B. 

Or,  si  l'on  prend  pour  le  point  Q',  le  point  d'intersec- 
A,iu.  de   Mathêmat.s  3"  sério;   t.   IV   (Juillet   I8S5).  2  1 
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tion  de  la  droite  QR  avec  la  droite  BS,  il  y  a  trois  de 
ces  six  points,  qu'on  vient  de  voir  être  sur  une  conique, 
qui  sont  en  ligne  droite  ;  ce  sont  les  points  B,  S  et  Q'. 
Les  trois  autres  points  A,  R  et  P'  sont  donc  aussi  en 
ligne  droite.  Si  dès  lors  on  appelle  i  le  point  A,  2  le 
point  R,  3  le  point  Q,  4  le  point  P,  5  le  point  S  et  6  le 
point  B,  on  voit  que  les  côtés  opposés  de  l'hexagone 
1.2. 3. 4 -5. 6  inscrit  à  une  conique  se  coupent  en  trois 
points  P',  Q',  a\  en  ligne  droite. 

Ce  n'est  pas  pour  sa  valeur  intrinsèque  qu'on  a  donné 
cette  démonstration;  c'est  pour  indiquer  le  parti  qu'on 
peut  tirer,  dans  la  recherche  de  la  relation  entre  dix 
points  d'une  quadrique,  des  théorèmes  qui  précèdent.  Ce 
n'est  vraisemblablement  pas  par  analyse  qu'on  arrivera 
à  cette  relation  symétrique  inconnue  ;  c'est  plutôt  par 
une  supposition  habile,  faite  a  priori  sur  sa  forme.  Les 
théorèmes  précédents  pourront  alors  être  employés  avec 
fruit  pour  vérifier  l'exactitude  de  cette  supposition. 

On  va  donner  un  dernier  théorème  assez  intéressant 
par  ses  applications  à  la  quadratique. 

On  sait  que  le  plan  polaire  d'un  point  P  de  l'espace 
par  rapport  à  toutes  les  quadriques  qu'on  peut  mener 
par  sept  points  donnés  passe  par  un  même  point.  Si 
l'on  ne  donnait  que  six  points,  le  plan  polaire  serait  en 
général  complètement  indéterminé,  sauf  dans  le  cas  par- 
ticulier suivant  : 

Théorème.  —  Las  plans  polaires  d'un  point  O  pris 
sur  V intersection  de  deux  plans  \  ct\  par  rapport  à 
toutes  les  quadriques  passant  par  six  points  fixes  situés 
dans  ces  deux  plans  passent  par  un  point  fixe. 

Si,  en  effet,  011  prend  ces  deux  plans  pour  plans  des  r 
et  des  y  et  un  troisième  plan  passant  par  O  pour  plan 
des  «,   et  que  P=  o,(v)  =  o,  R  =  O   soient  les  équations 
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de  trois  quadriques  passant  par  les  six  points  donnés, 

l'équation  générale  des  quadriques  qui  passent  par  ces 

six  points  est 

1P+^Q  +  vR-i-XY  =  o. 

Le  plan  polaire  de  l'origine  a  pour  équation 

XPi-+-liQl-f.,vR'="o 

(P^  est  la  dérivée  du  polynôme  P  rendu  homogène  par 
l'introduction  de  la  lettre  t). 

Cette  équation  ne  contenant  que  deux  paramètres 
arbitraires,  le  théorème  est  démontré. 

Si  donc  on  donne,  dans  chacune  des  faces.  X,  Y,  Z 
d'un  trièdre  dont  O  est  le  sommet,  trois  points,  on  peut 
construire,  au  moyen  de  trois  de  ses  points,  le  plan  po- 
laire du  point  O  par  rapport  à  la  quadrique  déterminée 
par  les  neul  points  donnés. 

Si  les  neuf  points  donnés  sont  sur  une  quadratique, 
ce  plan  polaire  est  mal  déterminé  ;  par  suite,  les  trois 
points  qui  le  déterminent  dans  le  cas  général  sont  en 
ligne  droite. 

On  pourrait  peut-être,  de  cette  forme  de  la  relation 
double  qui  lie  neuf  points  d'une  quadrique,  passer  à  une 
relation  plus  simple  et  plus  élégante,  à  la  relation  pas- 
cal icn  ne. 

On  voit,  en  résumé,  que  dans  la  seconde  Partie  de  ce 
Mémoire  on  n'a  résolu  qu'une  seule  des  trois  questions 
qui  en  sont  l'objet  principal.  Déplus  longs  développe- 
ments, qu'un  résultat  précis  ne  couronnerait  pas, 
seraient  oiseux. 

Je  me  suis  appliqué  à  citer  les  auteurs  à  qui  j'ai  fait 
•des  emprunts.  Si  j'ai  énoncé  comme  miennes  des  propo- 
sitions déjà  connues,  je  prie  qu'on  impute  cela   à  mon 
peu  d'érudition,  et  je  mets  ma  loyauté  à  la  disposition 
de  toute  réclamation  fondée. 
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GÉÎVÉRALISATI0\  DE  LA  SÉRIE  DE  LAGRWGE; 

Par  M.  E.  CESÂRO. 


Dans  leJornal  de  Sciencias  mathematicas ,  physicas 
e  naturaes  (n°  XXVIII,  Lisboa,  1880),  M.  Teixeira 
est  parvenu  à  une  formule  extrêmement  remarquable, 
permettant  de  développer,  suivant  les  puissances  crois- 
sante de  x,  la  fonction  z,  en  supposant  que  ion  ait 

z  =f(?\    7  =  a  ■+-  x'i^y)-^  x*o2(y)+  x*v:i(y)  ^- .  .  . . 

Nous  allons  rattacher  cette  question  aux  principes 
précédemment  exposés  dans  nos  articles  sur  le  Calcul 
isobarique. 

Posons 

u  —  afffi(jr)-h  a?2©2(-r)-t-  x*<fi(y)-+- 

Cette  fonction  dépend  de  x  et  j r  :  nous  désignerons 
par  u',u",  u"\  .  .  .  ses  dérivées  successives,  relatives  a  .r. 
Cela  étant,  observons  que 


d.r 

du  dy 
dy  dx 

dy 
da 

du   dy 
dv  da 

d'où 

dy  = 
dx 

da 

\  cause  de 

dz 

dz  dy 

dv        dz 

dy 

dx 

dy   dx 

du         dv 

da  ' 

)ii  .»  aussi 

(,) 

dz 
dx  " 

"  Ta  ■ 

Celle  relation  sert  de  point  de  dépari,   dans    la  dé- 
monstral ion  de  M .   I Ci xeira . 
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Rappelons,  d'autre  part,  la  propriété  fondamentale 


de  l'algorithme 


U, 


Elle  consiste  dans  l'égalité 

<  2)  UJ,v  =  0  +i)Up+iiV-  va'Up,v-i, 

ainsi  (jue  nous  l'avons  fait  voir  dans  notre  article  sur 
les  dérivées  des  fonctions  de  fonctions . 

La  relation  (2)  est  toujours  vraie,  pourvu  que  l'on 
convienne  de  prendre  U^v  =  °,  lorsque  v  n'est  pas 
compris  entre  1  et/?,  inclusivement. 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer  l'importante  formule 
que  voici  : 

Vz=p 

1    dPz  _    y!"  1     dv-i   (dz 


v  =  i 


Cette  formule  est  vraie  dans  le  cas  de  /?  =  i;  car  elle 
se  réduit,  alors,  à  l'égalité  (1).  La  formule  (3)  sera 
donc  établie  si,  en  la  supposant  vraie  pour  la  valeur/?, 
on  démontre  qu'elle  subsiste  pour  la  valeur/?  H-  1.  Or, 


T.      \         d   fdz\  TT  dz  /TT,  ,f/U„v\ 


ou  bien,  en  tenant  compte  de  (1), 

d   (  dz  \  d  (  dz  \         dz      f 

TTtj     dn.  U^>V  -  ^     Z^  U'V]  +  ^  UP.v 


ou  enfin,  en  vertu  de  (2), 


d   /dz         \  ^ 

dz 

dx 


d   (dz  \ 

da  [d.r  U/7'V 


>-7-    l'/,V      f 
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La  dérivation  de  (3)  donne  donc 

(/?  +  i.)!  é£f/>+»  "~  ^  L^ï  ^«V  l  \da  U';+1.vy>J 


V  =  l 


y    yY     '       <*>-*  (dz         Y\ 

' p  +  iZd  L(v-oj  rf«v-i^  r^"1/] 


Les    deux    dernières    sommes    s'entre-détruisent,    à 
l'exception  du  terme 

dP  (dz  \ ^     <//>    /*« 


(/>  +  i)  !  <&*/>  \ <£r      '  ''  /       (/>  4-  i  j  !  d«/>  \  rfa 
U/>,/>  n'est  autre  chose,  en  effet,  que  u'p.  Donc,  enfin, 


v  -  p-h  1 


v  =  i 

C'est  ce  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Maintenant  la  question  du  développement  de  z  est 
bien  facile  à  résoudre  par  l'emploi  de  la  formule  de 
Maclaurin.  Remarquons  d*abord  que,  pour  x  =  o,  on  a 

y  =  Cl'     da=jn{a)l     ^r)=r-?r(a). 
Conséquemment,  la  formule  (3)  devient 

«)    p(£).-ÏÏAÊrHSw-J). 

Tel  est  le  coefficient  de  x^,  dans  le  développement 
cherché. 

Soit,  par  exemple, 

/  <  i  |  i         i   ç     i 
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Dans  ce  cas,  pour  x  =  o 

I  o,     en  général, 
/,,v~  I  tçP(a),     pourv  =/?. 

La  ibrmule  (  4  )  donne  donc 

\dxi> ]q       daP~l  VJ   v    7'         /J 
Puis,  par  le  théorème  de  Maclaurin, 

p  =  0 

C'est  la  formule  de  Lagrange. 

Voyons  ce  que  devient  la  formule  (4) dans  d'autres 
cas  particuliers.  Soit  à  développer  la  fonction  y,  satis- 
faisant à  la  relation 


y  =  a  -+-  ty(x 

)?'(r)> 

où 

<j/(.r)=  ClyX  -\-  a2^2 

4-  Cf3^' 

'-4-.. 

Dans 

ce  cas 

V 

^r(y)=aro(y),      J^[<p, 

■',«)J= 

ApiV; 

rv(«) 

r 

pourvu  que  l'on  pose 

W=§'< 

«;•)• 

La  fbj 

:mule  (4)  devient 

V=p 

i  (dpy\  _  y  \kp^ 

px  \dxP  /0       Zà  1    v! 

V  =1 

^-1 
do?-i 

[?v(«)j|. 

Soit,  par  exemple 

y  —  a  -\-{ex—\)ey. 
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On  sait  que 

V 

J    /   I  \  W(oP  t 


A,^S 


r\j  p 


Par  conséquent 


y 


(di'y\  k/  itf(oP)    m  32A3(0/')    , 

\  dxP  / 0  1.2  1.2-3 

Encore  Une  application.  Soit  à  chercher  le  développe- 
ment delà  fonction j)',  satisfaisant  à  la  relation 

y  —  a-+-xty(x-+-y). 
Dans  ce  cas 

f(x)=X,       Or(x)=      'Kr_lym     > 

et  l'égalité  (4)  devient 

p\\dx-pj0       Zd\*>\    ckï>  \J\    (r  —  \)\  \\ 

v  =  I  /, 

Les  propriétés  de  l'algorithme  W  ,  étudié  dans  la 
Note  5ï^r  /es  dérivées  des  fonctions  de  jonctions,  per- 
mettent de  donner,  à  l'égalité  (a),  la  forme  suivante  : 


(6) 


dPy\         VP(r  g      r'Vr"1>(flf  '  M 

d^)0-2i  >*  &   Le— ui  J 


(  /?  —  i  )  !  \  ^r/' 

V  =1    \  />-t-V— 1 


Soit,  par  exemple,  <|/(a;)  =  e*,  de  sorte  que 

y  =  a  -+-  ./w"    -1 . 
On  sait  que 

c[    gg   1  =    "p-y    , 

Par  suite,  la  formule  (6)  devient 

(  '-^-  )    -    C„  ,  <-  ;   ■•/•  M  '<;    ,et«-t-     . 
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Tel  est,  dans  le  développementaej^,  le  coefficient  de  —  • 

(  )n  trouve  ainsi 

r  —  a  -     c".r      |  <■"  -  h  r-"  ).r--+-(ea  -;-  4  r-'1  -4-  3  <Pa  )  — 
-h  (  ea  -+-  r  2  ^2a  -f-  27  e3a  H-  0  f  e4a  )  — -  -f- . . , . 

Dans  tout  ce  qui  précède,  on  n'a  pas  tenu  compte  de 
la  convergence  des  séries  qui  résultent  de  l'application 
de  la  formule  de  Maelaurin.  On  sait  que  l'établisse- 
ment des  conditions  de  convergence  constitue  un  impor- 
tant et  délicat  sujet  d'études  :  il  en  est  de  même  de  la 
question  de  savoir  quelle  valeur  de  y  doit  être  consi- 
dérée comme  représentée  par  la  série  de  Lagrange  géné- 
ralisée. 


SIR  M  THÉORÈME  DE  M.  LAGUERRE; 

Par  M.  E.  GESARO. 


I.  Il  s'agit  de  la  Question  1389  (3e  série,  t.  I,  p.  1 4  *  ).9 
dont  nous  croyons  devoir  modifier  légèrement  l'énoncé, 
en  démontrant  que  : 

Si  V  équation  f[z)  =  o,  de  degré  n,  n'admet  que  des 
racines  réelles  et  simples, 

i°  L'équation  f2(z)  -+-  k2ff2(z)  =  o,  où  h  est  réel, 
a  toutes  ses  racines  imaginaires  ; 

20  Dans  chacune  de  ces  racines,  la  valeur  absolue  du 
coefficient  de  i  ne  surpasse  pas  la  valeur  absolue  dekn. 

II.  i°  Puisque  les  racines  «<,  q2,  •  •  • "»  cLr  de  f(z)  =  o 
sont  simples,  il  est  clair  que  l'équation 

/-<  5)4-  k°-f'2\  3*)  =  0 
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n'a  pas  de  racines  en  commun  avec  f[z)  ==  o,  et,   par 
suite,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


Remplaçons  z  par  x  -+-  iy,  et,  après  réduction  des  deux 
membres  à  la  forme  normale,  égalons  entre  eux  les 
coefficients  de  i.  Il  vient 


V  '  —-4-  " 

\ 


La  somme  qui  figure  dans  le  premier  membre  est  une 
quantité  essentiellement  positive.  Elle  est  finie;  car,  en 
vertu  des  hypothèses,  il  n'est  pas  possible  d'avoir  simul- 
tanément x  =  av,  y  =  o.  Cela  posé,  le  second  membre 
étant  différent  de  zéro,j'  ne  peut  être  nid,  résultat  évi- 
dent a  priori. 

III.   2°  Soient  Y,  K  les  valeurs  absolues  de  y,  À.  On 
doit  avoir 


1 


K  Y         JmmiiX  —  «v  f  -+-  Y*  -  Y* 
1 

OU 

Y^K/i. 

IV7.  Remarques.  —  i"  On  voit  sans  peine  qu'il  faut 
prendre  le  signe  d'inégalité  ou  celui  d'égalité,  suivant 
que  n  est  supérieur  ou  égal  à  l'unité. 

2°  11  est  nécessaire  que  les  racines  àef(z)  =  o  soient 
simples.  Il  est  aisé  devoir  comment  se  modifie  Tenoncé 
du  théorème,  dans  le  cas  de  racines  multiples. 

3"  Si  l'on  trace,  à  la  distance  K //  ilt'  l'axe  des  a?,  les 
deux  parallèles  à  cet  axe,  tous  les  zéros  de  la  fonction 
f-(z)  -+-  A-  f2(z)  sont  compris  entre  ces  droites,   mais 
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aucun  d'eux  n'est  situé5  sur  l'axe  des  x.  Tel  est,  en  ré- 
sumé, le  théorème  de  M.  Laguerre. 

4°  Ce  théorème  est  susceptible  de  généralisation,  soit 
au  point  de  vue  des  conditions  qu'il  exige,  soit  aussi 
dans  Ja  nature  des  fonctions  auxquelles  il  est  applicable. 
C'est  ce  que  nous  montrerons,  sous  peu,  dans  nos  Fon- 
damenti  per  la  Teorica  délie  funzioni  olomorfe,  cli 
génère  qualunque. 

V.  Cependant,  tout  en  restant  dans  le  domaine  des 
fonctions  algébriques,  nous  exposerons  dès  maintenant 
un  essai  d'extension  fort  naturel.  Soient  c,,  c2,  ,  .  . ,  cn 
les  zéros  def(z),  supposés  simples,  mais  distribués  ar- 
bitrairement dans  le  plan.  Nous  voulons  savoir  comment 
sont  situés  les  zéros  dey(^)  -j-  Mff(z),  où  M  est  l'affixe 
d'un  point  quelconque.  A  cet  elîet,  cherchons  les  racines 
de  l'équation 

f'(z)  _ y       i  j_  A  —  iB 

f(z)    ~ 2dz  —  cv  =      ~  M  ~      "À2-hB2* 

Si  l'on  pose 

z  —  x-\-iy,     cv=«v-+-i'6v,     8v=.  (<fa  —  ^)2-+-(6v — y  )2, 
la  dernière  équation  se  dédouble  en 

n  n 

^  av — x  A  ^  bv — y  B 

2d  ~J*~     =  A2-+-B2 '■     2d      8V2        =  A?-hB2  ' 
t  1 

Considérons  un  zéro  Q  de  l'équation  proposée.  En 
chaque  zéro  de  f(z)  déposons  une  masse,  inversement 
égale  au  carré  de  la  distance  à  Q.  Soit  G  le  centre  de 
gravité  de  ce  système,  et  appelons  £,  t\  ses  coordonnées. 
Les  relations  obtenues  en  dernier  lieu  deviennent 

\  —  x  ^  •'.  —y  ^  ' 

A  B       "~  (A*  -+-  B*)[a' 
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'x  étant  la  masse  résultante.  Conséquemment,  les  droites 
QG,  OM  sont  parallèles.  En  outre, 


QG.OM  =  - 


D'après  cela,  le  point  G  est  complètement  déterminé. 
On  voit  au  il  ne  coïncide  jamais  avec  Q,  et  qu'iY  est. 
d'autant  jilus  près  de  ce  dernier  point  que  jjl  est  plus 
grand . 

VI.  Supposons  que  les  zéros  àcj(z)  soient  alignés 
sur  une  droite  A,  de  sorte  que  l'on  ait,  pour  toute  va- 
leur de  v, 

3V  cos  ^  —  xv  ?in  cp  ±=  h. 

Par  combinaison  linéaire  des  équations  obtenues  dans  le 
paragraphe  précédent,  on  trouve 


7    nV        * 

(  y  cos  cp  —  x  sin  o  —  h)  ^  — - 


B  cosep  —  A  RÎncp 


i 


Menons,  par  l'origine,  la  parallèle  D  à  A.  Si  rn,  p  sont 
les  distances  respectives  des  points  Q,  M  aux  droites  A, 
D,  la  dernière  équation  montre  que,  en  considérant  ces 
distances  comme  positives  lorsqu'elles  sont  dirigées  en 
sens  inverse,  on  a 

P 


w<x  = 


A*-t-  \V 


et,  par  conséquent,  rry  et  p  ont  même  signe.  En  d'autres 
termes, 

i°  Suivant  que  M  est  ou  n'est  pas  situé  dans  la  partie 
du  plan,  limitée  par  I)  et  contenant  A.  les  zéros  de 
l'équation  proposée  sont  ou  ne  sont  pas  situés  dans  la 
partie  du  plan  limiter  pur  A  et  contenant  \)  ; 

2°  Si  iM  est  sur  I),  les  zéros  de  la  même  équation 
so/it  nécessairement  alignes  sur  A. 
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VII.   Considérons,  pour  un  instant,  ce  dernier  cas.  La 
condition  de  parallélisme  des  droites  OM,  A  donne 

et,  par  suite,  les  deux  égalités  de  l'avant-dernier  para- 
graphe deviennent 


Prenons,  sur  A,  une  origine,  à  partir  de  laquelle  on 
compte  les  distances  )M ,  X2,  .  .  • ,  X,  des  zéros  de  f(z), 
et  la  distance  X  d'un  point  variable.  L'équation  précé- 
dente peut  s'écrire  ainsi 

// 
^   ^ r-  =  const. 


Il  est  évident  que,  lorsque  \  varie  depuis  une  des  quan- 
tités )*v  jusqu'à  la  quantité  immédiatement  supérieure, 
le  premier  membre  varie  de  —  co  à  -f-  co  ,  en  croissant 
constamment,  car  sa  dérivée  par  rapport  à  \  est  positive. 
Il  prend  donc  une  fois,  et  une  seule  fois,  la  valeur  con- 
stante du  second  membre.  On  peut,  en  conséquence, 
énoncer  ce  tliéorème  : 

Si  les  zéros  def(z)  sont  situés  sur  une  droite  A,  il 
eu  est  de  même  des  zéros  de  f{z)  -f-  M/'(s),  pourvu 
que  le  point  M  se  trouve  sur  la  parallèle  à  A,  passant 
par  l' origine.  Les  zéros  des  deux  fonctions  s' alternent, 
sur  A,  de  manière  que,  entre  deux  zéros  consécutifs 
de  V une  des  fonctions,  il  existe  toujours  un  zéro  de 
l'autre  fonction,  et  il  n'en  existe  qu'un. 
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\  IIL  Plus  généralement,  il  est  facile  de  démontrer 
que  : 

Si  les  zéros  de  f{z)  sont  situés  sur  une  droite  A, 
celle-ci  contient  aussi  les  zéros  de  Nf(z  )  -f-  Mf(z). 
pourvu  que  l'angle  des  droites  OM,  ON  égale  l'incli- 
naison de  A  sur  l' axe  des  x.  Les  zéros  des  deux  fonc- 
tions se  succèdent  sur  A,  suivant  la  loi  de  Rolle. 

On  obtient,  comme  cas  très  particulier,  le  théoreine 
de  Rolle,  en  supposant  N  =  o,  M  As  i,  A  =  Ox. 

IX.  Remarques.  —  i°  Revenons  au  cas  de  N  =  i,  et 
M  arbitrairement  situé  dans  le  plan.  D'après  ce  qui  a 
été  vu  plus  liaut,  le  centre  de  gravité  d'un  système  de 
masses,  appliquées  aux  zéros  dey(z),  et  variant  en  rai- 
son inverse  du  carré  de  la  distance  à  un  zéro  Q  de 
f{z)  H-  Mf  ( z ) ,  se  trouve  à  l'intersection  de  A  avec  la 
parallèle  à  OM,  passant  par  Q.  Dans  le  cas  particulier, 
considéré  par  M.  Laguerre,  ce  centre  de  gravité  n'est 
autre  que  la  projection  de  Q  sur  l'axe  des  x. 

2°  Tout  ce  qui  a  été  dit  précédemment  est  applicable 
aux  fonctions  holomorplies,  du  genre  zéro$  douées  d'un 
coefficient  exponentiel  de  la  forme  emz,  ni  étant  quel- 
conque. Moyennant  quelques  modifications,  les  mêmes 
théorèmes  peuvent  être  transportés  aux  fonctions  holo- 
morplies d'un  genre  quelconque. 

X.  INous  allons  maintenant  généraliser  la  seconde 
partie  du  théorème  de  M.  Laguerre,  en  cherchant  une 
limite  supérieure  de  to.  Observons,  à  cet  effet,  que,  à 
cause  de  Sv^ra,  on  a 
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d'où 

,      A2+.  \V- 

m  =  n • 

P 

XI.  On  peut  répéter  les  mêmes  considérations  pour  la 
fonction  f(z) —  ïï>lf'(z).  En  Jes  réunissant  aux  précé- 
dentes, on  a  cette  généralisation  du  théorème  de  M.  La- 
guerre  : 

i°  Si  les  zéros  de  f[z)  sont  situés  sur  une  droite  A, 
les  zéros  de  f2(z)  —  M2/*'2 ( z )  sont  ou  ne  sont  pas  si- 
tués sur  la  même  droite,  suivant  que  le  point  M  se  trouve 
ou  ne  se  trouve  pas  sur  la  parallèle  à  A,  menée  par 
V  origine. 

2°  Dans  le  dernier  cas,  les  zéros  de  la  seconde  fonc- 
tion sont  situés  y  de  part  et  d'autre  de  A,  entre  les  deux 
parallèles  à  cette  droite,  menées  à  une  distance  n  fois 
plus  grande  que  la  distance  de  M  au  point  d  intersec- 
tion des  perpendiculaires  aux  droites  OM,  A,  passant 
respectivement  par  O,  M. 

XII.  En  particulier,  si  les  droites  OM,  A  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  on  a  A2  +  B2  — ^>2,  et,  par  suite, 
ra  <  np.  Conséquemment  : 

Si  f(z)  a  ses  zéros  alignés  sur  une  droite  A,  et  si  M 
est  laffixe  d'un  point,  situé  sur  la  perpendiculaire  à 
A,  passant  par  l'origine,  les  zéros  def2(z)  —  M2/V2(z) 
ne  sont  pas  situés  sur  A,  mais  leurs  distances  à  cette 
droite  ne  peuvent  être  plus  grandes  que  n  fois  la  dis- 
tance de  M  à  l  origine. 

Plus  particulièrement  encore,  si  l'on  fait  coïncider  A 
avec  l'axe  des  ,r,  on  retrouve  le  théorème  de  M*  Laguerre. 
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SOLITIOX  DE  LA  QUESTION  1338; 

Par  M.  E.  CESARO. 


L'équation  f(jc)  =  o  a  toutes  ses  racines  réelles  ; 
soient  a  et  [3  deux  racines  consécutives  de  cette  équa- 
tion. La  dérivée  s  annule  pour  une  valeur  io  comprise 
entre  cl  et  fi  5   démontrer  que  cette  valeur  est  comprise 

entre 

(  n  —  i)  3        (  n  —  i  )  a  -+-  8 

—    '-    et L> 


a 


n  désignant  le  degré  de  l'équation.  (Lagueure. 

Pour  l'uniformité  des  développements  qui  suivent, 
nous  changerons  de  notation.  Soient  ctî  c2,  c3,  .  .  .,  cu 
les  racines  de  l'équation  proposée,  rangées  par  ordre  de 
grandeur  croissante.  Soit  /■  la  racine  de  f(z)  --  o,  com- 
prise entre  cp  et  cp+i.  A  cause  de 

/'(*)  =       i         ,         »         ,         ■ K!>H_    _■_  _ 

/(*)  Z  —  t"!  -  —  C2  «  —  Cj  S  —  r„ 

nous  devrons  avoir 

i  i  i 


i  l 


Cp+.j  —  r        Cp+% —  /•  c,i —  /• 

Si  l'on  observe  que  les  termes  du  premier  membre  ne 
vont    pas   en   diminuant,    tandis  que    ceux  du  second 

membre  ne  \ont  pas  eu  augmentant,  on  peut  écrire 

/>                 i                    \             n       p 
,  , 

/"        cp       r/;4_,  —  /■         /•        Cp       Cp  .  i  —  /• 

d'où 

i  ;•  ■   -  ct, 

n     r     >■„, ,     /     ' 
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A  plus  forie  raison  peu  t«-on  remplacer  les  deux  limites 
par  -      ->  71 —  i,  respectivement,  et  conclure 


n  —  i 


<  r  ^  C^-hj  - 


En  d'autres  termes,  ayant  partagé  l'intervalle  cpcp+i 
en  segments  égaux,  on  peut  affirmer  que,  dans  les  seg- 
ments extrêmes,  la  fonction  dérivée  ne  s'annule  pas. 
C'est  le  théorème  de  M.  Laguerre. 

Remarque  I.  —  Si  l'on  suppose  plus  généralement 
que  z  représente  la  variable  complexe  x  -+-  iy,  et  qu'on 
ait  es—  as-+-  ibs->  on  peut  écrire 

J\z)    ~Zàz  —  cs.~Zà       o.|  Zd      Sf 

en  désignant  par  os  la  distance  du  zéro  cs  au  point  z. 
Lorsque  z  est  un  zéro  de  j'i^z),  on  doit  avoir  simultané- 
ment 

Ces  équations  montrent  que,  si,  aux  zéros  de  f(z)t  on 
applique  des  poids  inversement  proportionnels  aux 
carrés  de  leurs  distances  respectives  à  un  zéro  P  de 
f'(z),  le  centre  de  gravité  d'un  tel  système  est  précisé- 
ment P. 

Remarque  II.  —  D'après  la  remarque  précédente, 
étant  donnés  les  zéros  def(z),  ceux  deyv(2;)  doivent  être 
situés  de  telle  sorte  que,  si,  par  un  quelconque  d'entre; 
eux,  on  tire  une  droite  quelconque,  celle-ci  ne  laisse 
pas  tous  les  zéros  def(z)  du  même  côté.  On  en  déduit, 
par  exemple,  que,  si  les  zéros  àef(z)  sont  les  sommets 
d'un  polygone  convexe,  les  zéros  de  /'(")  sont  situés  à 
1  intérieur  du  polygone.  11  en  est  de  même  des  zéros  des 
dérivées  suivantes,  jusqu'à  la  (ri —  i)ième,  dont  l'unique 
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zéro  n'est  autre  que  le  centre  de  gravité  du  polygone. 
Remarquons  encore  que,  si  les  zéros  def[z)  sont  alignés 
sur  une  droite,  celle-ci  contient  aussi  les  zéros  de/7 (s). 
Dans  ce  dernier  cas,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  la 
propriété  signalée  par  M.  Laguerre,  pour  le  cas  des  zéros 
alignés  sur  l'axe  des  quantités  réelles,  ne  cesse  de  sub- 
sister en  général. 

Remarque  111.  —  Par  rapport  à  une  fonction  donnée 
,/{«),  à  chaque  point  P  correspond  un  point  Q,  centré 
de  gravité  d'un  système  de  poids,  appliqués  aux  zéros  de 
f(z)  avec  une  intensité  qui  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  à  P.  Nous  avons  vu  que,  lorsque  P 
est  un  zéro  de  J'(z  ),  le  point  correspondant  Q  coïncide 
avec  lui.  En  général,  il  existe,  entre  les  affixes  z,  Z 
des  deux  points  et  leur  distance  g,  la  relation 

/<  z)  ^  /  8     ï 


/•<*>- S2J 


qui  donne  lieu  à  plusieurs  observations  intéressantes. 

Remarque  11.  — ;  Les  résultats  précédents  n'appar- 
tiennent pas  exclusivement  aux  fonctions  algébriques. 
Ou  peut  consulter,  à  ce  sujet,  notre  article  :  Remarques 
sur  Les  fonctions  holomorphes,  inséré  au  Journal  de 
Hat  ta  g  Uni  (1884). 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  et  Juhel- 
Rénoy. 

EJRRATA.—  Page  \o,  ligne  1»,  au  lieu  de  e*  '.  lisez  r  '  '.  Page  i  •. 
ligne  7,  nu  lieu  de  yW(i),  lisez  ç(''(i).  Page  ï~>.  ligne  'i.  en  remon- 
tant, au  lieu  de  erv    ierv  •  1  ti  v  •  1.  lisez  er<  _,£,  ■_ .  1  .-,■     .  Page   '|(>.  li- 

gne    1,'.  nu  lieu  de   :...  lisez  z,_.    I'.ii:<'  30,  ligne    |,  nu  lieu  de    — ,    //- 
s 

tez  {    •i)r  '-''•   Page.ôa,  ligne  n,  au  heu  </<■  \      lisez 

l'.'i^c  .')-o   du    tome    précédent,   ligne  g   en    remontant,    au  lieu  de 

l'  /' 

1  «ti       '   -  lisez  (— 1)'"   '  —  • 

m  m 
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NOTE  SUR  LA  DISCONTINUITÉ  DE  CERTAINES  SÉRIES  ; 
Par  M.  A.  DE  SAINT-GERMAIN. 


Dans  mon  Élude  sur  le  théorème  d'Abel,  publiée  en 
avril  i885  par  les  Nouvelles  Annales,  j'ai  discuté  une 
démonstration  d'où  il  résulterait  qu'une,  série,  dont  les 
termes  sont  fonctions  continues  de  x,  varie  elle-même 
nécessairement  d'une  manière  continue  avec  xn  tant 
qu'elle  est  convergente.  Soient  cp(.r)  la  somme  des  n 
premiers  termes,  i|*(j?)  le  reste;  tant  que  la  série  est 
convergente,  sa  somme  est  une  fonction  déterminée 
de  .r, 

(i)  F(ar)=©(â?)'-t-<|;(a;). 

Or,  dit-on,  prenons  n  assez  grand,  quoique  fini,  pour 
que  ty(x)  '"este,  en  valeur  absolue,  moindre  qu'un 
nombre  donné  e,  aussi  petit  qu'on  veut-,  <p(#),  somme 
d'un  nombre  fini  de  fonctions  continues  de  .r,  est  elle- 
même  fonction  continue  de  x,  ainsi  que  F,  puisque  'l 
est  négligeable.  J'ai  dit  pourquoi  ce  raisonnement  ne  me 
semble  pas  concluant.  M.  Catalan  m'adresse  à  ce  sujet 
les  observations  suivantes,  auxquelles  l'autorité  du  sa- 
vant Géomètre  donne  un  intérêt  incontestable  : 

«   Vous  dites,  m'écrit  M.  Catalan,  que  de  l'égalité  (i) 
on  ne  peut  tirer 

('?.)  Y(b)=v(b)+<l>(b), 

b  étant  la  valeur  extrême  de  x.  Pourquoi?  Contestez- 
vous  que  la  limite  delà  somme  de  deux  quantités  soit 
égale   à  la  somme  des  limites  de  celles-ci? 

»    Lorsque  de  l'égalité  (i)  on   déduit  l'égalité  (2),// 
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est  bien  entendu  que  'f(x)    varie  d'une  manière  con- 
tinue de.  x  <C,b,  a  x  =  b  si,   pour  x  —  b\  s(.r)  est,  dis- 
continu, il  n'y  a  plus  ni  démonstration,  ni  théorème. 
C'est  ce  qui  arrive  pour  la  série  choisie  par  vous 


'w-2(53 


x'*n~  i  x^n 


—  3         \  n  —  i         •iîi 

où,  pour  x  <^  i ,  Su  est  égal  à  L(i  -h  x) —  e,  et,  pour 
x  =  i ,  à  |  L  (  i  -f-  a?  )  —  e;  5  vous  avez  doue  appliqué  mou  (  ?  ) 
théorème  à  un  cas  formellement  exclu;  et,  trouvant  un 
résultat  inadmissible,  vous  concluez  que  le  théorème 
est  faux.  Est-ce  bien  raisonné?  » 

Comme  on  ne  peut  guère  différer  d'avis  sur  la  vérité 
d'une  proposition  de  Mathématiques,  lorsqu'on  s'est  bien 
entendu  sur  les  termes  dans  lesquels  elle  est  formulée, 
je  vais  essayer  de  bien  préciser  ce  que  j'ai  voulu  dire. 
Assurément,  si,  pour  unevaleurquelconquede/i,  cp  (x)  est 
une  fonction  continue  de  x,  comme  le  demande  M.  Ca- 
talan, ¥(x)  aura  nécessairement  pour  limite  F(&) 
quand  x  tend  vers  b.  Mais,  dans  l'énoncé  de  la  propo- 
sition (jue  je  discutais,  je  supposais  seulement  que  les 
termes  de  F(x)  fussent  des  fonctions  continues  de  jt,  et 
je  disais  précisément  que  cela  n'empêche  pas  <f(x)  de 
présenter  cette  discontinuité  que  M.  Catalan  exclut,  et 
qui  entraine  la  discontinuité  de  F(.r).  Et  encore  récla- 
merai-je  contre  l'épithète  de  discontinue  que  mon  savant 
maître  applique  à  w(x)  dans  la  série  i  3)  ou  dans  les 
séries  analogues;  tant  que  //  reste  fini,  cp{  x  )  ne  présente 
pas  de  discontinuité,  dans  le  sens  strict  du  mot.  Pour 
la  série  (3),  'f(x)  est  une  fonction  entière  de  degré 
/\u — i ,  c'est-à-dire  essentiellement  continue;  quand  x 
tend  vers  i.  '^(.r)  varie  d'autant  plus  rapidement  que  n 
est   plus    grand,    niais    sans   discontinuité:    quand     t     est 
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Liés  voisin  de   i,  par  exemple  égal  à   i >  h '( ./ •]  est 

bien  égal7i  L(i-f-.r),  mais  <p(.r)  n'en  est  plus  une  va- 
leur approchée.  Eu  somme,  <p(.r)  ne  présente  pas  de 
caractère  de  discontinuité  avertissant  que  la  série  (3) 
sera  discontinue.  JNe  peut-on  craindre  que  pareil  fait  ne 
se  présente  pour  la  série  d'Abel  qui,  à  la  limite,  arrive 
à  la  région  dangereuse  des  séries  semi-convergentes,  et 
ne  doit-on  pas  exiger  pour  le  théorème*  d'Abel  une  dé- 
monstration absolument  rigoureuse? 

Mais  voici  une  nouvelle  objection,  peut-être  plus 
frappante,  au  raisonnement  que  j'ai  critiqué  :  c'est  que, 
pour  certaines  séries,  il  n'est  pas  possible  d'assigner  à  n 
une  valeur  déterminée  telle  que  fy(x)  reste  inférieur  à 
un  petit  nombre  donné  e,  lorsque  x  varie  dans  les  li- 
mites pour  lesquelles  la  série  est  convergente.  Considé- 
rons la  série  (3)  et  un  terme  up,  de  rang  éloigné,  dans 
cette  série  ;  ce   terme  est  négatif  pour  les  valeurs  de  x 

►     i  .  a 

comprises  entre  zéro  et  - — -  environ:   pour  x  —  i > 

1  4P*  v  P 

"a  étant  un  nombre  fini,  il  est  sensiblement  égal 
à  —  —  (  e~-a  —  e~Aa  ),  c'est-à-dire  de  l'ordre  de  grandeur 

de  -  ;  pour  x  ^>  i  —  -7—ç>  ■>  up  est  positif  et  tend  vers  - — - 

P  \P'  l  \p'1 

pour  x  =  i .  Cela  posé,  donnons  hn  une  valeur  aussi 
grande  qu'on  voudra,  mais  déterminée,  et  voyons  ce  que 
devient  ty(x)  quand  x  croît  de  o  à  i  :  tant  que  i  —  x 
n'est  pas  très  petit,  ty(x)  est  négatif  et  visiblement 
très   petit  en    valeur   absolue;    mais,   quand   x  atteint 

les  valeurs  de  la  forme  i •>  h(x\  renferme  un  axaiul 

nombre  de  ternies  de  grandeur  comparable  à  ceux 
de  même  rang  dans  la  série  harmonique,  et  il  cesse 
d'être  très  petit,  et  cela  tant  que  x  n'a  pas  atteint  la  va- 
leur i,pour  laquelle  ^(x),  et   non   'f(x),  présente  une 
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discontinuité,  compatible  avec  le  nombre  infini  de  ses 
termes;  ce  sont  les  valeurs  négatives  de  'l  qui  compen- 
sent l'excès  de  *f(jc)  sur  L(i  -f-.r)  quand  x  tend  vers 
l'unité.  Mais  pour  aucune  valeur  déterminée  de  /z, 
ty(jc)  ne  reste  très  petit;  il  ne  resterait  tel  qu'à  la  condi- 
tion de  faire  varier  n\  quoi  qu'on  fasse,  un  des  termes 
de  la  démonstration  que  je  discute  tombe  en  défaut  pour 
certaines  séries,  et  on  doit,  ce  me  semble,  toujours  être 
sur  ses  gardes  pour  les  autres. 


Sllt  LES  GOMPLEXiS  LINEAIRES; 

Par  M.  E.  .1  WKU. 


Dans  le  numéro  du  mois  de  lévrier  dernier  des  Nou- 
velles annales,  j'ai  donné  une  démonstration  géomé- 
trique de  ce  fait,  que  les  normales  aux  trajectoires  d'un 
solide  dont  le  déplacement  est  assujetti  à  cinq  condi- 
tions forment  un  complexe  linéaire;  en  voici  une  dé- 
monstration analytique. 

1 .  Je  prends  pour  axe  des  z  l'axe  commun  à  tons  les 
éléments  d'hélices  trajectoires  correspondant  à  l'instant 
considéré.  Si  K  est  le  pas  commun  à  toutes  ces  hélices, 
leurs  équations  pourront  s'écrire 

.r-  ,->•--/•-.     z  =  Karctang  —  ; 

./• 

d'où  je  tire  les  équations  générales  dé  ces  courbes 


(I) 

—  r/.r         ilv         dz 
y             x   '       K 

Soient 

/■      •   n  ^         />.        I           bz 
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les  équations  d'une  droite  quelconque.  Les  cosinus  di- 
recteurs de  cette  droite  étantproportionnels  à  a,  b,  i ,  pour 
que  cette  droite  soit  une  normale,  on  doit  avoir 

a  dx  -4-  b  dy  -h  dz  =  o, 

c'est-à-dire 

—  a  y  -+-  b  x  H-  K  ==  o 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  de  la  droite, 

(2)  aq  —  bp  =  K, 

équation  d'un  complexe  linéaire  rapporté  à  son  axe. 
Donc  : 

Les  normales  aux  trajectoires  de  tous  les  points  d  un 
solide  de  forme  invariable,  dont  le  déplacement  est 
assujetti  à  cinq  conditions ,  forment  à  chaque  instant 
un  complexe  linéaire  dont  V axe  coïncide  avec  V axe 
instantané  de  rotation  glissant  du  déplacement,  et 
dont  le  paramètre  est  égal  au  pas  commun  des  hélices 
trajectoires. 

La  réciproque,  démontrée  par  M.  Picard,  s'obtient 
facilement  en  intégrant  les  équations  (1)  qui  résultent 
de  ce  que  toute  droite  (abpq)  du  complexe  (2)  est  nor- 
male à  la  courbe  (xyz). 

2.  Je  vais  maintenant  donner  quelques  nouvelles  ap- 
plications des  théorèmes  précédemment  démontrés. 

Considérons  un  corps  solide  de  forme  invariable  aux 
divers  points  duquel  sont  appliquées  des  forces  quelcon- 
ques et  supposons  d'abord  que,  par  l'action  de  ces 
forces,  les  différents  points  du  solide  décrivent  des 
courbes  trajectoires.  Partons  d'une  position  d'équilibre 
du  corps.  Tout  déplacement  virtuel  infiniment  petit  du 
corps  à  partir  de  cette  position  sera  un  déplacement  héli- 
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coïdal  pour  lequel  les  normales  aux  courbes  trajectoires 
formeront  un  complexe  linéaire. 

On  peut  donc  énoncer  immédiatement  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I,  —  Si  les  lignes  d'action  des  forces  ap- 
pliquées aux  différents  points  d' un  solide  qui  décrivent 
des  courbes  trajectoires  forment  un  complexe  linéaire, 
le  solide  sera  en  équilibre. 

Cette  condition  est  suffisante,  mais  non  pas  nécessaire. 
Le  théorème  général  sera  celui-ci  : 

Théorème  IL  —  Quand  les  divers  points  d'un  so- 
lide décrivent  des  courbes  trajectoires  sous  l'action  de 
plusieurs  forces  qui  y  sont  appliquées,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  d équilibre  est  que  les  diverses 
résultantes  des  forces  appliquées  aux  différents  points 
du  corps  appartiennent  à  un  complexe  linéaire. 

Ce  théorème  peut  encore  s'énoncer  ainsi  : 
On  ne  trouble  pas  l  équilibre  ou  le  mouvement  d  un 
solide  de  forme  invariable  dont  les  points  décrivent 
des  courbes  trajectoires,  en  appliquant  en  ses  divers 
points  des  forces  dont  les  diverses  résultantes  appar- 
tiennent à  un  complexe  linéaire. 

3.  Si  maintenant,  sous  l'action  des  forces  < j ni  leur 
sont  appliquées,  les  différents  points  du  solide  décrivent 
des  surfaces  trajectoires,  on  sait  qu'à  chaque  instant  les 
normales  aux  surfaces  trajectoires,  en  tous  les  points 
du  corps,  forment  une  eougruence  linéaire  (même 
tome,  p.  85  )  ;  par  conséquent    : 

Théouème  J II.  —  Si  un  corps  solide  de  forme  inva- 
viable  se  déplace  de  manière  que  ses  points  décrivent 

des  surfaces   trajectoires   sous   I  action   des   fortes  qw 
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leur  sont  appliquées ,  le  solide,  sera  en  équilibre  toutes 
les  fois  que  les  diverses  résultantes  des  forces  appli- 
quées aux  divers  points  du  corps  appartiendront  à  une 


confluence  linéaire. 


SUK  LA  LOI  DE  SUCCESSION  DES  COEFFICIENTS 
DANS  LA  FORMULE  DU  BINOME; 

Par  M.  G.  FOURET. 


Dans  Je  développement  de  [a  4-  b)m,  m  désignant  un 
nombre  entier  positif,  le  terme  qui  en  a  p  après  lui 
et  q  =  m — p  avant   lui    peut,  comme   chacun   le  sait, 


m 


s'écrire        ',  aPb(i .  Le  terme  qui  en  a   q  après  lui  et  p 

avant    lui  est    pareillement     ,  ',  ctfbP.   Comme  il  a  le 
1  ?!/>! 

même  coefficient  que  le  précédent,  on  en  conclut  que  les 
coefficients  des  termes  à  égale  distance  des  extrêmes 
sont  égaux. 

En  conservant  la  même  forme  aux  termes  du  déve- 
loppement, on  peut  établir  immédiatement,  comme  on 
va  le  voir,  la  loi  bien  connue  de  variation  des  coefficients, 
sans  qu'il  y  ait  de  distinction  à  faire  relativement  a  la 
parité  de  l'exposant  m. 

En  effet,  le  coefficient  du  terme  qui  en  a  p  -+-  i  après 


i    •  ,  i    .    ,  ml 

lui,  et  par  conséquent  7  —  i  avant  lui,  étant — 

1  '  (i>-+-i)!(£  —  ')* 

en  le  multipliant  par^ -,  on  en  déduit  le  coefficient 

du  terme  suivant.  Par  suite,  pour  que  ce  nouveau  coef- 
ficient soit  supérieur  à  celui  qui  le  précède,  il  faut  et  il 
suffît  que  p  ne  soit  pas  inférieur  à  q,  c'est-à-dire  que  le 
ternie  auquel  il  appartient   n'ait    pas   moins  de  termes 
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après  lui  qu'avant  lui.    Donc,  les  coefficients   du  déve- 
loppement  de  («  -f-  b)'"   'vont    en    croissant  jusqu'au 
milieu  de  ce  développement,  pour   décroître  ensuite, 
en  reprenant  les  mêmes  valeurs  dans  V ordre  inverse. 


CONSTRUCTION  NOUVELLE  DES  POINTS  D'INTERSECTION 
D'UNE  DROITE  ET  DTNE  CONHRE  (*)• 

Par  M.  Ernest  LEBOV 


1.  Soit  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  de 
sommet  J\f  {fifi>  i)>  dont  la  trace  horizontale  a  pour 
diamètre  la  droite  de  front  ac.  Coupons  ce  cône  selon 
une  ellipse  par  le  plan  de  bout  aa'b' .  On  sait  que  la 
projection  horizontale  de  la  section  est  une  ellipse  dont 
ab  est  le  grand  axe  et  /un  foyer. 

Soit  une  droite  mn,  a! b'  située  dans  le  plan  aa'b'. 
f)  après  la  solution  connue  pour  trouver  les  points  d'in- 
tersection d'une  droite  et  d'un  cône,  il  faut  obtenir  la 
trace  horizontale  du  plan  auxiliaire  déterminé  par  la 
droite  et  le  sommet  du  cône.  Le  point  at,  où  ///// 
coupe  a' a,  est  tin  point  de  cette  trace.  On  en  construit 
un  second  cl5  en  menant  la  droite  passant  par  le  sommet 
f\f  et  par  le  point  //,  bt  de  /////,  atb*.  La  trace  horizon- 
tale atct  du  plan  auxiliaire  coupe  celle  du  cône  en  /,  et 
en  y,  :  les  droites  /ï,  et/y,  rencontrent  nui  aux  points  i 
et  /,  projections  horizontales  des  points  d  intersection 
de  la  droite  et  du  cône  donnés. 

Me  marquons  que  les  points*  et/ appartiennent  à  la  droite 


(')  Exposée  .1  la  Société  mathématique   de  France  (séance  <ln 
a  i  janvier  i885). 


(  3%  ) 
m  nul  à  l'ellipse  de  grand  axe  ab,  de  foyer  /,  et  que  les 
explications  précédentes  sont  applicables  au  cas   où   le 
plan  sécant  aa'  b'  détermine  dans  le  cône  de  révolution 
nue  hyperbole  ou  une  parabole. 

Il  résulte  des  épures  précédentes  une  construction  des 
points  d'intersection  d'une  droite  etd'une  conique,  dont 
on  connaît,  en  position,  un  foyer  et  les  sommets  situés 
sur  l'axe  focal.  Voici  cette  nouvelle  construction,  qui 
est  plus  simple  que  celles  que  l'on  connaît,  notamment 
dans  le  cas  de  la  parabole. 

2.  Soient  unu  droite  mn  (Jig-  i)  ('  )  et-  une  ellipse 
définie  par  son  grand   axe  ab  et  un  foyer,./*.  On  décrit 

Fi-',    i. 


une  circonférence  fa,  de  centre  f\  ayant  pour  rayon  la 
distance  du  foyer  /'à  un  sommet  a\  elle  coupe  ab  en  c. 
On    mène  sur  ab,   aux  points   «,  Z>,  c,  les  perpendicu- 


(')  Les  lignes  en  traits  pointillés  sont  inutiles  pour  la  construc- 
tion. 
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Jaires  aat1  bb^  cc\-  La  droite  mn  coupe  aa{  en  <-/,  et 
bbK  en  b  K\  la  droite  /Z>,  coupe  ccx  en  c, .  La  circonfé- 
rence fa  est  rencontrée  par  la  droite  a^c^  aux  points  i, 
et  j\  :  les  droites  Jïl  et  //!  eoupent  ;?i/z  aux  points  z  et 
y  communs  à  cette  droite  et  à  l'ellipse. 

La  eonstruction  est  la  même  dans  le  cas  de  {'hyper- 
bole définie  par  son  axe  transverse  et  un  fover. 

Dans  le  cas  de  la  parabole  (fig.  2),  la  eonstruction 

Fis.  2. 


se  simplifie,  parce  que,  le  sommet  b  étant  rejeté  à  1  in- 
fini, la  droite^!  devient  une  parallèle  fc^  à  mn. 

3.  La  démonstration  du  u°  1  exige  que  l'on  con- 
naisse la  Géométrie  descriptive  et  la  Géométrie  ana- 
lytique. Dans  ce  qui  suit,  nous  donnons  une  démonstra- 
tion fondée  sur  eette  propriété  que  Ton  peut  démontrer 
élémentairemeiit  :  le  rapport  des  distances  d  un  point 
d'une  conique  à  un  foyer  el  à  la  directrice  correspon- 
dante est  constant. 

Soient  une  droite  /////  [fig*  1)  el  une  ellipse  dont  le 
grand  axe  est  <ib,  dont  un  foyer  es!  /  el  la  directrice 
correspondante  <!/> .  Nous  obtenons  sur  /////  le  point  i 
par  la  construction  «lu  n    t*. 
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l'our  démontrer  que  le  point  i  appartient  à  l'ellipse 
donnée,  nous  menons  :  par  le  point  i  la  parallèle  ie 
à  ^1<:,,  coupant^/èj  en  <?,  et  la  parallèle  ig  à  ab,  cou- 
pant aa\  en  g\  par  le  point  bx  la  parallèle  /^//  à  ab^ 
coupant  aax  en  /?. 

Les  parallèles  itf  à  alci,  ig  à  ftj/j,  dans  les  triangles 
at  />,  C|,  (i\  hK  h,  permettent  d'écrire 

a,\  b\       Ci  b\        a}  b{       b{  h  m 
a  i  i         C\e         a{i  ig 

d'où  l'on  tire,  en  remarquant  que  bji  égale  aby 

ab        c{b{ 


(•) 


ig         c{e 
On  a  de  nième,  dans  les  triangles  cfc{,  iijcy, 


C\b\       cb        iiy        cye 

et,  par  suite, 

cxbx        cb 

(2)  =     TT- 

En   appelant  2a  le  grand  axe  et  2c  la   distance  des 
loyers,  les  égalités  (1)  et  (2)  donnent 

iix        c 

(3>  -^  =  -• 

ig        a 

Maintenant  prolongeons  fi  jusqu'à  sa  rencontre  en  k 
avec  la  directrice  dk.  Appelant  o  et  0  les  distances  if 
et  ik  de  i  à  f  et  à  dk,  et  remarquant  que 

/Y,  =  a  +  c,  •   ^Â:  =  «r/  =  —  (a  -Kc  ), 
nous  avons 

u{  —  a  -+- c  —  cp,     ï^r  =  -(a  -t-  c)—  0, 
d'où  l'on  tire,  en  vertu  de   l'égalité  (3)  et  après  les  ré- 
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duc  lion  s. 


<s         c 

~        ~~ 
o         a 


Celle  égalité  montre  que  le  point  i  appartient  à  l'ellipse 
considérée. 

Pour  Y  hyperbole,  la  démonstration  est  analogue  à  la 
précédente. 

Pour  la  parabole,  définie  par  son  sommet  a  et  son 
foyer J  (fig-  2),  dk  étant  la  directrice,  on  mène  la  per- 
pendiculaire ig  sur  aau  et  l'on  a,  d'après  la  similitude 
des  triangles  igu{   et  foc  n  puis  ii,  a{  et  fixcK« 

ig        fc         iii         fly 

d'où  l'on  Lire  ii\  =  ig,  et  par  suile  cp  =  0.  Donc  le  point  î 
appartient  à  la  parabole  considérée. 

Le  cas  de  la  parabole  mérite;  surtout  d'être  remarqué 
pour  la  simplicité  de  la  construction  et  de  la  démonstra- 
tion. 
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Les  FiGuiiES  ïiécipkoques  en  Statique  graphique;  par 
/..  Cremona,  directeur  de  l'Ecole  d'application  des 
Ingénieurs  à  Rome.  Ouvrage  précédé  d'une  Intro- 
duction du  Dr  Griuseppe  Jung,  professeur  à  l'insti tu I 
technique  de  Milan,  et  suivi  d'un  Appendk  e  extrait 
des  Mémoires  et* des  Cours  de  Statique  graphique 
de  (h.  Saviotti^  professeur  à  l'Ecole  des  Ingénieurs 
à  [{orne.  Traduit  par  Louis  B  OS  sut,  capitaine  du  Génie. 
Gr.in-8,  avec  atlas  de  34  planches,  1 885.  Prix  :  .Vr.5o. 

La  Statique  graphique   ;i  pour  <tl>j<i    l'élude   des   méthode.*! 
qui  permettent   <!<•  résoudre,   au  moyen  de  ronstrtiotions 
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métriques,  les  principales  questions  qui  ont  trait  à  l'art  de 
l'Ingénieur.  Parmi  ces  différentes  méthodes,  Tune  des  plu» 
fécondes  est,  sans  contredit,  celle  des  diagrammes  réciproques, 
dont  on  fait  le  plus  grand  usage  lorsqu'on  s'occupe» des  poutres 
ou  «les  travures  réticulaires. 

L'Ouvrage  que  nous  présentons  est.  une  traduction  d'un 
célèbre  Opuscule  <!<•  M.  Gremona,  que  L'on  a  fait  suivre  d'un 
Appendice  extrait  <lcs  Mémoires  de  M.  Saviotti,  professeur  à 
l'École  des  Ingénieurs  à  Rome.  Nous  demandons  aux  lecteurs 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  la.  permission  de 
leur  donner  un  aperçu  sommaire  des  différentes  matières  qui 
sonl  traitées  dans  ce  travail. 

Dans  son  Opuscule  sur  les  figures  réciproques,  M.  Cremona, 
après  avoir  rappelé  sommairement  les  principales  propriétés 
des  droites  réciproques,  des  pôles  et  des  plans  polaires,  donne 
la  définition  des  polyèdres  réciproques,  et  il  démontre  que  le 
polygone  des  forces  et  le  polygone  funiculaire  peuvent  se 
ramener  à  deux  diagrammes  réciproques.  Cette  façon  de  con- 
sidérer ces  deux  figures  lui  permet  de  retrouver  de  la  façon  la 
plus  élégante  les  théorèmes  fondamentaux  de  la  Statique 
graphique. 

L'Auteur  montre  ensuite  qu'il  existe  certaines  surfaces  poly- 
édriques réciproques,  dont  les  projections  sur  le  plan  ortho- 
graphique ne  sont  autre  chose  que  les  diagrammes  réciproques 
correspondant  à  certaines  classes  de  travures  dites  réticulaires. 
Enfin  il  indique  la  façon  de  construire  les  diagrammes  Réci- 
proques et,  après  avoir  parlé  sommairement  de  deux  méthodes 
auxiliaires  de  calcul  des  travures  réticulaires,  à  savoir  :  la 
méthode  des  sections  et  la  méthode  des  moments  statiques,  il 
termine  par  plusieurs  exemples  destinés  à  bien  fixer  les  idées 
sur  la  valeur  de  la  méthode  des  diagrammes  réciproques, 
appelée  aussi   méthode  géométrique. 

Comme  la  lecture  de  l'Opuscule  suppose  la  -connaissance 
préalable  de  la  théorie  des  figures  réciproques,  on  a  conservé 
l'excellente  Introduction  que  M.  le  Dr  G.  Jung,  professeur  à 
l'Institut  technique  de  Milan,  a  composée  pour  ta  troisième 
édition  de  l'Ouvrage  italien  et  qui  contient  la  théorie  précitée. 
déduite  des  propriétés  d'un  système  gauche  de  forces. 

L'Appendice,  extrait  des  travaux  de  M.  Saviotti  et  des  Notes 
qu'il  a  bien  voulu  nous  communiquer,  se  divise  en  cinq  Cha- 
pit  res. 
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Dans  le  Chapitre  I,  on  a  traité  la  question  des  coniques  des 
forces  et  «les  coniques  funiculaires  par  la  méthode  mécanique 
et  par  une  méthode  purement  géométrique,  en  considérant 
ces  courbes  comme  les  projections  de  figures  réciproques  dans 
l'espace. 

Dans  le  Chapitre  JJ,  on  a  étudié  la  génération  des  travures 
réliculaires  strictement  indéformables,  autrement  dit  les  deux 
questions  suivantes  : 

i°  Étant  donné  un  ensemble  de  points,  comment  pourra-t-on 
les  relier   au   moyen    d'une   travure  réticulaire  indéformable? 

i°  Étant  donné  un  ensemble  de  barres,  ou  plusieurs  groupes 
de  barres,  comment  les  reliera-t-on  d'une  façon  invariable? 

Dans  le  Chapitre  III,  on  a  exposé  les  différentes  méthodes 
que  Ton  peut  employer  pour  le  calcul  des  travures  réticulaires, 
et  l'on  a  insisté  plus  particulièrement  sur  celles  de  ces  méthodes 
dont  il  n'a  pas  été  question  dans  l'Opuscule,  à  savoir  :  la 
méthode  dite  de  fausse  position  et  celle  dite  du  polygone  funi- 
culaire. 

Le  Chapitre  IV  est  réservé  à  l'étude  des  travures  réticulaires 
strictement  indéformables  chargées  aux  nœuds  et  sur  les  barres 
et  dont,  par  conséquent,  les  différentes  pièces  sont  soumises 
tout  à  la  fois  à  des  efforts  longitudinaux  et  à  des  efforts  de 
flexion.  Le  problème  des  trois  points,  dont  on  développe  la 
solution,  permet,  dans  ce  cas,  de  trouver  les  actions  qu'exer- 
cent les  différentes  barres  sur  les  charnières  d'assemblage. 
Cette  détermination  permet  par  suite  de  trouver  les  actions 
qui  s'exercent  sur  les  différentes  sections  des  barres. 

Enfin,  dans  le  Chapitre  V,  on  traite  dans  ses  différents  cas 
le  problème  des  trois  barres  qui  s'énonce  ainsi  qu'il  suit  : 

Un  corps  ou  un  système  indéformable  est  lié  à  un  autre 
corps  au  moyen  de  trois  barres  :  on  se  propose  de  trouver 
toutes  les  forces  qui  sollicitent  chacune  des  trois  barres  on. 
ce  qui  revient  au  même,  de  déterminer  les  action-  qui  s'exer- 
cenl  sur  tons  les  nœuds  de  liaison* 

Telles  sont,  sommairement,  les  principales  questions  qui 
vont  traitées  dans  l'Appendice  et  qui  donnent  a  l'Ouvrage  un 
caractère  d'actualité  qui  ne  peut  qu'être  apprécié  par  les 
personnes  désireuses  de  se  tenir  an  courant  de»  progrès  de  la 
Si  al  [que  graphique.  I      BoSSI  i 
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Préface. 

La  Science  de  l'Electricité  est  cultivée  depuis  longtemps,  avec  beaucoup 
d'ardeur  et  de  succès,  dans  la  patrie  de  Faraday.  Les  compagnies  privées 
qui  ont  posé  au  fond  de  toutes  les  mers  leurs  câbles  électriques  ont  dû  la 
réussite  de  leurs  entreprises  au  concours  actif  d'un  grand  nombre  d'ingé- 
nieurs électriciens  qui  étaient  en  même  temps  des  savants  distingués,  dont 
les  travaux  et  les  recherches  ont  jeté  sur  la  science  anglaise  un  vif  éclat. 

Le  professeur  Maxvell  occupe  une  place  éminenle  parmi  les  savants  qui 
honorent  son  pays;  mais  la  lecture  de  ses  Mémoires,  pleins  d'aperçus  origi- 
naux, offre  quelques  difficultés  aux  personnes  qui  ne  sont  pas  initiées  à  sa 
manière  d'exposer  les  questions.  Nous  avons  donc  jugé  utile  d'offrir  au 
public  français  la  traduction  d'un  ouvrage  élémentaire  qui  peut  servir 
d'introduction  à  la  lecture  de  ses  Mémoires  ou  de  son  grand  Traité  d'Elec- 
tricité et  de  Magnétisme,  et  qui  est  comme  un  spécimen  concis  de  l'état  de 
la  science  électrique  de  l'autre  côté  du  détroit. 

Extrait  de  la  Table  des  Matières. 
Notice  sur  les  Travaux  du  professeur  Maxwell.  —  Chap.  I.  Préliminaires 
—  Chap.  II.  Charges  des  corps  électrisés.  —  Chap.  III.  Energie  et  travail 
électrique.  —  Chap.  IV.  Le  champ  électrique.  —  Chap.  V.  Loi  des  lignes 
d'induction  de  Faraday.  —  Chap.  VI.  Cas  particuliers  d'électrisation.  — 
Chap.  VII.  Les  nuages  électriques.  —  Chap.  VIII.  Capacité  électrostatique.  — 
Chap.  IX.  Le  courant  électrique.  —  Chap.  X.  Passage  d'un  courant  à  travers 
un  milieu  hétérogène.  —  Chap.  XL  Méthodes  pour  maintenir  un  courant 
électrique.  —  Chap.  XII.  Mesure  des  résistances  électriques.  —  Chap.  XIII.  Ré- 
sistance électrique  des  corps. 
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)UMAS,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences.  —  Leçons  sur 
la  Philosophie  chimique,  professées  au  Collège  de  France  en  18J6, 
recueillies  par  M.  Bineau,  2e  édition.  In-8  ;  1878 7  fr. 

Avis  de  l'Éditeur. 

Les  Leçons  sur  la  Philosophie  chimique  professées,  en  1806,  au  Coll.:  _ 
France  par  M.  Dumas,  ont  été  rédigées  à  cette  époque  et  publiées  par  M.  Bi- 
neau, devenu  plus  tard  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  rie  Lyeo. 
M.  Dumas  avait  reconnu  la  fidélité  de  la  reproduction  de  ces  Leçons  im:  - 
visées.  La  première  édition  étant  épuisée  depuis  longtemps,  nous  en  faisons 
paraître  une  seconde  avec  la  permission  de  l'auteur.  Il  n'y  avait  rien  à 
changer  à  une  rédaction  qui  devait  conserver  son  caractère  historique. 

Dans  un  second  volume,  sous  presse,  nous  avons  rtuni  toutes  les  Leçons 
ou  Conférences  ayant  pour  objet   des  questions  de  Philosophie  chinai 
recueillies  dans  les  Cours  de  M.  Dumas,  par  ses  e'èves,  pendant  les  trente 
années  de  son  enseignement  à  l'École  Polytechnique,  à  la  Sorbonne,  \ 
Faculté  de  Médecine" ou  à  l'École  Centrale" des  Arts  et  Manufactures,  ainsi 
que  les  Notes  sur  les  mêmes  sujets  qui  ont  paru  i  -  Comptes  rendus 

de  l'Académie  des  Sciences. 

On  aura  ainsi,  sous  une  forme  condensée,  l'ensemble  des  opinions  et  des 
vues  émise-  successivement  par  M.  Dumas  et  devenues  pour  la  plupart 
familières  aux  chimistes  du  temps  présent. 

Table  des  Matières. 

Ire  Leçon  :  Définition  de  la  Philosophie  chimique.  Origines  de  la  Chimie.  Chimie 
les  Egyptien».  Chimie  des  Hébreux,  des  Grecs.  Chimie  des  Arabes.  Geber.  Roger 
Bacon.  Albert   le  Grand.  Arnauld  de  Villeneuve.  Raymond  Lulle.  École  de  F 
mond  tulle.  Paracelse.  Agricola.  Bernard  Palissy.  Conclusion.  —  II*  Leçon  : 
colas    Le  Fèvre.  Les  cinq  éléments.  Esprit  universel.  Augmentation  de  poids  des 
métaux  par  la  calcination.  Glazer.  Lémery.    Homberg.   Bêcher.  Stahl.  Théorie 
phlogistique.  Conclusion.  —  III*  Leçon  :  Schéele.  Résumé  de  ses  découvertes.  Son 
traité  de  l'air  et  du  feu.   Priestley.    Résume  de  ses   découvertes.   Conclusion    — 
IV*  Leçon  :  Premiers  essais  de  Lavoisier.  Point  de  départ  de  sa  théorie.  Résanné 

- 's  travaux.  Sa  discussion  du  phlogistique.  Son  Traité  de   Chimi 
ciences  sur  la  chaleur.  Discussion  de  l'essai  de  J.  Rey.   Réclamation  de  Lavo  - 
Sa  mort.  Conclusion.  —  V*  Leçon  :  Résumé  de  la  théorie  de  Lavoisier. 

Rnu-'lle.    Wenxel.  Richter    et    sa   loi.    Proust.   Dalton 
des  multiples.  Équivalents  chimiques.  —  VI*  Leçon  :  Théorie  atomique.  L» 

le   divisible   a    l'infini?    Atomes  des  philosophes    grecs.    Lucrèce.    Gasse 
r.  Swedenborg.    Conclusion.  — VII*  Leçon  :    Combinaisons   des   gaz  en 
urnes.    Rapports     réels  des  volumes   et  des    atomes.     Loi    de  Dulong   et    Petit. 
rique    spécifique     des    corps    simples.    Calorique    spécifique     des    composés. 
inclusion. — VIII*  Leçon  :  Dimorphisme.  Isoméri»». —  LX"  Leçon. 
Véritable  constitution  des  corps.  Nomenclature.  Guyton  de  Movjcm 
les  théories     proposées  sur    la  constitution  des  composés.    Nomenclature 
Wque.  — Conclusion.  X*  Leçon  :  Affinité.   Tables  de  Geoffroy.  Opinions  de 
tliollet.  Lois  de  Berthollet.  K e flexions  sur  l'attraction  moléculaire.  —  XI* 
Électricité  développée   par  l'action  chimique.  Action  chimique  de  la  pile. 
rie  électrochimique    de   Davy.    Théorie    d'Ampère.  Théorie  de   Berxélius.    Expé- 
riences de  M.  Faraday.  Conclusion. 
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COMPOSITION  MATHEMATIQUE  POLR  L'ADMISSION 
A  l/ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  E\  1885; 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

P\R   IN    V\<:II:N   ÉLÈVE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 


Par  les  deux  foyers  d'une  ellipse  fixe  on  fait 
passer  une,  circonférence  variable. 

i"  /  quelle  condition  doit  satisfaire  celte  ellipse, 
pour  ipie  la  circonférence  puisse  réellement  la  rencon- 
trer en  quatre  points,  et  dans  quelle  portion  du  petit 
a. ce  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour  qu'il  y 
ait  effectivement  quatre  points  réels  d'intersection? 

2°  En  chacun  des  points  d'intersection,  on  mène 
les  tangentes  de  l  ellipse.  Ces  quatre  droites  forment 
un  quadrilatère.  Quel  est  le  lieu  des  somutets  de 
ce  quadrilatère  quand  le  cercle  varie? 

3"  Quel  est  le  lieu  de  l'intersection  des  côtés  de 
ce  quadrilatère  avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère, 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  centre  de  l'el- 
lipse ? 

4°  Un  considère  les  tangentes  communes  au  cercle 
et  à  l  ellipse.  Quel  est  le  lieu  de  leurs  points  de  contact 


avec  le  cercle? 


i"  Parmi  toutes  les  circonférences  qui  passent  par 
ies  Jeux  foyers  F,  lv,  la  plus  petite  est  celle  qui  a 
pour  diamètre  FF1.  L'ellipse  dont  le  petit  axe  est  égal 
a  FF'  est  doublement  tangente  à  cette  circonférence  et 
remplit  la  condition  de  la  rencontrer  en  quatre  points 
réels  (confondus  deux  à  deux).  Cette  ellipse  ne  peut 
être  rencontrée  eu  quatre  points  réels  par  aucune  autre 
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circonférence  passant  par  F  et  F'}  mais,  si  le  petit  axe  es1 
plus  petit  que  FF',  on  a  une  ellipse    satisfaisant  à    la 
condition  demandée  :  cette  condition  est  donc  b  <^c. 

Supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  Les  centres  des  circon- 
férences satisfaisant  à  la  condition  demandée  occupent 
la  portion  du  petit  axe  comprise  entre  les  centres  des 
circonférences  qui  passent  respectivement  par  FF'  et 
par  l'une  des  extrémités  du  petit  axe.  Appelons  a  le 
demi   grand  axe  de  l'ellipse.    Le  rayon  de  ces   circon- 

,.,  ,     !  ,   «2 

lerences  est  égal  a  —r- 
n         ib 

Par  suite,  le  segment  demandé  du  petit  axe  est  égal  à 

a*  '      7\  c*  —  fr 

—r O)     OU 


2 


s-» 


b 

2"  Pour  résoudre  les  dernières  parties  de  la  question 
proposée,  nous  nous  appuierons  sur  cette  propriété  : 
D'un  point  d'une  circonférence  qui  passe  par  F,  F',  on 
mené  des  tangentes  à  l'ellipse  :  les  angles  compris 
entre  ces  droites  ont  pour  bissectrices  les  droites  qui 
joignent  ce  point  aux  points  ou  la  circonférence  coupe 
le  petit  axe.  Si  l'on  prend  un  des  points  M  où  la  circon- 
férence coupe  r  ellipse,  les  d /'oit  es  MT,  M!N  sont  V  une 
la  tangente,  l'autre  la  normale  à  l'ellipse  en  M. 

D'après  cela    les    tangentes   à   l'ellipse,    issues  de  N, 
touchent  cette  courbe   aux  points   M',   M"  où   elle  est 
coupée  parla  circonférence  M  FF'.  Ces  tangentes  reucon- 
LrentTM  aux  points  H,  11'  qui  décrivent  une  courbe  <  Il 
lorsqu'on  déplace  M  sur  l'ellipse. 

Une  tangente  TM donne  lieu  à  un  seul  point  V  d'où 
parlent  deux  tangentes  à  l'ellipse.  Il  v  a  alors  sur  TM 
deux  points  du  lieu  (H).  Il  n'y  a  que  ces  deux  points, 
puisque  deux  autres  tangentes  à  1  ellipse  ne  peinent  se 
couper  sur  la    tangente  TM.    La  courbe  (H   ),  n'étant 

rencontrée  par  la  droite  T\l   qu'en  deux   points,  est   une 
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conique.  Cette  conique  a  évidemment  pour  axes  les  axes 
de  l'ellipse. 

Prenons  la  circonférence  décrite  sur  FF'  comme 
diamètre  et  appelons  G,  G'  les  points  où  elle  coupe  le 
petit  axe.  Les  tangentes  à  l'ellipse,  issues  de  ces  points, 


forment  un  parallélogramme.  Les  côtés  opposés  de  ce 
parallélogramme  donnent  des  points  à  l'infini  sur  (H)-, 
donc  :  La  conique  (11)  est  une  hyperbole.  Les  asym- 
ptotes de  cette  hyperbole  sont  les  parallèles  menées  du 
centre  O  aux  côtés  de  ce  parallélogramme. 

Les  sommets  A,  A'  de  ce  parallélogramme,  situés 
sur  le  grand  axe  de  l'ellipse,  sont  les  sommets  de 
l'hyperbole  (H  ). 

La  portion  CA  de  la  tangente  à  V ellipse,  issue  de  C 
et  comprise  entre  les  axes,  est  égale  à  la  demi-distance 
focale  de  (  H  ) . 

3°  Prenons  le  point  N',  symétrique  de  N  par  rapport 
au  centre  O.  Les  tangentes  à  l'ellipse,  issues  de  N', 
encontrcnt  la  tangente  MT  aux  points  I,  F  qui  appar- 
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tiennent  à  Ja  courbe  demandée  dans  la  troisième  partie 
de  la  question.  Sur  TM,  il  n'y  a  que  ces  deux  points  de 
cette  courbe  :  donc  c'est  une  conique. 

Il  est  facile  de  voir  que  sur  l'une  des  tangentes  à  l'el- 
lipse, issue  de  C,  les  points  de  cette  conique  sont  C  et  le 
point  de  contact  de  cette  tangente,  c'est-à-dire  C  et 
l'un  des  points  où  l'ellipse  est  rencontrée  par  la  cir- 
conférence CFC  F'.  La  conique  lieu  des  points  I  con- 
tient donc  C,  C  et  les  points  de  contact  des  tangentes 
à  l'ellipse  issues  de  ces  points.  Ces  six  points  appartien- 
nent à  la  circonférence  CFC'F^donc  :  Le  lieu  des 
points  tels  que  I  est  la  circonférence  décrite  sur  FF' 
comme  diamètre. 

/lutrement.  —  Par  F,  F',  J  faisons  passer  une  cir- 
conférence et  appelons,  pour  le  moment,  O'  son  centre. 
Les  droites  qui  joignent  1  aux  points  où  elle  coupe  la 
droite  BB'  sont  les  bissectrices  des  angles  formés  par  EN', 
1T  :  alors  O'TxO'N'  est  égal  au  carré  du  rayon  de 
cette  circonférence.  On  peut  écrire  alors 


(0T+  00')(ON'-hOO')=  O'F  . 
ou,  en  développant, 

•     OT  x  O  \  '  -j-  00  '  (  OT  —  o  Y  »  -f-  CKT  2=  c«  -+-  nTT  \ 

Mais 

OT      0N'  =  OT  x  ON  --  c*. 

La  relation  précédente  donne  alors 

OO'i  OT      ON')   -  o. 

Le  segment  ()()'  doit  donc  être  nul.    \insi  ()    se  con- 
fond avec  (  ),  etc. 

On  arrive  au   même  résultat  si  Ion  suppose  ()'  au- 
dessus  du  grand  axe  de  rcllip.se. 

i     La  polaire  de  V  par  rapport  a  l'ellipse,  esl  la  per- 
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pendiculairc  M/G'  abaissée  de  M'  sur  le  petit  axe  BB'." 
Les  points  N,  B,  G',  B'  forment  alors  une  division  har- 
monique. Menons  de  ces  points  des  perpendiculaires  au 
petit  axe.  Ces  droites  rencontrent  la  tangente  NM'  aux 
points  E,  M',  E'  et  alors  N,  E',  M',  E  forment  une  divi- 
sion harmonique.  Le  point  R  étant  le  milieu  de  EE', 
on  a 

KM'x  R1N  =  RK"  =  "hË;. 

Mais 

RM'x  RN  =  RFx  RF'. 
Donc 

RF  x  RF'=RÊ2=RË'2. 

Par  suite,  E  et  E'  sont  les  points  où  NM'  est  touchée 
par  des  circonférences  qui  passent  par  F  et  F',  c'est- 
à-dire  que  E  et  E'  sont  les  points  de  contact  dune  tan- 
gente commune  à  ces  circonférences  et  à  l'ellipse. 

Le  point  M'  étant  arbitraire,  on  voit  que  le  lieu  de- 
mandé dans  la  quatrième  partie  se  compose  des  tan- 
gentes BE,  B'E;  à  V ellipse. 

y/utrement.  —  Menons  une  tangente  commune  à 
l'ellipse  et  à  une  circonférence  qui  passe  par  F,  F'. 
Soit  E  le  point  de  contact  de  cette  tangente  et  de  cette 
circonférence.  De  ce  point  menons  l'autre  tangente  à 
l'ellipse.  Les  bissectrices  des  angles  compris  entre  ces 
deux  tangentes  sont  les  droites  qui  joignent  E  aux  points 
de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  le  petit  axe.  Jl 
résulte  de  là  que  la  tangente  à  l'ellipse,  qui  n'est  pas 
tangente  à  la  circonférence,  doit  être  perpendiculaire 
à  BB',  c'est-à-dire  qu'elle  est  la  tangente  en  B  ou  en  B' à 
l'ellipse,  d'où,  etc. 

Remarques.  —  i°  On  a 

OT  x  OJN  =  c*. 
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Mais 

OT  x  OG5=&2,     ONx  OM'=  l/-, 
donc 

OG  x  OG'  =  const. 
Ainsi  : 

Le  produit  des  ordonnées  des  points  de  rencontre 
de  l'ellipse  et  d'une  circonférence  qui  passe  par  F. 
F'  est  constant,  quelle  que  soit  cette  circonférence. 

•2°  Le  lieu  des  points  tels  que  I  ne  dépendant  que  de 
Ja  distance  focale,  on  peut,  dans  la  troisième  partie  de 
l'énoncé,  substituer  h  l'ellipse  donnée  une  ellipse  qui  lui 
est  homofocale. 

Ou  encore  l'on  peut  dire  :  *S/  Von  prend  sur  le  petit 
axe  des  points  T,  A'  tels  que  OT  X  ON'=  c2,  les  points 
de  rencontre  tels  que  I  des  tangentes  à  V ellipse  restent 
sur  la  circonférence  décrite  sur  FF'  comme  diamètre, 
lorsqu'on  fait  varier  l'ellipse  en  lui  conservant  F 
et  Y'  comme  foyers. 

3°  Si  d'un  point  quelconque  d'une  circonférence  qui 
passe  par  F,  F'  on  mène  des  tangentes  à  l'ellipse,  ces 
droites  comprennent  entre  elles  des  angles  dont  les  bis- 
sectrices passent  par  les  points  où  cette  circonférence 
coupe  le  petit  axe  de  l'ellipse.  Par  suite,  ces  tangentes 
coupent  de  nouveau  cette  circonférence  en  des  points 
qui  sont  symétriques  par  rapport  à  ce  petit  axe. 

Prenant  les  symétriques  de  ces  tangentes  par  rapport 
au  petit  axe,  on  voit  que  Von  peut  inscrire  à  la  circon- 
férence des  quadrilatères  qui  sont  en  même  temps  cir- 
conscrits à  l'ellipse.  Cette  dernière  propriété  m'a  été 
signalée  par  l'auteur  de  la  question  proposée;  il  en  avait 
déduit  l'énoncé  de  la  quatrième  partie  de  cette  question. 
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Sllt  LÏNTERPOLATIONAIJ  MOYEN  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES; 

Par  M.   F.  GOMES  TEIXEIRA, 

Professeur  à  l'Université  de  Goimbra. 


1. 

Le  problème  de  la  détermination  de  la  fonction /"(.r) 
qui  reçoit  les  valeurs^, ,  7  2,  y%,  .  .  .  ,7,,.  quand  011  donne 
à  la  variable  x  les  valeurs  <?,,  <?2,  «3,  .  .  .,  ain  est  indé- 
terminé. On  y  peut  satisfaire  au  moyen  d'une  fonction 
entière,  homogène  de  sinx  et  cosx,  et  nous  avons  alors 
la  formule  {Cours  d' Analyse  de  M.  Hermite) 

,     .  .         sin(.7* — a=>)s\n(x —  «.})...  sin(.r — an) 

/(sin^,COS^)  =  ~r—. \     .      r r— :J[ 

J  v  sin^^i  —  #2)  sin(«j  —  a3). . .  sin(rt!  —  aa) 

sin(;r —  a{  )  sin(:r  —  «3).  .  .  sin(.r  —  a,,.) 

— ^—  ; — — y  -) 

sin(a2 —  a\)  sin(«2 —  «3  ).  .  .  sin(a2 —  alt) 

-h 

sin(x  —  ai)  sin(.r  —  a2). . .  sin(a?  —  ««-1  ) 

sin(a„ —  «1  )  sin(a/t —  a.2).  .  .  sin(a/i —  an-X  ) 

Inversement,  f(sh\x,  cosx)  étant  une  fonction  entière, 
homogène  du  degré  n  —  1 ,  nous  avons  une  formule  de 
décomposition  d'une  fraction  en  des  fractions  simples, 
à  savoir 

/(sin#,  cosa?) 
sin(a?  —  aA)  sin(^  —  a2). . .  sin(.r  —  an) 

/(sinaj.  cosai)  1 


Yn- 


sin(<2! —  a.2)  sin(«!  —  a3).  . .  sin( «x —  aa)  sin(.r —  a^) 
f( '  sir»  <22,  cos«2)  1 


sin(a2 — a1)sin(rt2 — «3)...  sin(«2 — aa)  sin(.r —  a2) 

H- 

_\ous  allons  considérer,   dans  cette  JNote,  le  cas  où 
quelques-unes  des  quantités  a^  a2*  •  •  •  sont  égales,  pour 
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chercher  la  formule  de  décomposition  et  la  formule  cor- 
respondante d'interpolation. 

IL 

En  supposant  premièrement  a,  =  a2  et  en  détermi- 
nant la  somme  des  deux  premiers  ternies  de  la  formule 
précédente  par  le  chemin  qu'on  a  l'habitude  de  suivre 
dans  les  questions  de  cette  nature,  c'est-à-dire  en  posant 
a2=  (i\  -f-  w,  on  a  le  résultat 

sin  (a?  —  «i  —  oj  >  si ii  i  x  —  «3  ).  .  .  sin( x  —  a„  »  _,        . 

r  (  «1 ) 


s  i  n  0) 

sin(.r  —  a{)  sini  x  —  a3  »...  sin  (a?  —  an) 
sinio 


[F(Oi)+»F'(a,)-i-...] 


si  n  (  x  —  ai)  sin(.r  —  ax  —  ai). . .  si  n  (  x  —  an  i 
_ __ . -]•.. 

sin(  <7;J —  «i  >  Sinl  a3  —  «i  —  U>).  .  .  sin  I  a3  —  <7„)^ 


on 


P(«i) 


sin (at  —  a3 )  sin(«j  —  a,\  i.  . 
et,  par  eonséquenl, 
F  i  a2  ) 


sin(a2 —  a3)  sin (a2 —  #4  '  •  •  • 


et  où  l'on  représente  j (sin x .  cosx)  pai-y  (x). 

Cette  formule  donne,  en  la  développant  suivant  les 
puissances  de  to  et  en  v  posant  ensuite  tu  =  o, 

^  =:  cos(a;  —  a,)siiii./-      <-{;;  i. . .  sin» . ./•      an)F(a\) 

~-sin(.7-        tix  )  sini  ./■  —  (t-x  i.  .  .  >im  X       an)F'(ai) 

sin2(;r  —  a,  t  sin  i  ./■  —  // ,  i.  .  .  >in  i  ./■  —  a „  s 

J  '  ' 


sina(a8 —  at)  sin(aa      <**)•••  sin(a»  —  <*„)' 
-h 

Cette  formule  détermine  la  fond  ion  J   x  .  étant  données 
les  quantités y*(a1  ),/'(«!  ),  /    a    ./    «3 


(  353  ) 

Cela  posé,  nous  allons  considérer  le  cas  général.  Soit 

I  sin  (  x  —  a,  )  sin(a?  —  ci%  )...  si  n  (  x  —  at  )  1 
^      l        x  sin(>  —  af+i  ).  .  .  sin(.r  —  an)        J 
/,r)^     ^     pin  ( ak  —  «!  )  sin (  ak  —  a2  ) .  .  .  sin  (  a/,  —  a/  )  I 
/l"  "  '  x  sin  (ak  —  «/+1  ) .  .  .  si  n  (  ak  —  an  ) 

.  sin(.r  —  ax)  s'\x\(x  —  a2).  .  .  sin(>  —  ai). .  .  1 


Fl  ait) 


X  sin(.r  —  a, t) 


fsii 

l  i . 

^    pin  (  «/,—  «!)  si  n  (  <:*/,  —  «2  )  •  •  •  si  n  (  a*  - 
r,  =  '  +  1  L  x  s'm(ak—  an 


) 


aL)...  \ 


/O*), 


en  posant 

F  (a*) 


./'<  «4  ) 


sin  (  a/t-  —  a/^-i  )  sin  ( ak  —  ai+i ) •  •  • 

Si  l'on  fait  maintenant 

«,  —  ax  -+-  (O,      rt;i  =  <7 ^  -h  •>. co,       ... . , 
rr/,  =  at  +  (A-  —  i)w,      ...,     ai=>a1  +  (.*  — i)(o, 

la  première   ligne    de  f{x),    que  nous  appellerons   P, 
prend  la  forme 


/.  =  i 


p  =2<-  iy~A 


t 


sin  (a?  —  «i)  sin  (  a?  —  at  —  w) 
x  sin  (a?  —  ai  —  (i  —  i)w). , 
X  sinfr  —  an) 


1 


A  =  1 


I. 


sin (  k  —  i  )  w  sin  (  k  —  2  )  <o 
X  sinw  sin  to.  .  . 
X  sin(i* —  k  ko 


I 


FfrtiH-  (A-  —  i)coj. 


Donc  la  limite  de  P  correspondant  à  à>  =  o,  que  nous 
appellerons  A,  sera  le  coefficient  de  co'-1  dans  le  déve- 
loppement de  P  X  m'-1  en  série,  c'est-à-dire 


dl-i 


sin  (x  —  «i)  sin(jp  —  a\  —  oj).  . . 
X  sin(.r  —  ay  —  (i  —  i)co](o'-) 
xF(o,  +  (^-i)w) 


/.  =i 


•£(-*)':* 


si  n  (  k  —  i  )  o>  sin  (  k  —  i )  w . . . 
X  sin  w  sinto  sinaoj.  .  . 
X  sin(  i —  k)oj 
du'-1 


(O  =o 


ft  =  i 


x  sin(a:  —  a/+J  ). . .  sin (•'•  —  an  ). 
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Ou  doit  remarquer  que,  dans  cette  expression,  on  ne 
doit  pas  écrire  sin(x  —  #t  )  quand  h  =  i;  on  ne  doit  pas 
écrire  sin  (x  —  at  —  w)  quand  A :  =  2,  etc. 

Pour  obtenir  A,  nous  employons  la  formule  de  Leib- 
nitz,  et  nous  avons 

sin(  j;  —  «i) 


A-^C-i)-* 


/  =  1 


(*-i)!(*-*.)-! 


X  ]  sin (x  —  «!  —  w)  H-  sin (57  —  «j  —  2(0)  -h. 

•    r  /  •         xi  (  &  —  !  )  w 

-+-  sin   a?  —  «i  —  (  î  —  1  )  w    •+-  -  -7-= — — r — 

sin  (A-  —  i)o) 

(A  —  2  )  co  co  to 


sin  (A —  2jto  sinw         sinco 

f-  F[ai-f-  (A  —  1  ) co  J  [ 


sin(t  —  A)to 
X  sin(a?  —  «i>i).  .  .  sin(a?  —  an) 


ou 


A  =  \  (—')*'"*/    _/\i  sinO  —  «1)  sin(.r  —  a/+1). . .  sin(\r  —  a„) 

k  =  l 

x  )    >   ( iN)a+S-i-...-4-X ^ L. 

\ZàK        }  a!  PÎ...JU 

X  sin  (  a?  —  «i  -H  a  —  ] . . .  sin  (  x  —  at  -+-  X  -^  1 


r  (A  — Q(o  "j w       r  (t  —  a- ho 

[sin (A:  —  i)u>Ja>=o        I  sin(i— "rf)w  | 


m) 


u\p\q\...m\      |_sin(/£ —  i)wjw=0         Lsin(t  —  a)coJMs9) 

où  a,  fi,  ...,),,  z*,  p,  (/,  .  .  . ,  ///  représentent  toutes  les 
solutions  entières  positives  de  l'équation 

a  4-  p  -f- . . . -H  X  4-  u  H- p  -+-  «f  -t-, . . 4-  m  =  i  —  1 . 

D'un  autre  côté,  nous  avons 

I   (ll'ix  COSVC.r  )   I  .  _ 

quand  />  est  un  nombre  pair,  et 

itli'i  ./•  coséca?  1  I 
7ûï>        |,  0 


(  :\j5  ) 

quand  p  est  un  nombre  impair,  en  représentant  par  l5/;._, 
les  nombres  de  Bernoulli.  Doue 


A  =  ^X  sin  (a?  —  aY)  sin  (  x  —  ax  -+-  a  - 

X  sin  (  x  —  «j-4-  X  —  j  sin(^7  —  ai-vx  )'. .  .  sin(.r  —  an). 


ou 


\  =  ( —  |)a-+-(3-K..-i-X-M'-£ 

2/-i(,-_I)!(A_i)«-i.ia.s,p...(/_,)XB/,_IBv_1...Bm_1 


X 


(i  —  A-)!  a!  p!...X!  «*!/? !  # !. .  .m! 
x  (k  —  i)P(k  —  2)?..  .1.1..  .{i  —  k)'n 
x  (r/>-i—  i)(/-</-i_  i). .  .(r/»-i_  i)F^(a!), 

en  donnant  à  a,  [3,  y,  .  .  . ,  )^,  zj,  yt?,  <^,  .  .  . ,  //*,  A   toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  qui  vérifient  l'équation 

cl  -h  fi  -{- . .  .-hl  -T-  u  -h  p  -h  q  -i- .  .  .-+-  m  =  k  —  j , 

où  A  ne  peut  pas  être  supérieur  à  i,  et  où  /?,  q,  ,  .  . ,  ni 
doivent  être  des  nombres  pairs. 

En  appelant  B  la  limite  correspondant  à  lo  =  o  de  la 
deuxième  partie  de  l'expression  def(x)^  on  peut  écrire 

k  =  n 

^i     sin'(;r  —  ai)  sinQ  —  aj+i).  . .  sin(tr  —  an) 
^d  s\nl{aic — ai)  s\n(a/c — «ï-h).  . .  sin(## — an) 

A-  =  £-1-1 

En  substituant  les  expressions  de  A  et  B  que  nous 
venons  d'obtenir  dans  la  formule 

/<at)  =  A.^JB, 

ou  a  la  fonction  f(x)  qui  prend  les  valeurs  données 

/(a,),  /'(«!),/"(«,),    ...,/^(«i), 

Avec  un  simple  changement  de  notation,  en  supposant 
<jue  les  fonctions  données  sont 

/(a),  /'(«),/"(«),    ...,/<"(a), 
f{bi\f(b,\  /(b3).    ...,">(**), 
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on  a 


A  =  \  X  sin(.r  —  a)  si n  (x  —  a  -f-  a  —  ) •  •  • 

X  sin  (x  —  a  -h  À  -  j  sin(\r  —  6,  ).  .  .  sin  (a?  —  bn), 

fc  =  n 

R  __  ^1    sin'(.r  —  a)  sinQ  —  bx).  .  .  sin (x  —  bn) 
~  2d  sin(6/r  —  a)sin(6/,—  6,  )...  s\n(bk—bny{ 

En  posant 

62  =  &i  -h  CO,       &3  =  #{M-  2 (0,       .  .  .  ,       6y  =  bi  -h  (y  —  IIOJ 

dans  les  formules  précédentes,  on  trouve  la  formule  qui 
correspond  au  cas  où  sont  données  les  valeurs  suivantes  : 

/(a),       /'(a),      /'(a),       ...,/«(a), 

/(*0,    /'(M,    /'(*i),    ...,/(^i), 

/(  &/-H  ),  /(  &/+2  ),  /(  h+3  ),    ...,/(  &n  )• 
Considérons  maintenant  le  cas  général.  Si  l'on  donne 
les  valeurs  suivantes  : 

f(b),f'(b),f?(b),    ..., /(/>(£), 


/(«),  /'(c),  /ff(e),    ...,/i'«>(e>, 

et  si  l'on  cherche  la  fonction  f  (x),  on  peut  employer 

la  formule  suivante 

/(a?)  =  A  H-B  +  C-+-  ..., 
où 

A  =  7  X  sin  i  .r  *—  a)  sin  (  x  —  a  -,-  a  —  )  •  •  • 

— -  \  2  / 

X  sin  (  x  —  a  -h  X  -  j  sin-/(.r  —  />  )  sin'l  x  —ri...  *in'"i  ./• 

B  =7  \]  sin'l  x  —  <y  )  sin  i  ./•  —  h  )  sin  (  .r  —  b  -f-  a  -  ]• 

X  sin  (  ./•  —  b        A  -  I  sin'i  .r  —  ri...  mii'"i  ./•        ri. 
G  =  7    \o  mii'I  ./•  —  ((  l  sii)./'i  ./• —  b)s'm(x        c)sin(iT        C  H-  *—}••• 

(.,-,     xl). 


X    "Ml   |    .r  C    -';-    A   -     )   .    .   .    MH"'(   ./•  '     l. 

\ 


(  •-■»:  ) 

et  où  les  quantités  X,,  X2,  .  .  .  dérivent  de  X  par  le 
changement  de  i  en  j  et  de  L(«)  en  F<  (/?)  pour  X,,  et 
de  i  en  /  et  de  F( n)  en  F2 (c)  pour  X2,  etc. ,  étant 


Via) 


sitiJ  (a  —  b  )  sin'  (a  —  c  ) . .  .  si  n  "'  (  a  —  e  ) 


K  f6)= /^ 

1V    ;       sin£(6  —  a)sin'(6  —  *)-...  sin'"(6  —  c.) 

Ainsi  les  quantités  a,  fi,  ... ,  A,  //.,  />,  .  .  . ,  ?n1  A  repré- 
sentent les  solutions  de  l'équation 

a  -+-  [3  -h  ...  -h  X  -i-  u  -h  p  -h  <7  -+- ...  -+-  m  =  A"  —  i , 

X  étant  inférieur  à  i-j-  i  en  X,  ày  +  i  en  X,,  à  / -4-  i 
en  X2,  etc. 

Nous  devons  remarquer  qu'en  A  on  ne  doit  pas  écrire 
sin(x  —  a)  dans   le  terme  correspondant  à  k  =  i.   on 

ne  doit  pas  écrire  sin(  x  —  a  -+-  a  -  )  dans  le  terme  cor- 
respondant à  h :=  2,  etc.  La  même  chose  arrive  en  B, 
C,  .  .  .  relativement  à  Z>,  c,  .... 

Nous  devons  encore  remarquer  que  le  nombre  des 
quantités  a,  J3,  .  .  . ,  À  est  i —  i  en  A,  mais  que,  quand 
Â=  2,  manque    [3;    quand  À  =  3,    manque  y,  etc.  On 

doit  faire  la  même  observation  à  l'égard  de  B,  C,  Le 

nombre  des  quantités  />,  qf  .  .  . ,  /#z  est  i  —  i . 

Enfin,  quand  quelqu'une  des  quantités  a,  [3,  ...,/?, 
(/,...,  k  —  i ,  i  —  k,  u  est  nulle,  le  facteur  correspon- 
dant ne  doit  pas  exister  dans  la  formule. 

Les  formules  que  nous  venons  de  trouver  résolvent  la 
question  d'interpolation  proposée,  c'est-à-dire  qu'elles 
déterminent  une  fonction  circulaire,  qui  prend,  elle  et 
ses  dérivées,  des  valeurs  données.  Nous  allons  donc  con- 
sidérer maintenant  la  décomposition  de  la  fraction  cor- 
respondante. 
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m. 

Soity^sin.r,  cos.r)une  fonction  entière,  homogène  du 
degré  i  -H/  -h  /  H-. . .  -H m  —  i .  La  formule  de  décom- 
position qui  résulte  de  la  formule  précédente  est 

/(sin.r,  cosa?) 


sin*(a?  —  a)  s'\nJ{x  —  c). . .  sinw(:r  —  e) 

Aj  A2  cot(.27  —  a)  A./ cot1-1  (  a? —  a) 

sin(.r —  a)  s'\n(x —  a)  sin(.r  —  a) 

B<  B,  cot(.r  —  b)  T$;  coV-iix  —  b) 

-\ : _) : : 1_ . . .  _) 1 — . : r 

sin(a? —  b)  è'\n(x. —  b)  sin(a?  —  b) 


et  nous  connaissons  les  coefficients  Au  A2,  A3,  .  .  . ,  F), , 

l)o  ,      •    •    •   • 

Nous  allons  indiquer  rapidement  deux  autres  méthodes 
pour  trouver  les  coefficients  précédents,  analogues  à 
celles  employées  dans  la  décomposition  des  fractions  ra- 
tionnelles. 

En  posant 

o(x)  —  ?in-/(.r  —  b)  sîn'(#  —  ci...  sinw,(a7  —  e), 


nous  avons 

/(sin^r,  cosa?) 


=  Aj  ?in/_1(^  —  a  i 


O(X) 

-f-  A2  eos(  x  —  a)  sin'~2(  .r  —  a)  -+-. . . 
-4-  Ai  cosi_1(.r  —  a)  -\-  K  cos'(.r  —  a  \. 

dette  formule  donne 

/'i  >in a,  cosa  ) 

A  /  =  '■ • 

cp  (a) 

En  la  différentiant,  on  trouve  le  résultai 

/'(  sil)  ./•.  COS 

'a  (  .r  ) 

—  =  ( i  —  i  i  A,  si n'   -'(./■       a) cos(a?  —  a)  -4-. 


r/./' 

-h  A,   j  cos'    '(a? —  a) 

i  /  —  ii  \,  »■<.«-'   -'(.,•__,,  |sin(j*  —  i 


(  %  ) 
mi  (loin h' 


.  /(sîiî  a,  cosa) 


tp(a 

At-i  =  — 


da 

De  la  même  manière  on  trouve  les  autres  coefficients  en 
continuant  les  différentiations. 

On  peut  aussi  calculer  les  coefficients  A1?  A2,  ...  au 
moyen  des  équations  qu'on  obtient  en  égalant  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  h  dans  l'identité  sui- 
vante : 

^/  •                 \       df  7        l  cl%f V? 
/Ysin«,  cosrt  )  H f-  h  H r-4  h2-\- .  .  . 

da  i  da? 

=  ( A}  sin'-1  h  -+-  A2  cos h  sin'-2 A+...+  A/  ços1'-1  h ) 
X  [cp(a)-h/icp'(«)-i-T/î2'f"(a)-l-...], 

cjui  donne 

/(sina,  cos  a)  =  Az-  <p(a), 

/'(sina,  cosa)  =  A/_j  cp(a)  -h  A/  <p'(a)5 

Les  formules  précédentes  appliquées  au  Calcul  intégral 
donnent  une  formule  de  réduction  d'intégrales. 

En  effet,  au  moyen  de  ces  formules,  on  réduit  l'inté- 
gration des  fractions 

/(sina?,  cos^r) 


sin'(.r  —  a)  smJ(x  —  b). . . 

/  (sin.r,  cosx)  étant  une  fonction  entière,  homogène  du 
degré  i  -+-  j  -f- .  .  .  H-  m  —  i ,  à  l'intégration  des  fonctions 

de  la  forme 

cos'(a?  —  a) 
sin'+1(;r  —  a) 

qui  sont  le  sujet  des  formules  de  réduction  qu'on  trouve 
dans  tous  les  Traités  de  Calcul  intégral. 

On  peut  encore  employer,  pour  l'intégration  de  cette 
fraction,  la  formule 

rcosl(x  —  a)     .  f*      colHx  —  a) 

I    •   /..,/ \  dx  —  —  I  -, " ' —  d  cot(a?  —  a). 


(  36o  ) 
\OTE   S L II   LA   SYMDIWE   H; 

Par  M.  Maurice  d'OCAGNE, 
Ingénieur  des  Ponls  et  Chaussées. 


i.  Je  ferai,  dans  ce  qui  suit,  usage  de  deux  définitions 
proposées  par  M.  ÎNeuberg 

i°  Etant  donné  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle, 
on  joint  ce  point  aux  trois  sommets  du  triangle  et  l'on 
prend  les  symétriques  des  droites  ainsi  menées  par  rap- 
port aux  bissectrices  correspondantes  des  angles  du 
triangle.  Les  trois  droites  ainsi  construites  concourent 
en  un  même  point  qui  est  dit  transformé  isogonal  du 
premier  par  rapport  au  triangle  considéré. 

II  est  bien  évident  que  ce  genre  de  corrélation  entre 
deux  points  est  réciproque. 

Ainsi,  l'orthocentre  (point  de  rencontre  des  hauteurs) 
et  le  centre  du  cercle  circonscrit  sont  conjugués  isogo- 
nauxj  de  même,  le  centre  de  gravité  et  le  centre  des 
sy médianes,  ou  point  de  Lemoine. 

Par  conséquent,  toute  propriété  générale  de  la  trans- 
formation isogonale  conduira  à  une  propriété  du  centre 
des  sy  médianes. 

Exemples  : 

Si  une  conique  est    inscrite  dans  un   triangle,  ses 

fo)  ers   sont    conjugués   isogonaux   par    rapport   à  ce 
triangle. 

La  propriété  qui  résulte  de  là  pour  le  centre  des 
sy  médianes  a  été  signalée  par  M.  I".  Lemoine  |  -V 

(])  \<>ir  Vouvelles    l nnales,   V  série,  t.  II.  |>.  J5o,  <i  i.  IN.  p 
i  '-  i    i  oit  ii'iiii   deuxième  Note,  p.    ,_. 
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Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  deux 
points,  conjugués  isogonaux  par  rapport  à  un  trian- 
gle, sur  les  côtés  de  ce  triangle,  sont  sur  un  cercle 
qui  a  pour  centre  le  milieu  de  la  distance  qui  sépare 
ces  deux  points. 

La  précédente  propriété  a  donc  lieu  d'une  part  pour 
le  centre  de  gravité  et  le  centre  des  sy médianes,  de 
l'autre,  pour  l'orthocentre  et  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit; dans  ce  second  cas,  le  cercle  n'est  autre  que  le 
cercle  des  neuf  points. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  est  son  propre  conjugué 
isogonal.  Tout  point  du  cercle  circonscrit  a  sou  conjugué 
isogonal  à  l'infini,  d'où  résulte  qu' une  conique  inscrite 
dans  un  triangle  et  ayant  un  foyer  sur  le  cercle  circon- 
scrit à  ce  triangle  ne  peut  être  qu  'une  parabole. 

La  méthode  fort  élégante  par  laquelle  M.  Àstor  ('  )  a 
déduit  les  propriétés  des  courbes  unicursales  du  qua- 
trième ordre  de  celles  des  coniques  est  une  transfor- 
mation isogonal  e. 

2.  Voici  maintenant  la  seconde  définition  de  M.  Neu- 
berg  : 

a°  Etant  donné  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle, 
on  joint  ce  point  aux  trois  sommets  du  triangle;  les 
droites  ainsi  menées  déterminent  sur  les  côtés  du  trian- 
gle trois  points  dont  on  prend  les  symétriques  par  rap- 
port aux  milieux  des  côtés  correspondants;  on  joint 
enfin  ces  trois  nouveaux  points  aux  sommets  opposés  \ 
les  trois  droites  ainsi  obtenues  concourent  en  un  même 
point  qui  est  dit  transformé  isotomique  du  premier  par 
rapport  au  triangle  considéré. 


(')  Nouvelles  Annales,  3e  série,  t.  III,  p.  181. 

Ann.  de  Mathêmat.,  3e  série,  t.  IV  (Août  i885).  ^4 
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Comme  le  précédent,  ce  genre  de  corrélation  est 
réciproque. 

Le  centre  du  cercle  inscrit  a  pour  conjugué  isoto- 
niique  le  point  que  nous  avons  appelé  ailleurs  le  centre 
des  anti-bissectrices  (').  Le  centre  de  gravité  est  son 
propre  conjugué  isotomique. 

Grâce  à  cette  définition,  nous  pourrons  énoncer  très 
simplement  le  théorème  suivant,  qui  vient  de  nous  être 
communiqué  (2)  par  M.  11.  Tucker,  de  Londres  : 

Le  conjugué  isotomique  de  V or tho centre  d'un  trian- 
gle est  le  centre  des  syniédianes  du  triangle  formé 
par  les  parallèles  aux  côtés  de  ce  triangle,  menées 
respectivement  par  ses  trois  sommets. 

M.  Tucker  a  en  outre  remarqué  que,  si  l'on  considère 
une  série  de  triangles  inscrits  les  uns  dans  les  autres  et 
tels  que  les  sommets  de  chacun  d'eux  soient  les  milieux 
des  cotés  de  celui  qui  le  précède,  c'est-à-dire  tels  que 
le  centre  des  sy médianes  de  chacun  d'eux  dérive  de 
l'orthocentre  de  celui  qui  lui  est  inscrit,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  dans  le  théorème  précédent,  les  centres  des  sj  mé- 
dianes de  tous  ces  triangles  sont  en  ligne  droite. 

D'ailleurs  la  limite  de  ces  triangles  est  un  point  qui 
est  leur  centre  de  gravité  commun;  donc,  l'axe  qui 
contient  les  centres  des  sy  médianes  de  tous  ces  triangles 
passe  par  leur  centre  de  gravité  commun. 

Nous  pourrons  encore;  énoncer  ainsi  ce  résultat  : 

Le  centre  de  gravité,  le  centre  des  sj  médianes  et  le 
conjugué  isotomique  de  l'orthocentre  d'un  triangle 
sont  en  ligne  droite. 


(')  Journal  de   Mathématiques  élémentaires,  \.  IV.  p.  *i58. 
('' )  La  rédaction  de  relte  \<>\c  remonte  au  mois  de  mai  tRfij. 
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'A.  Soit  K  un  point  donne'  dans  le  plan  d'un  triangle 
AHC.  Menons  parle  point  K  une  droite  A'B'C  coupant 
Je  côté  !$C  an  point  A',  le  coté  AC  au  point  IV  et  le 
côté  AB  au  point  C.  11  existe  sur  la  droite  ainsi  menée 
deux  points  M  et  M,,  centres  des  moyennes  harmo- 
niques du  second  ordre  des  points  A',B',C,  par  rapport 
à  l'origine  K. 

Oii  sait  que,  lorsqu'on  lait  pivoter  la  droite  A'B'O 
autour  du  point  K,  les  points  M  et  M,  se  déplacent  sur 
une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC,  et  qui  est 
dite  polaire  conique  du  point  K,  par  rapport  au  triangle 
ABC. 

On  sait  en  outre  qu'en  chaque  sommet  la  tangente  à 
cette  conique  est  conjuguée  harmonique  de  la  droite 
qui  joint  ce  sommet  au  point  K,  par  rapport  aux  côtés 
adjacents. 

Dès  lors,  si  le  point  K  se  confond  avec  le  centre  des 
SYiuédianes,  on  voit,  d'après  un  théorème  énoncé  dans 
notre  deuxième  Note  sur  la  symédiane,que  les  tangentes 
à  la  polaire  conique  du  point  K.  aux  points  A,B,C  se 
confondent  avec  les  tangentes  au  eerele  circonscrit. 
Cette  polaire  conique,  ayant  en  commun  avec  ce  cercle 
trois  points  et  les  tangentes  en  ces  points,  se  confond 
avec  lui;  par  suite  : 

La  polaire  conique  du  point  de  Lenioine  d'un 
triangle  par  rapport  à  ce  triangle  est  le  cercle  cir- 
conscrit au  triangle. 

Or,  d'après  une  propriété  hien  connue,  si  le  point  ±M 
est  centre  des  moyennes  harmoniques  du  second 
ordre  des  points  A',  B',  C,  par  rapport  à  l'origine  K,  ce 
point  K  est  centre  des  moyennes  harmoniques  du  pre- 
mier ordre  des  points  A',  B',  C,  par  rapport  à  l'ori- 
gine M. 
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De  là  ce  théorème  : 

Si  l'on  prend  sur  le  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
ABC  un  pointai  quelconque,  et  si  Von  joint  ce  point  M 
au  point  de  Lemoine  K  du  triangle  ABC,  la  droite  MK 
coupant  les  côtés  du  triangle  aux  points  A',  B;,  C,  le 
point  K  est  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des 
points  A',  B',  O  par  rapport  à  l'origine  M. 

C'est-à-dire  que  l'on  a,  en  tenant  compte  des  signes, 

3  i  i  i 

Mk~MÂ'+MB'+MC' 

\.  Nous  rappellerons  maiutenant  un  théorème  que 
nous  avons  démontré  dans  les  Nouvelles  Annales 
(3e  série,  t.  Il,  p.  256)  et  qui  s'énonce  ainsi  : 

Une  corde  AB  d'une  courbe  quelconque  est  vue  d'un 
point  fixe  O  sous  un  angle  constant.  Si  la  corde  A  B 
touche  son  enveloppe  au  pointa,  et  si  les  tangentes  à  la 
courbe  aux  points  A  et  B  se  coupent  en  T,  les 
droites  OT  et  OE  sont  symétriques  par  rapport  à  la 
bissectrice  de  V angle  AOB. 

Si  la  courbe  considérée  est  une  conique  et  si  le  point 
O  est  son  centre,  la  droite  OT  passe  par  le  milieu  de  AB-, 
par  suite  la  droite  OE  est  symédiane  du  triangle  AOB, 
et  l'on  a  ce  théorème  : 

Si  une  corde  AB  dune  conique  est  vue  du  centre  O 
de  cette  conique  sous  un  angle  constant,  on  a  le  point  E 
oit  cette  corde  touche  son  enveloppe,  en  prenant  la 
symédiane  OE  du  triangle  AOB. 

Lorsque  L'angle  AOB  est  droit,  la  symédiane  OE  est 
perpendiculaire  sut-  \B.  Dès  lors,  toutes  les  normales  à 
l'enveloppe  <!<•    Vl>  passanl  par  le  point  O,  cette  enve- 
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loppe  est  un  cercle  de  centre  O.  On  retrouve  ainsi  un 
théorème  bien  connu. 

5.  Prenons  une  conique  rapportée  à  ses  deux  dia- 
mètres conjugués  égaux  (Ox  et  Oy  ), 

#2  _4_  yl  _    aî  . 

La  polaire  d'un  point  P  (a,  (3),  par  rapport  à  cette 
conique,  a  pour  équation 

ax  ■+•  $y  =  a2. 

Cette  droite  coupant  Ox  en  A,  Oy  en  B,  on  a 

n*  ri"1 

0A  =  — ,     OB=^. 
a  fi 

Si  PH  et  PK  sont  les  distances  respectives  du  point  P 
à  Ox  et  à  Oy,  on  a,  9  étant  l'angle  des  axes, 

PH  =  [Jsine,     PK  =  asin8; 
par  suite, 

PH       |       OA 

PK  ~"  a  ~  OB' 

ce  qui  montre  (*)  que  la  droite  OP  est  symédiane  du 
triangle  OAB.  Donc  : 

La  droite  qui  joint  un  point  quelconque  au  centre 
d'une  conique  est  symédiane  du  triangle  formé  par  la 
polaire  de  ce  point,  relativement  à  cette  conique,  avec 
les  deux  diamètres  conjugués  égaux  de  la  conique. 

6.  Si  les  points  À  et  B  ont  respectivement  pour  in- 
verses par  rapport  au  point  O  les  points  A'  et  B',  les 
droites  AB  et  A'B'  sont  antiparallèles,  par  rapport  à 
l'angle  AOB;  par  suite,  la  médiane  du  triangle  OAB, 
issue  de  O,  se  confond  avec  la  symédiane  du  triangle 
OA'B'  et  vice  versa. 

(')  Voir   Nouvelles  Annales,  3e  série,  t.   II,  p.  \h\,  théorème  II. 
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Celte  remarque  permet  d'obtenir,  parla  méthode  d'in- 
version, des  propriétés  de  la  symédiane. 

Par  exemple,  l'exercieelV  (3e  série,  t.  II,  p.  463  )  de 
notre  première  Note  sur  la  symédiane  conduit  à  la  pro- 
priété suivante  : 

Les  cercles  décrits  sur  AB  et  sur  AC  comme  cordes,  et 
a)  ant  respectivement  en  B  et  en  C  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  symédiane  du  triangle  ABC,  issue  de  A,  se 
coupent  sur  la  médiane  issue  du  même  sommet. 

Autre  exemple  : 

Prenons  sur  les  cotés  AB  et  AC  d'un  triangle  les 
points  B'  et  C  inverses  respectivement  de  B  et  de  C,  par 
rapport  à  A.  La  symédiane  du  triangle  ABC,  issue 
de  A,  passe,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  par  le  mi- 
lieu M'  de  B'O.  Par  B'  menons  une  parallèle  à  AC, 
par  C'  nue  parallèle  à  AB  ;   ces  droites  se  coupent  en  D' 

sur  AM'  et  l'on  a 

AD'=2A.V1'. 

L'inverse  de  la  droite  B'D'  est  le  cercle  qui  passe  par 
A  et  B  et  qui  est  tangent  en  A  à  AC  ;  l'inverse  de  CD' 
est  le  cercle  qui  passe  par  A  et  C  et  qui  est  tangent  en 
A  à  AB.  Ces  deux  cercles  se  coupent  en  D,  point  inverse 
de  î)',  par  rapporta  A;  ce  point  se  trouve,  par  suite,  sur 
la  droite  A  ALI)'  symédiane  de  ABC.  Soit  M  le  point  (in- 
verse de  M')  où  celte  droite  coupe  le  cercle  circonscrit 

a  ABC.  Puisque  AD'=  aAM,  il  en  résulte  que  AD  =  —  • 
De  là  ces  théorèmes  : 

i"  Le  dercle  passant  par  les  sommets  \  et  B  cl  tan- 
gent en  A  au  côté  \C,  et  le  cercle  passant  par  les  som- 
mets A  et  C  et  tangent  en  A  an  côté  \B.  se  coupent 
en  I)  sur  l(i  s")  médiane  issue  de   \  . 
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2°  Si  celte  symediane  coupe  en  M  le  cercle  cii  con- 
scrit au  triangle  ABC,  le  point  i)  est  le  milieu  de  A. M. 

On  sait,  d'ailleurs,  que  le  point  M  est  le  centre  har- 
monique des  points  13  et  C  relativement  au  point  A,  et 
que  les  tangentes  au  cercle  circonscrit  à  ABC  eu  A  et 
en  M  se  coupent  sur  BC. 

On  voit,  par  les  exemples  précédents,  les  services  que 
peut  rendre  la  méthode  d'inversion  pour  trouver  de 
nouvelles  propriétés  de  la  symediane. 

7.  Nous  énoncerons  enfin  le  théorème  suivant  faeile 
à  démontrer  : 

Prenant  sur  le  côté  BC  les  points  H  et  I  tels  que  Ali 
soit  parallèle  à  la  tangente  en  B  au  cercle  circonscrit 
à  ABC,  et  que  AI  soit  parallèle  à  la  tangente  en  C  à  ce 
cercle,  si  par  le  point  H  on  lire  une  parallèle  h  AB,  et 
par  le  point  I  une  parallèle  à  AC,  les  droites  ainsi  me- 
nées se  coupent  sur  la  symediane  issue  de  A. 


SCOLIES  POUR  M  THÉORÈME  DE  FERMAT; 

Par  M.  S.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


Théorème.  —  Si  le  nombre  p,  compris  dans  la  forme 
linéaire  l\q  +  i,  est  premier ,  ou  composé  de  facteurs 
premiers  de  cette  forme,  p  est  la  somme  de  deux 
carrés. 

Dans  la  démonstration  qu'il  a  donnée,  le  premier,  de 
cet  admirable  théorème  de  Fermât  ('),  Eutfcr  a  signalé 

(')   Voir  les  Nouveaux  Commentaires  de  Pëtersbourg,  t.  IV,  p.  3, 
et  t.  V,  [).  '!. 
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ce  corollaire,  que  :  p  étant  connue  il   vient  d'être  dit, 

le  nombre  q  =  est   la  somme  de  deux  nombres 

triangulaires  (dont  l'un  peut  être  nul). 

Eu  effet,  dit  Euler,  le  double  de  p  est  la  somme  de 
deux  carrés  impairs,  et  l'on  peut  poser 

8?  -H  '2  =  (2fl  +  l)2  +  (26  +  l)2, 

ce  qui  donne 

a2 -H  a        b*-i-b 


A  ces  importantes  propositions  de  Fermât  et  d'Euler 
on  peut  ajouter  les  remarques  suivantes,  qui  leur  servent 
de  complément. 

i°   Un  nombre  donné  p  =  4<7  -+■  i  étant  la  somme  de 

deux  carrés  x-,y-,  on  peut  poser,  en  nombres   entiers 

a,  b,  x,  jk, 

a  -+-  b  -h  i  =  x,     a  —  b=y, 

et  toutes  les  solutions  entières  de  l'équation  indéterminée 

x2-\-y2  =  p 
seront  fournies  par  l'identité 

x„       >  .<:       ,  (  a2-^a        6*-h&\ 

c'est-à-dire 

(a  +  6  +  i)2  +  (rt-/»)2=2(a2+a  +  i2+i)  +  i, 

en  attribuant  «à  a  et  Z>  des  valeurs  convenables  (à  savoir, 
des  valeurs  entières  telles  que  le  second  membre  de 
l'égalité  se  réduise  à  la  valeur  de/;). 

La  détermination  des  deux  carrés  en  lesquels  se 
décompose,/;  se  trouve  ainsi  ramenée,  d'une  manière 
directe,  ,;i  la  détermination  des  deux  nombres  trian- 
gulaires en  lesquels  se  décompose  q. 

11  est  facile   de   voir  que  cela  a   lieu  lors  même  que  /» 
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renfermerait  des  facteurs  premiers  de  Ja  forme  4  V  H —  ^ ■) 
pourvu  que  chaque  facteur  de  cette  espèce  soit  élevé  à 
une  puissance  paire,  et  que  p  renferme  au  moins  un 
facteur  premier  4 (l  -+~  l  p'lls  grand  que  l'unité.  En  ce 
cas,  x  ittj  ne  seront  plus  premiers  entre  eux. 

Pour  /?  =  4 5  =  3 2 .  5 ,  par  exemple,  on  a,  en  prenant 
a  =  4,   h  =  i, 

62h-32  =  4(10  +  1) -m  =  45. 

2°  Si  un  nombre  donné  p,  impair,  ou  double  d'un 
impair,  est  décomposable  en  deux  carrés  premiers  entre 
eux,  en  sorte  que  l'on  ait 

les  racines  .r,  jv"des  carrés  composants  seront  exprimées 
par  le  système  de  formules 

(m2  —  m 

(m2  —  m 
—r~ 

m  et  72  étant  deux  entiers  convenablement  déterminés. 
Prenant,  pour  fixer  les  idées,  les  valeurs  de  x,y,jn, 
n  avec  le  signe  positif,  on  énonce  ce  résultat  avec  plus 
de  précision  en  disant  que,  dans  les  eirconstances  indi- 
quées, laracinex  ^>  y  est  égale  au  nombre  p,  diminué  de 
la  somme  de  deux  nombres  triangulaires,  et  la  racine  y 
est  égale  au  même  nombre  p,  diminué  de  la  somme  de 
deux  nombres  triangulaires,  dont  l'un  est  égal  au  plus 
grand  des  triangulaires précédents ,  et  Vautre  est  consé- 
cutif à  V autre  triangulaire  précédent.  A  quoi  il  y  a 
lieu  d'ajouter  que  les  nombres  m,  n  sont  tous  deux 
impairs,  ou  tous  deux  pairs,  selon  c/ue  p  est  lui- 
même  impair,  ou  le  double  d'un  impair. 


n? 

— 

n 

'i 

n2 

-h  n 

P  =  5; 
P  =  IO? 
P  —  i3; 

/>  =  !7; 
p  =  -i5; 

p  =  26  ; 
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Exemples  : 

j  m  =  3,  (  #  =    5  — (   3  h-  o ;  =  -2, 

(  n  =  1  ;  /jk=    5  —  (   3  -h  1  )  =  1  ; 

(  m  =  4,  (  x  =  10  — (   6  -h  1  )  =  3, 

(  n  —  2;  )  j  =  10  —  (  6  h-  3)  =  1; 

(  ni  =  5|  (  a?  ==  j3  — (  10  -h  o)  =  3, 

(  /i  =  ]  ;  (  j'  =  1 3  —  (  1  o  -f-  1  )  =  2  ; 

(  m  =  5 ,  (  a?  =  17  —  (  1  o  -f-  3  )  =  4 . 

(  rc  =  3;  (7=17— (10+  6)=i; 

(  m  =  7,  (  ^7  =  25  —  (21  -f-  o)  =  4, 

(  71=  1;  l  y  =  25  —  (21  -h  1  )  =  3; 

l  m  =  6,  l  a?  =  26  —  (  1 5  -+-  6 )  =  5, 

(  /i  =  4  ;  (  y  =  26  —  (  1 5  h-  1  o  )  =  1  ; 


3°  Soit  /?  un  nombre  impair  résultant  de  l'addition  de 
deux  carrés  .r2,   j  -,  premiers  entre  eux. 

On  aura,  en  ajoutant  2X*  à  la  valeur  de  />, 

p  -f-  2a?2  =  3 .r2  h-  jk2, 

où  le  second  membre,  en  y  supposant  >  premier  avec  3, 
représente  un  nombre  appartenant  à  la  forme  linéaire 
6/i-f-i.  Cela  résulte  d'un  autre  théorème  de  Fermât, 
démontré  par  Euler.  La  supposition  de  y  premier  avec 
3  n'a  ici  rien  d'arbitraire,  vu  que,  x  et  y  n'ayant  pas 
de  facteur  commun,  l'un  de  ces  nombres  peut  toujours 
être  supposé  premier  avec  un  nombre  premier  donné. 
Nous  pouvons  donc  poser 

p  4-  2  x*  ==  6  u  -+- 1 , 
c'est-à-dire 

**=3a— 1(/>  —  i), 

6(  nous  conclurons  de  là  ce  corollaire,  que  :  selon  que 
le  nombre  considéré  p,  diminué  de  l'unité,  est  on  n'est 
pas   divisible  par  3,   l'un   des  carrés    en  lesquels 

décompose  p  est  on  tiost  pas  divisible  par  <). 
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L'utilité  de  cette  proposition  est  évidente,  lorsqu'on 
se  propose  de  déterminer,  par  des  essais  successifs,  les 
deux  carrés  dont  la  somme  doit  former  le  nombre  con- 
sidéré. 

4°  H  est  visible  que  des  remarques  analogues  à  la 
précédente  s'appliqueront  utilement,  en  certains  cas,  à 
des  nombres  que  l'on  sait  être  décomposai)! es  en  carrés 
selon  des  formes  quadratiques  autres  que  celle  dont  il 
vient  d'être  question. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  satisfaire  à  l'équation 
indéterminée 

par  des  valeurs  de  x  et  y  premières  entre  elles,  p  étant 
un  nombre  donné,  dont  tous  les  facteurs  premiers  sont  de 
la  forme  8y-f-i.  L'équation  est  toujours  possible, 
comme  on  sait,  et  y  sera  nécessairement  un  nombre 
impair,  x  un  nombre  pair. 

Pour  assigner  une  condition  qui  assujettisse  d'une 
manière  plus  spéciale  la  valeur  de  «r,  mettons  la  proposée 
sous  la  forme 

INous  en  inférerons,  en  supposant  y  premier  avec  3, 
l'existence  d'une  relation  telle  que 

p  -h  x-  =  6  u  -+-  i , 
c'est-à-dire 

x-  =  6  u  —  (p  —  i), 

d'où  nous  conclurons  sur-le-champ  que  x  admettra  ou 
n'admettra  pas  le  diviseur  3,  selon  que  p  —  i  admet  ou 
n'admet  pas  ce  diviseur. 

Nous  avons  supposé  y  premier  avec  3  ;  quand  il  en 
est  autrement,  x  est  nécessairement  premier  avec  3. 

Soit  pris,  comme  application, 

p  =  -2689  =  8.336  +  1. 
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Le  nombre  p  —  1  étant  divisible  par  3,  et  x  devant 
être  un  multiple  pair  de  3,  les  valeurs  de  x  à  essayer, 
pour  opérer  la  déeomposition  demandée,  devront  être 
prises  dans  la  suite  6,  1 2,  1 8, .  .  «  \  d'après  cela,  on  recon- 
naîtra aussitôt  que  la  valeur  x  =  i2,  à  laquelle  corres- 
pond y  =  49?  satisfait  à  la  question.  On  a,  en  effet, 


2689  =  2. 122 


492- 


Le  nombre  p  ainsi  décomposé  étant  premier,  on  est 
assuré  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  solution. 

Les  nombres  p  =  8  </  H-  1  que  nous  venons  de  consi- 
dérer appartiennent,  comme  cas  particuliers,  à  la  classe 
des  nombres  ^q  -+-  1  dont  il  a  été  question  plus  haut} 
ils  admettent  par  conséquent,  en  même  temps  que  la 
représentation  par  la  forme  2X2-{-j -2,  la  représentation 
par  la  forme  x2  -+- y'1.  C'est  ainsi  que,  pour  p  =  2689, 
on  a,  outre  l'égalité  déjà  écrite,  l'égalité 

2689  =4o2h-332, 

à  laquelle  sont  applicables  les  remarques  exposées  pré- 
cédemment. 


SUR  LA  CISSOIDE  DE  DIOCLÈS; 

Pau  M.  L.  MIUMAN, 
Élève  du  lycée  Saint-Louis. 


On  sait  que  le  lieu  des  symétriques  du  sommet  d'une 
parabole  par  rapport  aux  tangentes  à  cette  courbe  <  -1 
une  cissoïde  de  Dioclès.  \  oîci  de  cette  proposition  une 
démonstration  géométrique  très  simple. 

Soient   1)1)'  la  directrice,   F   le   foyer,  S    le  sommet. 
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TT'  une  tangente,  P  le  symétrique  du  loyer  par  rapport 
à  eette  tangente,   M  un  point  du  lieu. 

Je  prolonge  SIM  jusqu'à  sa  rencontre  en  Q  avec  la 


parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  P,  on  a 

donc  Q  est  sur  la  parallèle  à  la  directrice  menée  par  S, 
symétrique  du  sommet.  Cela  étant,  je  décris  un  cercle 
sur  SSj  comme  diamètre;  la  droite  SQ  le  coupe  en  N. 
Joignons  ND,  on  a  évidemment 

DN  =  DS  =  SF  =  MP  =  PQ  ; 

de  plus  les  angles  MQP  et  NSD,  alternes-internes,  sont 
égaux.  Donc  les  triangles  DJNS,  MPQ  le  sont  aussi;  par 

suite 

MQ  =  NS 

ou,  en  ajoutant  la  môme  longueur  MN, 

SM  =  NQ. 

Le  point  M  décrit  donc  la  cissoïde  relative  au  cercle 
considéré. 
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Eu  cli  ange  a  lit  quelques  mots  au  raisonnement  précé- 
dent*, on  démontrerait  que,  réciproquement  : 

Toute  cissoïde  de  DSoelès  peut  être  engendrée  par  le 
symétrique  du  sommet  d'une  parabole  par  rapport  aux 
tangentes,  la  parabole  ayant  pour  directrice  le  diamètre 
du  cercle  parallèle  a  l'asymptote  de  la  cissoïde,  et  pour 
sommet  le  point  double. 


MIIRESPOXDAME. 


I.  —  Extrait  d'une  Lettre  de  M.  d'Ocagne. 

Voulez-vous  me  permettre  d'ajouter  quelques  mots 
aux  remarques  très  intéressantes  qui  ont  été  faites  par 
mon  ami  M.  Cesaro  au  sujet  des  coordonnées  axiales 
[Nouvelles Annales,  même  tome,  p.  ^56) :' 

Mes  recherches  sur  les  Transformations  axiales, 
auxquelles  M.  Cesaro  fait  allusion  dans  la?Sote  qui  ter- 
mine son  article,  sont  résumées  dans  la  Note  III  de  ma 
brochure  Coordonnées  parallèles  et  axiales,  qui  \  i t •  i ï L 
de  paraître  à  la  Librairie  Gauthier-Villars,  et  dont  la 
majeure  partie,  grâce  «à  votre  obligeance,  a  vu  le  jour 
dans  les  Nouvelles  Annales  (i). 

Dans  cette  INote  (  p.  87),  je  fais  remarquer  que  l'iden- 
tité de  Vinveision  axiale  avec  la  transformation  par 
semi-droites  réciproques  résulte  du  théorème  que  j'ai 
démontré  pour  cette  dernière  transformation  dans  les 
Nouvelles  Annales  I  3e  série,  t.  Il,  p.   M*))- 

A   la    liste   des  géomètres  qui   se    soûl    occupés   des 

(•)  Les  parties  inédites  <!<•  la  brochure  sonl  le  Procédé  nouveau 
de  calcul  graphique  déduit  de  la  considération  des  coordonnées 
parallèles  (p.  7 •">  ;i  8i),  et  diverses  Notes  p  8a  .<  91  ,  do»1  la  N  • 
Sur  les  transformations  <>  riales. 
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coordonnées  axiales,  il  convient  d'ajouter  Je  liom 
de  M.  Casey,  professeur  à  l'Université  catholique  de 
Dublin,  dont  les  belles  recherches  font  l'objet  d'un  Mé- 
moire étendu  publié  dans  les  Philosophical  transac- 
tions of  llie  Royal  Society  of  London  (vol.  CLXVIT, 
1--36-). 

La  courbe  que  j'ai  étudiée  au  n°  50  de  mon  Mémoire 
(Développante  d  hypocycloïde,  d'après  MM.  Brocard 
et  Cesaro)  a  déjà  été  rencontrée  par  un  assez  grand 
nombre  de  géomètres  à  l'occasion  de  recherches  diverses  \ 
c'est  M.  Brocard  qui  nous  l'a  fait  savoir  dans  une  Note 
intéressante  (Nouvelles  ^4 anales,  même  tome,  p.  i44)- 
Aux  mathématiciens  cités  en  cet  endroit,  il  faut  joindre 
M.  Collignon  qui  a  eu  aussi  l'occasion  de  considérer 
cette  courbe  (  Association  française,  Congrès  d' Alger, 
p.  219). 

Nous  terminerons  par  la  remarque  suivante  :  l  équa- 
tion axiale  de  la  traetrice  (Nouvelles  ylnnales,  3  e  sé- 
rie, t.  III,  p.  553  )  conduit  immédiatement  a  une  curieuse 
propriété  de  cette  courbe  qui  a  été  signalée  par  M.  Colli- 
gnon (  *  )  : 

Si,  par  le  point  ou  chaque  tangente  t  à  une  traetrice 
coupe  V asymptote  0  de  cette  courbe,  on  élève  une  per- 
pendiculaire p  à  0  et  que  V oa  inscrive  à  côté  de  p  la 
valeur  de  l'aagle  que  p  fait  avec  t,  on  obtient  une 
projection  de  Mercator  dans  laquelle  les  droites  p  re- 
présentent les  parallèles,  V angle  inscrit  à  côté  de  cha- 
cune de  ces  droites  faisant  connaître  la  latitude  corres- 
pondante. 

La   simple   comparaison    de  l'équation    axiale    de  la 


(')  Mémoire  intitulé  :  Mesure  des  lignes  sur  la  sphère  terrestre. 
dans  le  Bulletin  de  l'Association  française  (Congrès  de  Blois). 
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tractrice  avec  l'équation  fondamentale  bien  connue  de 
la  projection  de  Mercator  conduit  à  ce  résultat. 

Les  remarques  faites  par  M.  Cesaro  au  sujet  des  ra- 
cines imaginaires  des  équations  dans  le  numéro  de 
juillet  (p.  32())  se  ramènent  immédiatement  au  curieux 
théorème  que  voici  : 

Si  les  affixes  des  racines  d'une  équation  algébrique 
figurent  des  centres  d'attraction,  de  même  masse,  atti- 
rant un  point  mobile  en  raison  inverse  de  la  distance, 
les  positions  d'équilibre  de  ce  point  mobile  coïncident 
avec  les  affixes  des  racines  de  V équation  dérivée. 

Ce  théorème,  dû  à  M.  Félix  Lucas,  a  été  communiqué 
par  son  auteur  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance 
du  28  juillet  1879.  M.  Félix  Lucas  en  a  déduit  diverses 
conséquences  importantes  pour  la  théorie*  des  racines 
imaginaires. 

IL  —   Lettre  de  M.  lièalis. 

Les  propositions  que  vous  m'avez  fait  l'honneur  d'in- 
sérer aux  Nouvelles  Annales  (p.  370,  1 883),  et  dont 
on  n'a  pas  encore  envoyé  de  démonstration,  me  font 
penser  qu'il  ne  serait  peut-être  pas  inopportun  de  les 
faire  suivre  de  quelques  autres  énoncés  analogues,  et 
fondés  de  même  sur  des  considérations  arithmolo- 
giques. 

Je  me  borne  en  ce  moment  à  la  Question  ci-jointe, 
faisant  partie  d'une  série  de  questions  du  même  genre, 
que  j'ai  rédigées,  et  que  je  m'empresserai  de  vous  trans- 
mettre, si  vous  croyez  que  cela  puisse  intéresser  vos 
lecteurs. 
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Question. 

a,  ji,  y  étant  des  nombres  entiers,  et  fi  étant  premier 
avec  5,  aucune  des  équations 

.ïl-a,r3  +  (4aV':     P*)a?»~-2aP*a;H-  p(5 y3  =f=  4p3)  =  o, 
.r '<  —  a#8  _|_ ( 4  a2  £  4  p2  ) ,r2  __  3  ap2 ,r  _u  p(  5  y3  ±  4  p'3  )  =  0 

[oh  les  signes  se  correspondent)  ne  peut  avoir  une  ra- 
cine entière. 

De  même  pou/'  les  équations 

,r'._  a,7.3_;  .<  '{y:i  ^  ap»)Vpj_  act32.r-  -+-  A  =  o, 
a?'*-  -  a./-  ■(  [a-+  2p2).r2  —  aa^2./-  ^  =  o, 
xk  _  ar.ï  4.  |  j  a2  4_  3  pi  ).rs  _  3  «p»a?  +  À  =  o, 
a*  —  a  .r3  +  (  4  a2  -+-  3  (32  )#2  —  4  a(32  àr'A-  A  =  o , 

œk  —  a.r3  h-  4  a2  a?2  —  ap2.r  +B  =  o, 

.r4  —  a.r3 -h  4  a2.r2 —  4  *P2#  -h  B-=T5", 

a?4  —  a.r3-H(4a2—  p2).r2—  a[32.r  h-  B  =  o, 

#*  _  a,r3  ^ ,  4  X2  _  4  [}2).r2_  4  ap2,r  +  B  =  o, 

où  /'o/?  a  fait,  pour  abréger, 

A  =  p(5T3+4p3)5     B:=p(5rl_4p3). 

Solution   de  la  question  proposée. 

Ni  l'une,  ni  l'autre  des  jormes  u-  -f-  °^"7  w2-J-3ç>'2, 
tfo/is  lesquelles  u  et  v  sont  premiers  entre  eux,  ne  peut 
représenter  un  nombre  divisible  par  5. 

(EuLER,     LAGRANGE.) 

La  proposition  subsiste  évidemment  si  l'un  des  nom- 

Ann.  de  Mathèmat.  ,3e  série,  t.   IV.  (Août  1  885.)  20 
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bres  il)  v  est  premier  avec  5,  lors  même  qu'ils  duraient 
des  facteurs  commuas . 
Cela  étant,  les  relations 

(a?2 -h  -20LX  —  2P2 1-     -ai  fia?  >« 

=  5(ar--  'y-r-    -  «^-  Ji-;3  1. 

1  a?2 H-  2ocr  —  ap»)2-h  2JÎ* 

=  5(a#3-t-  p2a?2-     w^.r-  pY»  +  ftp*  1, 

1  ./•'•?  —  27.r  —  2  3-  l-  —  2(23^  )-' 

=  5(aa?.3  -  aj32#  —  |3 y3;, 
(./■-—  2  7.#-     -2p2)2-f-ap* 

=  5|  v.J?'  —  -J.'y-.r  —  3-;3-^^3M: 

1  a?2 -h  aa^-4-  P2)2H-  3^* 

=  5|  a./';     -  y.'p.r    -  3y3), 

(*2       2<xa?       2P2  >2-t-2(2pa7)s 

5  (  a ./• ;        2  3-  ./•-  -h  2  a32  ./•  --  Py3  I • 

( ^2+?.a^-  2  32  )2 H-  2 (  p ./■  r- 
=  5  (  a.r3  —  32  a?2  —  ap2X  —  3";  " 

(ir2H-  2XX—  P2)2H-  3  3' 

=    0(7..r3—  32.r2_   ^8  |; 

(a*2     -  2aa?       P2)2 h- 2(2 par)2 

=  5(aar3     -ap2a?2    -  ap2ar—  ?7SH-  P4), 

(./-     -va./-         I  r)! 

5|  txa?3       3-;-      3>i. 

(a?2       7  7./-       p2  >*h   2(Pa?)2 

=  5t7.r:<       3^./'-        a3-. r  -  Bv  ■+■  3 

I  ./•-':    r//       3-  )-        i(2p  ''•- 
>(aa  '.  v 

c'est-à-dire  les  équations  proposées  sont    impossibles 

en  nombres  entiers,  si  (3   f  <"/  />c/r  conséquent  x)  est  pre- 
mier avec  5. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question    \  Aïri 

voir  ."»'  série,  (.  II,  p.  333  |  ; 

Par  M.   KAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  <le  Nice. 

Démontrer  cf  ue  si  les  deux  racines  de  V équation 

^—  3a^  —  (a:{  —  82)  =  0 
.ço/?/1  entières,  V équation  indéterminée 
(A)  ^-h/-:--.^, 

^/75  laquelle  on  a  pris 

7c=  [(«  +  !)■■  -(6  +  i)2]  ?, 
admet  toujours  une  solution  entière.  (Réalts.  ) 

Posons 


.r  =  a  —  2,      y  =  ê  —  s. 


a,  S,  z  désignant  trois  entiers  indéterminés. 

L'équation  (A)  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

j   k  :-  z2  — ,3  %,z  —  (a3—  S2  ) 

(  (  j2  —  3 olz  -\-3  a2  -+-  3  a  —  ?,oi  c. 

On  voit  qu'elle  sera  vérifiée,  si  l'on  a,  à  la  fois, 

z*-  —  ZOLZ— {<&—&)  =  0 

et 

/■  =  (  z*  —  3  a.s  -h  3  a2  -+-  3  a  —  2  6  )  *  ; 

ou,  en  tenant  compte  de  la  première  de  ces  deux  équa- 
tions, 

k  =  (a*.     &-\-  3a2-+-  3a  —  <>?>)  z. 
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<  «i  qui  revient  à 

k  =  [(a  +  1)3-^(6  -H  \f  \z. 
Le  théorème  énoncé  est  ainsi  démontré. 


Question  1504 

(  voir  3'  série,  t.  111,  p.  ,,-)  ; 

Par  M.   N.  GOFFART. 

Le  triangle  ABC  rectangle  en  A  est  inscrit  dans 
une  hyperbole  équilatère  ,  les  tangentes  à  cette  courbe 
aux  points  B  et  C  se  coupent  en  T  ;  la  normale  au  point  B 
coupe  le  côté  AC  au  point  B',  /<?  normale  au  point  C 
coupe  le  côté  AB  ah  point  C .  Démontrer  que  l'angle 
B'TC  e.ç£  égaZ  à  l'angle  des  tangentes.       (D'Ocaghe.) 

Soient  r)=  i  l'équation  de  l'hyperbole,  et  (a,  a'), 
(b,b'),  (c,c')  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C 
L'angle  A  sera  droit  si  l'on  a 

(l  )  (l-l)C  -i-  I  —  o. 

Les  équations  des  tangentes  BT  et  CT  sont  respecti- 
vement 

b\       //\  =  a,     cY  -t-c'X       a. 

Ces  tangentes  se  coupent  au  point  T,  dont  les  coor- 
données sont 

\     liS-i    y  = 


/>  -f-  C 

On  a 

LangBTG    =  ■ rz — ;• 

i         h-c- 

Or  l'équation  de  la  normale  en  B  esi 
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et  celle  du  coté   VC 

acX  -+-  X  =  a  -+-  c; 

l'équation  d'une  droite  passant  par  leur  point  d'inter- 
section est 

X  (  b'  Y  —  b  X  -f-  b*  —  b'*  )  +  acY  +  X-(fl  +  c)  =  o. 

<-ette  droite  passera  au  point  T  si 

6 v  -h  i 

Le  coefficient  d'inclinaison  de  B'T  est  donc 

b3(a  —  b  —  c)  —  i 
(  ab  —  bc  -+-  ac)-r-  ab'{ vc 

et  l'on  a  celui  de  C'T  par  symétrie 

c3  (  a  —  b  —  c  )  —  i 


(  ab  —  bc  -+-  a  c  )  -t-  abc'*  ' 
d'où  résulte 

B'TC'=  {hi ~  c2  ' (a "~  b)( a  ~"  c)( 62  +  ^  """  ^2 ^ 
(i  +  6«c2)(a  —  b)(a  —  c  )  (  6» -h  6c -+- -c*  ) 

b*  —  c2 

i  -h  62c2 

C.     Q.     F.     D. 

Vota.     -  La   même   question    a   été  résolue  par  M.  Moret-Blauc. 


Question  1506 

(voir  3*  série,  t    III,  p    447); 

Par  M.  JUHEL-RÉNOY. 

Soient  CA,  CB  deux  demi-diamètres  conjugués  d'une 
ellipse  ;  et  P,  Q  deux  points  deCA,  CB  prolongés ,  /e/.s 
y//r.'  AP.BQ  =  2CA.CB.  Démontrer  que  BP  et  AQ  se 
coupent  sur  l'ellipse.  (Genèse,  M. -A.) 

Prenons  pour  axes  de   coordonnées  les  deux  droites 


(  382  ) 
CA,  CB;  et  soient 

GA  =  a,     CB  =  6,     AP  =  L     Bq  =  V. 

L'équation  de  l'ellipse  est 

a2j2-f-  b*x*  =  a'-b1. 

et  les  équations  des  droites  BP,  AQ  sont 

bx  -+-  (a  -f-  l)y  =  b(a  -\-  l) 

I  6       /' ..i./--  -  a  y  =  a(è4-/'); 
d'où 

^^'    -  a  y  —  ab  —  l  (b  — y), 

b x  ~  ay  —  aô  —  /'(a  —  x)\ 

multiplions  ces  deux  dernières  équations,  membre  à 
membre,  et  introduisons  la  condition  //'=  lab  ;  nous 
aurons  l'équation  de  l'ellipse  donnée 

a2  y-  -h  b-x'1  —  a-  b'1. 

La  même  question  a  été  résolue  par  M.  l'abbé  Bretaudeau,  profes- 
seur  au  collège  de  Baupréau  (Maine-et-Loire);  et  par  MM.  Lèz; 
Laùnoy,  professeur  au  lycée  de  Puy;  GofFart;  Moret-Blanc;  Ernest 
Barisien;  Dupin,  lycée  de  Bar-le-Duc;  Farisano  Giovanni,  élève  ingé- 
nieur à  l'Université  de  Naples;  V.  l'isaui. 


Ouest  ion    loOT 

V 

voir  3"  série,  t.  III,  p.   148  . 

Pau  M.   MORET-BLANC. 

PQ  est  un  diamètre  d'une  hyperbole  équilatkre ,  un 

cercle  décrit  du  /><>inf  P  connue  centre  avec  Vi)  pont 
rayon  rencontre  l'hyperbole  en  trois  autres  points 
L,  M,  JN  :  démontrer  (jin-  le  triangle  LM  \  est  équila- 

frraf. 

(Extrait  du  Toninal  anglais  The  educational   Times») 
Soient 

pi       /.  ■ 


(  383  ) 
L'équation  de    l'hyperbole  équilatère;   x0,  jrQ  les  coor- 
données du  point  P.  celles  du  point  (v)  étant —  x0,  — j  0  • 

ou 

(  a )  a*2  +j'2 -  2#o#  —  270/  —  3 (./•;  +/02)-o 

sera    l'équation    du  cercle    décrit    du    point    P   avec  le 
rayon  PQ. 

Éliminant  y  entre  cette  équation  et  celle  de  l'hyper- 
bole, on  a,  pour  déterminer  les  abscisses  des  points 
d'intersection  des  deux  courbes,  l'équation 

r*  —  2X0  a?3  —  3  (.r  2  -t-/o  )  x%  ~  '2 ^2Jo-r  ■+■  k*  —  o. 

Cette  équation  devant  être  vérifiée  par  l'abscisse — x0 
du  point  Q,  son  premier  membre  est  divisible  par 
X  ■+-  Xq  ;  elléetuant  la  division,  il  vient 

x3  —  3  .r^r1  —  3  )'o-  ./•  -h  J02  X0  —  O, 

équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  L,  M,N. 
On  aura  l'équation  qui  donne  leurs  ordonnées  en  per- 
mutant les  x  et  les  y,  d'où 

y3  —  37o.r2  -  3  <;  y  -h  *02  j0  =  o. 

La  moyenne  des  abscisses,  ou  l'abscisse  du  centre  de 
gravité  du  triangle  JJVLN,  est  .r0,  sou  ordonnée  est  j  0i 
le  point  P  est,  à  la  fois,  le  centre  de  gravité  du  triangle 
LMiN  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle;  donc 
les  médianes  se  confondent  avec  les  hauteurs,  et  le  trian- 
gle est  équilatéral. 

La  même  question  ;i  été  résolue  par  MM.  Barisieu;  Goffart;  Juhcl 
Renoy;  Pisaai;  Launoy,  professeur  au  lycée  de  F  uy  5  Brelautleau  ; 
Lee;  Caronnet  (Th.),  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  collège 
<  Ihaptal  :  <•!  par  un   anonyme. 


(  384) 

Question    loi 2 

(  voir  3e  série,  t.  III,  p.  ■'. 

Par  M.  J.   RICHARD, 

Élève  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Trouver  V enveloppe  d une  parabole  dont  le  foyer  F 
et  un  point,  P,  de  la  directrice  sont  fixes.   (D'Ocagke.) 

On  sait  que  la  directrice  est  le  lieu  des  symétriques  du 
loyer  par  rapport  aux  tangentes.  Donc,  si  l'on  joint  le 
point  iixe  P  de  la  directrice  au  lover,  et  si,  au  milieu  de 
la  droite  PF,  on  élève  une  perpendiculaire,  cette  per- 
pendiculaire sera  constamment  tangente  à  la  parabole 
variable;  c'est  donc  l'enveloppe  cherchée. 

La  Géométrie  analytique  conduit  au  même  résultat. 

Prenons  le  point  F  pour  origine,  et  FP  pour  axe  des  x. 
Soit  FP  =  a. 

L'équation  générale  des  paraboles,  dont  F  est  le 
foyer  et  P  un  point  de  la  directrice,  peut  s'écrire 


(i)  (x      a)coscp  -\-y  sincp  =±^&z-hyt. 

En  égalant  les  dérivées  des  deux  membres,  par  rap- 
port à  ep,  on  a 
(a)  — (.r  —  a)sin©       »  coso  —  o. 

Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe,  il    faut  élimi- 
ner sp  entre  les  équations  (i)  et  (•>.),  ce  qui  se  fait  en  les 

('•levant  au  carré  et  ajoutant;  on  obtient  alors 

t.,-     -a)2       i-    -  /•-      .) ■-.     d'où     a        -• 

Vote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Goffart;  Moret- 
Blanc;   Lez;  Geneix-Martîn  ;   Louis  M.:   Ernest  Barisien;  Juhel  lïi 
iion  ;    Bretaudeau;   Dupin,  lycée   de   Bar-le-Duc  ;    Mirman,  élève  en 
spéciales,    au  lycée   S;iini   Louis;    Auguste    Dallot;    Càronnet  (Th.), 
élève   en   Mathématiques  spéciales  au   collège   Chaptal;   et    par   an 

\  IHUIN  MIC. 


(  38S  ) 
Question   151  \ 

(voir    3'  série ,  t.  III,  p.  4<j<'    : 

Par  M.  LEZ. 

Par  /e.ç  sommets  d'un  triangle  ABC,  0/2  mena  aux 
cptés  opposés  des  droites  AD,  BE,  CF  se  coupant  en  un 
même  point  O  j  on  a 

AO       n<>       00 

AD        BE        CF  ~  2* 

De  même,  si,  par  les  sommets  d'un  tétraèdre  ABCD 
on  mène  aux  faces  opposées  des  droites  AE,  BF,  CG, 
DU  se  coupant  en  un  même  point  O,  on  a 

AO       BO        CO        DO       0 

AE    h  BF  "  "  CG  +  DH  =  :  °* 

(Gewty.) 

Le  triangle  ABC  se  décompose  en  trois  triangles  ayant 
un  sommet  commun  au  point  O,  et  pour  bases  les  côtés 
du  triangle. 

Or  les  triangles  ABC,  BOC  ayant  même  base  BC  sont 
entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  ou  dans  le  même  rap- 
port que  les  segments  AD,  OD,  c'est-à-dire  que 

ARG        AD 
BOC  7  OU' 

On  peut  donc  écrire 

\BC  — BOC    \D  — OD   AO 
ARC       ~~ AD      ÂD* 
De  même, 

ABC  — AOC   BO 


ABC               BE 

ABC  —  AOB        GO 

ABG              GF 

Additionnant, 

on  a 

3ABC- 

\i;<;                \f)        BO 

CO 

AR 

G                      AD  +  BE 

"  GF 

(  38(i  ) 

Par  analogie,  Le*  tétraèdre  ABCD  se  décompose  en 
quatre  tétraèdres  ayant  pour  sommet  commun  le 
point  O,  et  pour  bases  chacune  de  ses  faces. 

Or  les  tétraèdres  ABCD,  OBCD  avant  même  base  BCD 
sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  ou  dans  le  même 
rapport  que  les  segments  AE,  OE,  c'est-à-dire  que 


ABCD 

AE 

OBCD 

~  0  E 

(  )n  peut  donc  écrire 

ABCD  — OBCD 

u:- 

OE        AO 

AE 

De  même 

B(  ) 
BF  ' 


ABCD 

\BCD- 

OACD 

\i:ci> 

VBCD- 

OABD 

ABCD 

\i:CD- 

OABC 

CO 
CG' 

DO 

ABCD  DÎT 

Additionnant,  on  a 

4  ABCD  —  (OBCD  h-  OACft-i-  OADB       OAB( 

A  E 

Note.  —  La  même  question  ;i  été  résolue  [»<n-  MM.  Goffarl 
Moret-Blanc;  Geneix-M  artin  ;  Minnan  :  Richard;  Pisani;  Collier 
élève  en  seconde  au  Prytanée  militaire;  el  par  un    anonyme. 


ABCD 

BO        CO 

bf      œ 

DO 
Dii 

Question  1520 

\ oir    '  série,  i.  I\  ,  p 

Par  m.  i:.  B  \i;isik\ 


Si  du  point  On//   voit   le  côte  BC  du   triangle  A.BC 

wi//.v  ////  angle  égal  à  A  augmenté  de  <)<>".  on  a  entre 
les  côtés  (/.  A.  c  du  triangle  &t  les  distances  */.  Ç,  v  du 


(  387  ) 
point  O  aux  sommets  A,  B,  C  la  relation 

(d'OcàGME.) 
Les  triangles  ABC  et  OBC  (2)  donnent  les  égalités 

t  i  i  a1  =  ù'2  -  -  c2  —  '2  bc  cos  A  , 

(2)  f/2  =  ê2  ;   y2  -■:-  26^  sin  A , 

qui  permettent  de  déterminer  cos  A  et  sin  A  rationnelle- 
ment en  fonction  de  a,  b,  c  et  de  a,  ê,  y. 

En  désignant  par  x  l'angle  OBC,  on  pourra   aussi  dé- 
terminer   rationnellement  sin,r  et  cos.r.  En  effet,  on  a 


r  „  sin.r         cosA 

Y2  =  a2  -h  o2 —  iao  (■<><(■     et  , 


a 


donc 


cos.r  =    — 


p 

-iao 


(3)  et 

Y  cos  A       vlb^-i-ci  —  a- 


sina?= --  J ; • 

a  laoc 

Or,  dans  le  triangle  AOB, 

a2  ^r  ê2  -4-  c2  —  2  o  c  cos  (B  —  .r  > 
DU 

a-'       o-'       c-  —  -xoc{  cos  P>  CQ&a?        sin  B  sin.r  ). 

Mais 

/A  P         "2    Hc2^62 

(4)  cosb  = 

•1  ac 

et 

A  si  11  A        è(a2— 62— y2) 


1  ">  I  sin  B 

eu  tenant  compte  de  l'égalité  (2). 

(!  )  En  supposant,  toutefois,  que  le  point  O  et  le  sommet  A  soient 
situés  d'un  même  côté  de  la  droite  BC  sur  le  plan  du  triangle,  car 
autrement  la   proposition   énoncée  ne  sérail  pas  exacte-  (<■•) 

(2)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  388  ) 

En   remplaçant  dans   l'expression  de  a-,  sinB,  cosB, 

sinx,  cos.r  par  les  valeurs  (3),  (4)  et  (5),  il  vient 


CL  — 


'2(1- 


(  62+  O2  —  «2)(«2  —  O2  --  y2  ) 
2  <7  2 

Cette  expression  développée  et  réduite  devient 
(6;  «2a2  =  62o2  —  C2..,2. 

Remarque.  —  En  éliminant  A  entre  les  équations  (i) 
et  (2),  on  a  la  relation 

(  g2  4-  y2  .  .  a>  yi        (  fr-  j-  r2  —  a2  )2 

1  "  '  46«Y«  46*c*  =  '' 

On  sait,  en  elïet,  qu'il  existe  une  relation  entre  les 
distances  mutuelles  de  quatre  points  O,  A,  B,  C.  Dans 
le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  cette  relation  se  dé- 
double en  les  deux  égalités  (6)  et  (-). 

La   même  question  a    été    résolue  par  MM.    Goffart;   Laisant;  ri 
tiaetano  de  Marca,  élève  de  l'Université  de  Naples. 


Note  —  Sur  le  plan  du    triangle  ABC,    le  lieu  géométrique  d'un 
point  O,  défini  parla  relation 

u'ol-       ù-6-       r-y-'. 

est  une  circonférence  que  l'équation 

x2  -,  y- —  a  .1       a  tan  g  \.  1 

représente,  en  prenanl  pour  origine  des  coordonnées  rectangulaires 
le  sommet  l>  du  triangle,  «m  dirigeant  Paie  des  abscisses  suivant  la 
droite  l'>C. 

Les  points  Bel    C   appartiennent    évidemment    à  cette  circonfé 
rence;   le  côté  l>c,  partage  le  cercle  en  deux  segments  :  l'un  d'eux 
situé,  par  rapport  .1  lu;,  du  même  côté  que  le  ^«  >  1 1 1 1 1 1  «  - 1    \.  est  capable 
d'un    angle    de    '!"        \:    l'autre    segment   est    capable    d'un    .1  nu l<- 
dc  <)"         \  (  G  •  ) 


(  389  ) 

Question  1321 

(voir  3"  série,  t.  IV,  p.  56); 

Par  M.  LEBOULLEUX, 

Professeur  de  Mathématiques  n  Genève. 

Le  point  M  étant  pris  d'une  manière  quelconque  sur 
le  côté  BC  du  triangle  ABC,  on  projette  orthogona- 
lement  en  W^Q'  (fig.  i)  les  sommets  B,  C,  sur  A  M  : 
démontrer  qu  on  a  la  relation 

BC.AM  =  MB.AC'-f-  Y1C.AB'. 

(d'Ocagne.) 

Je  remarque  d'abord  que  la  similitude  des   triangles 

Fi«r-  i. 


rectangles  BB'M,  CC  M  (fig.  i),  donne 

MC.MB'-MB.MC'; 

on  a  d'ailleurs 

BC.  AM  =  (MB  +  MG)(AB'  +  MB'  > 

=  MB(AB'h-MB')-w\IC.AB'-^MC.MB'; 
ou,  parce 


parce  que 


MC.MB  =MB.MC, 
on  a 

BG.AM  =  MB(AB'  +  MB'-f-  MC')  +  MC.AB' 
=  MB. AC'-    MG.AB', 

ce  qu'il  fallait  démontrer  (  *  ). 


(])  En  désignant  par  ABC,  ABC,  ACB'  les  surfaces  des  triangles 
ABC,  ABC',  ACB',  l'égalité  proposée  BC.AM  =±  MB.AC'-t-  MG.AB' 
revient    à    celle-ci   :  ABC  =  ABC  -+-  ACB',     parce    que    les    produits 


(  39o  ) 

Vote.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pisani;  Goffart; 
Laisant;  Geneix-Martin;  Lez;  Moret-Blanc  ;  Barisien;  Gaetano  de 
Marco,  élève  de  l'Université  de  Naplesj  Puech,  élève  en  Mathéma- 
tiques spéciales  au  lycée  de  Henné-. 

BC.AM,  MB.AC,  MG.  \B'  sont  proportionnels  aux  surfaees  des  trian- 
gles ABC,  ABC',  ACB'. 
or,  on  a  évidemment  (Jig.i) 

ABC  =  ABC— ACB'~  MCB'-  MBC. 
mais  l'égalité 

MC.MB'  =  MB.MC 
donne 

MCB'       MBC, 
donc 

ABC  =  ABC— ACB. 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Pour  généraliser  la  formule  proposée 

BC.AM  =  MB.AC' -+-MC.  \B'. 

il  faut,  comme  dans  toutes  les  propositions  de  ce  genre,  avoir  égard 
aux  signes  des  segments  AB. AC:  leur  donner  le  même  signe,  ou 
des  signes  différents,  suivant,  qu'ils  sont  dirigés  dans  le  même  sens, 
ou  en  sens  contraire,  à  partir  du  point  A.  sur  la  droite  AM,  indéfi- 
niment prolongée. 

Si   l'on  considère  comme  positifs  les  segments  dirigés  dans  le  sens 

Fig.  ■>.. 
B 


B' 


AM,    il    faudra    prendre   négativement    un    segment    dirigé   dans  le 
sens  contraire. 

Lorsque,  par  exemple,  l'angle  MAB  est  obtus  {Jig.  a  i  le  segment 
AB'  e^t  négatif,  et,  en  valeurs  absolues,  on  a 

ne  \m  =  MB.AC       mc  \h  . 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer.  (G») 


(  39i   ) 
QUESTIONS. 


1532.  Pour  quelles  valeurs  de  x  l'expression 

i .  i .  3 . 4  . .  .  j-      t 
est-elle  un  carré  parfait?  (Brocard.) 

1533.  //  étant  un  nombre  entier  positif, 

est  divisible  par  64-  (  Woi.stenmolme.  ) 

153  i.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  doublement 
tangentes  à  deux  cercles  donnes  se  compose  de  cinq 
perdes.  (Entretin.) 

1535.  Le  produit  des  distances  des  foyers  dune 
ellipse  à  une  normale  à  cette  courbe  est  égal  au  carré 
du  demi-diamètre  perpendiculaire  à  cette  normale  moins 
le  carré  du  demi  petit  arc.  (DOcacm,.  ) 

1536.  Dans  la  parabole,  les  segments  déterminés  sur 
deux  tangentes  issues  d'un  même  point  de  l'axe,  par 
deux  tangentes  quelconques,  sont  égaux.      (D'Ocagne.) 

1537.  On  considère  les  pieds  des  quatre  normales 
menées  d'un  même  point  à  une  ellipse  :  démontrer  que 
le  rapport  de  la  moyenne  géométrique  des  abscisse^  de 
ces  quatre  pieds,  à  leur  moyenne  aritlimétique,  est  con- 
stant et  égal  au  grand  axe  de  l'ellipse. 

Le  même  rapport  relatif  aux  ordonnées  est  égal  au 
petit  axe.  (  Barisieh  .  ) 

1538.  L'aire  du  triangle  formé  par  les  centres  des 
trois  cercles  ex-inscrits  à  un  triangle  est  égale  au  produit 
du  périmètre  de  ce  triangle  par  le  ravon  du  cercle  circon- 
scrit. (Barisien.  ) 


(  3s>2  ) 

1539.  Le:  lieu  des  loyers  des  seetions  faites  dans  un 
ellipsoïde  de  révolution  aplati,  par  un  faisceau  de  plans 
passant  par  une  même  droite  parallèle  à  l'axe  de  révo- 
lution,  est  une  podaire  d'ellipse.  (Fouret.  ) 

lo40.  Le  lieu  des  foyers  des  sections  faites  dans  un 
cylindre  parabolique  par  un  faisceau  de  plans  passant 
par  une  même  droite  perpendiculaire  au  plan  diamétral 
principal  du  cylindre,  est  une  podaire  de  parabole. 

(  I  <  un  et  .  ) 

1541.  Trouver  le  lieu  des  points,  tels  que  les  quatre1 
normales  menées  de  ces  points  à  une  ellipse  donnée 
forment  un  faisceau  harmonique.  (  L.  Mirm  m.  ) 

1542.  Etant  donnés  deux  plans  fixes,  on  considère 
deux  sphères  de  même  rayon,  tangentes  entre  elles  et 
touchant  chacune  un  des  deux   plans. 

Le  point  commun  à  l'une  des  deux  sphères  et  au 
plan  correspondant  étant  donné,  on  demande  le  lieu  du 
point  commun  aux  deux  sphères  lorsqu'on  lait  varier 
leur  rayon.  |   \  .  (  iiM  i\-M  \r,i  ix.  ) 

1543.  On  donne  lune  des  deux  asymptotes  d'une 
hyperbole  équilatère,  une  tangente  et  un  point  de  la 
courbe,  déterminer  h:  centre  et  les  autres  éléments  de 
la  courbe.  (Solution  géométrique. 

1544.  On  donne  une  parabole  et  un  [joint  dans  son 
plan-,  par  ce  point  on  mène  une  sécante  quelconque,  et 
sur  la  corde  ainsi  déterminée,  prise  comme  diamètre 
on  décrit  un  cercle;  trouver  l'enveloppe  de  la  polaire 

du  SOmmel  de  la  parabole  par  rapport  a   ce  cercle. 

(  \\  0LS  n •mjoi.mi  . 


(  3g3  ) 


SUR  UNE  NOUVELLE  PROPRIÉTÉ  D'UN  SYSTEME  TRIPLE  DE 
SI  RI  ACES  QUARTIQUES  IMMIOFOCALES,  COMPRENANT  COMME 
CVS  PARTICULIER  LA  SURFACE  DES  ONDES; 

Par  M.  A.  LEGOUX, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  (Je  Toulouse. 


Si  l'on  considère  les  surfaces  représentées  par  l'équa- 
tion 

xi  y*  -2 

ri  _|_  p  _  aî  +  /-2  +  p  —  b*  +  r2-4-p  — c2  ="  !  ' 
où  p  représente  un  paramètre  variable  et  où 


on  a  un  système  triple,  car  par  un  point  donné  on  peut 
faire  passer  trois  surfaces  de  ce  système.  Ce  système 
triple  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i°  Il  comprend,  comme  cas  particulier,  la  surface  des 
ondes  ordinaire,  si  l'on  donne  au  paramètre  p  une  va- 
leur plus  petite  que  les  constantes  vz2,  Z>2,  c2;  c'est  en 
effet  la  surface  des  ondes  qui  dérive  de  l'ellipsoïde 

)  x'  J2  ^ 

a2—  p  +  62_  p  "*"  C2— p  = 

2°  Toutes  les  surfaces  du  système  ont  pour  enve- 
loppe une  développable  focale  du  huitième  ordre  et  de 
quatrième  classe;  on  trouve  en  effet  la  même  enveloppe 
pour  les  surfaces  (i)  que  pour  les  quadriques  liomofo- 
cales 

.r2  j2  z" 


X  — a2       X  — 62       X 


=  i 


donc    les  surfaces    (i)    sont    homofocales   aux    surfaces 
■inn  de  Mathémat.,  3e série,  t.  IV.  (Septembre  1 885.)  26 
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quadriqnes  précédentes.  On  arriverait  à  la  même  conclu- 
sion si,  à  la  place  de  i 2,  dans  l'équation  (i),  on  mettait 
une  fonction  quelconque  de  .r,  y,  z. 

3°  Les  sections  principales  des  surfaces  du  système  se 
composent  d'une  famille  de  cercles  ayant  pour  centre 
l'origine,  et  d'une  famille  de  coniques  liomofocales.  Sur 
le  plan  XOYles  équations  de  la  section  sont 

,-2  +  p  _  r2  _  0 

(cercles), 


t,l  _   p  rt2  _ 

(coniques  liomofocales  ). 

On  sait  que  la  considération  des  systèmes  triples  lio- 
mo  foc  aux  de  surfaces  du  second  ordre  a  permis  d'étu- 
dier  bien  aisément  les  courbes  tracées  sur  l'une  de  ces 
surfaces,  eu  prenant  pour  lignes  coordonnées,  sur  cette 
surface,  ses  intersections  avec  les  deux  autres.  Le  but  de 
ce  travail  est  de  montrer  que  le  système  triple  de  sur- 
faces du  quatrième  ordre  se  prête  avec  une  grande  faci- 
lité à  l'étude  des  courbes  tracées  sur  une  surface  d'onde 
ordinaire.  Nous  trouverons  l'expression  de  l'arc  infini- 
ment petit  en  fonction  de  deux  paramètres  et  nous 
remarquerons  la  simplicité  de  cette  expression  et  son 
analogie  avec  la  même  formule  relative  aux  courbes 
tracées  sur  l'ellipsoïde.  Nous  donnerous  les  équations 
différentielles  des  lignes  de  courbure,  des  lignes  asvm- 
pto tiques,  sur  une  de  ces  surfaces  d'onde. 

Soient  6,  pi,  p2  les  trois  valeurs  du  paramètre  p  qui  cor- 
respondent à  un  point  de  l'espace  (.r,  )  •  -  •  ou  'es  trois 
racines  de  l'équation  (c)  lorsqu'on  v  suppose  .r,  ,j  .  z 
connus  et  p  inconnue.  A  l'une  de  ces  racines  corres- 
pondra une  surface  d'onde  ordinaire  dérivant  de  I  « •  I - 
lipsoïde;  aux  deux  autres  correspondront  des  surfaces 
quartiques  liomofocales  à   la    précédente  el  dérivant  de 
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deux  liypfcrboloïdes  représentés  par  1  équation  (  2).  j\ous 
désignerons  ces  trois  surfaees  par  la  même  dénomination 
de  surfaces  d ondes,  sans  distinguer  celle  qui  dérive  de 
l'ellipsoïde  des  deux  autres  qui  lui  sont  conjuguées  ;  nous 
les  appellerons  les  surfaces  p,  p,,  p2. 

Enfin  nous  terminerons  cette  étude  en  montrant  que 
toutes  les  propriétés  descriptives  communes  aux  sur- 
faces (1)  s'appliquent  à  un  système  triple  formé  par  des 
surfaces  de  Kummer  à  seize  points  singuliers,  dont  les 
surfaees  d'ondes  ne  sont  que  des  cas  particuliers. 

FORMULES     RELATIVES    AUX    COURBES    TRACÉES 
SUR     UNE    SUÏIFACE    p2- 

L'équation  (1)  peut  être  écrite  sous  la  forme  sui- 
vante 

-h  z2  (  r2  -h  p  —  a2  )  (  r2  -h  p  —  62  ) 
=  (r2-+-  p_  «*)(/•* -h  p  —  6*)(r2-f-  p~c*.) 

ou 

(/•2-f-  p)3_(r2+   p)2(:r2_+_r2_f_^2_f_a2  +  è2-f-C2) 

+  (r2+p)[(c2+è2).r2-f-(a2  +  c2)72-f  (A«-h«2)«2 

H-  62  c2  -+-  a2  c2  -4-  a2£2  | 
—  t/2  c*x*  —  c2  a*jr*—'a*  A2  32  —  r/2  A2  r2  =  o. 
Posons 

/•2  -f-  p  —  a2  =  T  ; 

l'équation  devient,  en  ordonnant  relativement  «à  T, 

T»  —  AT2 -+-  BT  —  (a2  —  62.) (a2  —  c2).r2  =  o. 

Mais  nous  avons  appelé  p3pi,'p2  les  trois  racines  de 
ré(]iiation  en  p  :  on  aura  donc 

(r2  +  p—  «2)(r2-f-  p,  —  a*)('r*  -4-  p2-  a2) 
À'Çai—  62)(a2— r2).r2 

et 

/•2  4-  p  —  a*'-£  r2 -h  pi—  a"-  4-  r2  h-  p2—  a2  =  r2  -H  r2  -t-  /;2  —  •; ^2. 


x-  = 
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On  tire  de  la  seeonde 

9.  2 

et,  en  substituant  dans  la  première,  il  vient 

q2  +  62-f-C2  ^  p  — Pl  — p2  _         \    /CT2  +  ^2_hc2  p,  — p  — p2  _         \ 

j  x^2+,2  +  c-Vp2_p_pi_^  ■ 

(a2_^2)(a2_c2) 

de  simples  permutations  de  lettres  donneront 


< 


a2-l-624-c2  +  P-P1-P2  _  ô,\  /oM-^-j-cf ^  P,-p-?a  _ 6J 


2  /   \  2 


72  = 


x^2Hr^c2+P2_,_pi_^  j 
(^2_C2)(62—  «2) 

|/aS  +  6»-t-c'  +  P-P1-P2      eA  /g»H-E»-i-c»  +  pi-p-p»  Aj 

^     /a2+62+c2     ;       p2-p-pi                  \  j 


(C2—  «2)(C2_62) 

Si  l'on  pose,  pour  simplifier  l'écriture, 

.        a2-f-62-f-c2        p  —  pt—p2 

A  —  -+-  

2  2 

a2+62H-c2         pj  —  p2 —  p 


P- 


'à  >. 

aï  -+-  b*  h-  c-         p2 — ?  —  pi 


les  formules  précédentes  deviennent 

„  _  (X-q2)((jL-q2)(v-a2) 
(a2—  6ï)(aa_C2> 

v«_  (X-6»)(jji-6M(v-&M 

(/>2_r2)(A2_a2^ 
-2  =    (À  —  C»)(tX  —  C2)(V—  C2) 

(r2— qî^r2— />2) 
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On  remarque  que  ces  formules  ont  la   même   forme 
que  celles  obtenues  en  définissant  la  position  d'un  point 
de  l'espace  par  l'intersection  des  trois  surfaces  quadri- 
ques  liomofocales  suivantes  : 


XT.  y-l  Z-l 

\ Z~,     =1. 


À 

—  a* 

— 1- 

X 

-62 

X* 

-H 

[>■ 

y2 

Y- 

—  a* 

—  62 

r2 

.1 

r2 

7i  =I' 


v  —  a2        v  —  62         v  —  cl 

On  remarquera  aussi  que  X,  ku,  v  sont  des  fonctions 
linéaires  des  coordonnées  p,  pi,  p2,  ce  qui  permettra  de 
passer  facilement  d'une  équation  entre  les  premières 
coordonnées  à  l'équation  entre  les  secondes. 

Si  nous  posons 

—  <p(H)  =  (X  —  u)(p.—  i*)(v  —  u), 
f{u)  =  (u  —  a2)(>  —  62)(u  —  c2  ). 

on  trouve  aisément 


d'où 


dy 


2,  \  X  —  a-        [x  —  a2       v  —  a'1 
y  /     d\  d[x  d/ 


\  X  —  62         JJ.  —  62        v  —  62 

f/X  6/fX  ^/v 

rt «   -      -   '    - 


À 


C1  JJL  —  Cw 


*> 


et 


et,  comme 


«*-^**^*-*-3i** 


rfX 


rfp  —  ^pj  —  dp. 


> 


,  dût  —  dp*  —  dz 

d\k  =  — - 


'2 

dp  9  —  <7,o  —  c/; 
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on  a 


cp'(  X  ) 
16  ds*-  =  '     .     (rfp  —  dpi  —  <r/p,  )2 

Proposons-nous  maintenant  d'étudier  les  courbes  tra- 
cées sur  la  surface  d'onde  p2— const.;  on  aura,  pour 
l'expression  d'un  arc  de  courbe  tracé  sur  cette  surface, 
les  lignes  coordonnées  étant  les  traces  sur  la  surface  o-> 
des  surfaces  conjuguées  p  et  pt, 

L    /(X)     /(jO     /(*)J    '    ' 

La  forme  particulière  de  l'expression  de  ^  nous  con- 
duit à  faire  les  remarques  suivantes  ; 

i°  Les  deux  surfaces  d'onde  p  cl  pi  coupent  la  sur- 
face o2  suivant  deux  systèmes  de  courbes,  du  douzième 
ordre  (  *  ),  qui  se  rencontrent  sous  un  angle  variable.  Le 
système  triple  précédent  est  donc  seulement  homofocal , 
il  n'est  pas  orthogonal  ;  par  conséquent  les  lignes  d'in- 
tersection de  p2  avec  p  et  p,  ne  sont  pas  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  pt. 

2°  Si  l'on  fait,  dans  la  formule  précédente, 

pi  =  ?ï=  C, 
on  aura  l'enveloppe  des  surfaces  p,  et  z.2  :  cherchons  la 
forme  du  <Y.v-  sur  cette  enveloppe;  on  a 

A  = —  H 


• 
1 


-  p 


r/2 

■4- 

b"- 

+ 

b* 

-4-r*. 

a 


(')   Poi'r  la  il m.   placée  - 1 1 1  bas  de  la  page  joi 
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d'où 

cl 

C'est  précisément  la  forme  qu'affecte  Je  (h1  d'une 
courbe  tracée  sur  une  ftévëloppable  focale;  donc  l'enve- 
loppe des  surfaces  du  système  est  bien  une  telle  déve- 
loppable,  ce  qu'on  a  déjà  vu  directement.  Cette  déve- 
loppable  est  du  huitième  ordre  et  de  quatrième  classe. 

3°  On  saura  déterminer  sur  chaque  surface  p2  les 
lignes  de  longueur  nulle  ;  leur  équation  différentielle 
est 

</A-2  =  () 

ou  bien 

rj^Xj     £iB.C  SM\  (  d,--  +  *■  i 

f       ?Çl)        <p'(ji)        o'(v)l  , 

4°  On  pourra  aussi  écrire  les  équations  de  l'arête  de 
rebroussement  de  la  développable  focale  circonscrite 
aux  surfaces  du  système  5  il  suffira  de  faire 


d'on 


A  =s  M.  =  V  = 


P  =  p1=p2j 

rt2  +  &2  +  ca 


cl 


se 


(X  —  «2)3 


},i    ~   (62—  f2)  (62  — «2)' 


•2 


a-c2)3 


52  = 


posons 


(  c2  —  a*){c*—  b*)' 

M  =(«2—  62)(62    -C2)(r2_  ,7  2  ) 
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ei  éliminons  X entre  les  trois  équations  précédentes  j  il 
\  îient 


=  6'  +  (^)^  =  e'-(6T^i)    «»i 

c'est  une  ligue  du  douzième  ordre. 

5°  Ou  peut  déterminer  l'intersection  de  la  dévelop- 
pante focale  préeédente  avec  la  surface  p2.  La  surface 
p2  —  y.  aura  avec  cette  développante  focale  deux  séries, 
de  points  communs  :  i°  ceux  qu'on  obtiendra  en  fai- 
sant o  =  o,}  2°  ceux  qu'on  obtiendra  en  donnant  à  p  ou 
à  o,  la  même  valeur  a.  Les  premiers  points  constituent 
l'enveloppe  des  courbes  que  tracent  sur  p2  les  deux  sys- 
tèmes de  surfaces  conjuguées  p  et  o,. 

Faisons  p  =  p ,  dans  les  formules  générales  (3),  ou 
aura  d'abord 


a2  -h  bl  -4- 

c- 

Ps 

2 

2 

a*-T-bi- 

c* 

Pi 

2 

2 

ai  +.  #*-\ 

-C^ 

P< 

2  2 

les  valeurs  de  x1,  j-,  s2  prendront  la  forme 

#*  =  B(A  — p),    /*  =  B"(À'  —  p),     s*  =  B*|  A"-  p), 

où  A,   \ '.  \  ,  B,  IV,  B"  sont  des, constantes. 
On  en  tire 

c'est   une  courbe  du  quatrième  ordre,   intersection   de 
deux  cylindres  du  second  ordre. 

Les  .seconds  points  son!  sur  ta  courbe   Limite,  inter- 
section de  la  surface  d'onde  ':  avec  la  surface  infiniment 


(  i»'  ) 

voisine  de  p2  ?  °11  ^es  oJbtiejit  en  faisant  p  ou  p,  ==  p2  =  a. 
Soit,  par  exemple,  p,  =  p2  =  a;  des   formules  géné- 
rales 


a2  h-  62  -+-  c2 

À  = a 

2 

\x= —  '-, 

2  1 

a2 -H  62-+-  c2         p 


p 


on  déduit 


Mx* 


=  ^_a.H-^+c._g  +  ew-„.  +  ft'H-c«_£y(c,_^ 


.a2— 62+c2                 p\  /a2—  62-t-c2 
Mr2= «+e £■      (a*-c*), 


2  2/    \  2  2 

/,2_c2_t_a2  p\/fc2_c2_Ha2  p\2         , 

M  -J  =  ( a  -h  -  )  ( ( b2—  a2), 


2  2/    \  2  2 

en  posant 

M  =(a2_è2)(62—  c2)(c2—  a2). 

Ces  trois  équations,  dans  lesquelles  on  considère  p 
comme  un  paramètre  variable,  représentent  une  courbe 
gauche  du  douzième  ordre  (  *  ),  de  telle  façon  que  l'in- 
tersection de  la  développable  focale  circonserite  avec  la 
surface  p2  se  compose  :  i"  d'une  courbe  du  quatrième 
ordre;  2°  d'une  courbe  du  douzième  ordre  qui  compte  dou- 
ble, qui  équivaut  par  suite  aune  ligne  du  vingt-quatrième 
ordre;  3°  du  cercle  de  l'infini  qui  compte  double  égale- 
ment; ce  qui  forme  en  tout  une  intersection  du  trente- 


(')  Soil  \x -)- By -{- Gz  =  D  l'équation  d'un  plan  quelconque 
Pour  trouver  le  nombre  de  points  de  la  courbe  qui  sont  situés  dans 
ce  plan,  il  suffit  de  remplacer  x, y,  z  par  leurs  valeurs  en  fonctions 
de  p,  ce  qui  donnera  une  équation  qui,  rendue  rationnelle,  sera  du 
douzième  degré  en  p;  d'où  l'on  conclut  qu'il  y  a  douze  points  dans  le 
plan.  Un  calcul  pareil  montre  que  deux  surfaces  du  système  p  et  p, 
se  coupent   suivant  une  ligne  du  douzième  ordre. 
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deuxième  ordre.  Gomme  la  développable  focale  est  du 
huitième  ordre,  son  intersection  avec  la  surface  pg  est 
effectivement  du  trente-deuxième  ordre. 

Considérons  un  point  O  de  la  surface  o2  vt  les  deux 
courbes  d'intersection  de  o,  avec  p  et  o,  :  soient  z  et  o, 
les  coordonnées  du  point  O,  p  -f-  rfp,  p,  -H  <iot  les  coor- 
données d'un  point  M  infiniment  voisin  de  O.  On  peut 
considérer  M  et  O  comme  les  deux  sommets  opposés  d'un 
parallélogramme  dont  les  côtés  OA  et  OB  sont  dirigés 
suivant  les  lignes  p  et  p,  qui  passent  par  le  point  O. 
Posons  OA  =  (h, ,  OB  =  dcr,  AOB  =  <p, 

'  '6  I/O)    "  /(-pO       jf(v)J' 

2  L    ?'<*>        ?'<»    |    ?'(V>"1 


F=±= 


on  aura 


—  —  I" 

ch{  =  \/Edpi<     di  =  \/Edp,     cos<p  =  —  > 

cfos  =  cfa2  -+-  dv\  -+-  ididui  coso. 

Cherchons  les  équations  des  bissectrices  des  angles 
formés  par  les  deux  courbes  p  et  p,  qui  se  croisent  au 
point  O  sur  la  surface  p2,  on  aura 

da  =  d^\ ,     da  =  —  ds{ 
ou 

?  —  ?i  =  G,    p  -4-  pi  =  C'. 

Si,  dans  les  formules  générales  (3),  on  fait  p  —  p ,  =  C, 
on  a  /-  =  const.-,  et,  en  combinant  cette  équation  avec 
l'équation  (i),  on  voit  que  Ton  a  une  conique  sphéi  ique. 

Si  l'on  fait  p  —  p,  =  C,  \  et  u  sonl  constants.;  la 
courbe  est  par  suite  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
intersection  de  deux  quadriques  liomoloc  aies. 

Doù  il  résulte  qu'en  chaque  point  de  la  surlace  pa  il 
passe  :   i"  une  conique  sphéiique  ;  *;>."  une  courbe  <lu  qua- 
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trième  ordre,  intersection  de  deux  quadriques  liomofo- 
cales.  Ces  courbes  sont  bissectrices  des  angles  des  deux 
courbes  p  et  o,  :  (il les  constituent  donc  un  système  ortlio- 
gonal  sur  Ja  surface  p2. 

Or  Jes  formules  relatives  aux  courbes  tracées  sur  une 
surface  sont  beaucoup  plus  simples  lorsque  l'on  rap- 
porte les  points  de  cette  surface  à  un  système  ortlio- 
gonal  tracé  sur  Ja  surface.  Nous  prendrons  désormais 
pour  variables  nouvelles  les  quantités  u  et  v  liées  aux 
précédentes  par  les  relations 

P  -+-  pi=  u,     p  —  pi  =  r. 

Il  est  bien  évident  d'ailleurs  que  l'on  passera  sans  dif- 
ficulté d'une  équation  entre  u  et  v  à  une  équation  entre 
les  p  et  p, . 

Posons,  pour  simplifier  l'écriture, 

m  =  «2-+-è2-t-  c2  —  p2,    p  =  a2  +  62^-  c2  +  p2, 


on  aura 

■s        m       v  .  ni       v  p        u 

2         i        k  2         2  1        2  ' 

~2  =  ^jf~  [{m  -  2c2)2-  v*](p  -u-  2c2)-  P"(A"-  ^)(7"-  u), 

P,  P',  P";  /r,  A7,  À7/^  /,  /',  /"  désignant  des  constantes  et 
(V  =  v- . 

Ces  dernières  formules,  qui  donnent  x,j,  z  en  fonc- 
tion de  deux  paramètres  u  et  w,  nous  paraissent  les  plus 
simples  que  l'on  puisse  trouver  pour  étudier  la  géomé- 
trie des  lignes  tracées  sur  une  surface  d'onde  p2. 


(5) 


(  4o.j  ) 

On  eu  d< 

kluha 

.          x  (    du              dw    \ 

dx=                  =  H ^    , 

2  \  u  —  l         W  KJ 

y  /     du              dw    \ 

dy  =  -  ( t< -> r>  ' 

J        i\u  —  /        w  —  k  ) 

j         z  1     du              dw     ^ 
d~~  2\  u-l»    '     w-k") 

et 

ds*=  Edu*-h  GdwK 

en  posant 

w 

4  E  =  P 

u  - 

—  k 

-  1 

+  P.  z  ~  *' + p-  "'  - k" 

1       A                            7»        '                                    7</ 

I 

w  —  (  u  -+-  m  —  p )2 

î  (u 

—P 

-h  2fl!)(tt p  -+-lb*)(ll—p  +  2C2)' 

Ug=p  "■ 

f                    w 

-l 
-k 

,    p»  U~V     ,    p.  «  -  l" 

I 

(  u  -h  ;?i  )(w -\-}\)-^L—  m\\ 

2  [w  —  (m  —  2a2)2]f  w—  (  m  —  2&2)2J  [  w  —{m  —  2c2)2]  ' 


L  et  H  désignant  des  constantes. 


Adoptons  les  notations  de  Gauss,  c'est- à-d ire  posons 

dx  =  adu  -f-  a! dw,      dy  =  bdu-\-  b' dw,      dz  =  cdu  -+-  c' dw , 
il  vient 


x       1  .        y        1  ci 

r«  = ;  ?        b  =  - 


•1  u  —  /                  1   u  —  /'  2  u  —  / 

a'_ ,      b'=<-  -,      c'=  - 


„  1 


2  (v  —  A*  'i   w  —  k'  2  hp  —  k' 

Posons  aussi 

d-x  =  y.du--[-  '2%'dudw  -+-  x"dw-. 
d'-y  =  $du*'+*P'dudvp  -t-  TVAr-. 
,/->  ^  =  -{du*^-  l^dudw  +  y\/u-  : 


OU  aura 


x  1 

,__  x  1 


i  («    0(« ■-/• l 

./•  I 

4  ("^""TT'' 


(  io5  ) 


P 


) 


{    (  K  -./')' 


3?=£ 


]{u-l'){W-k')' 


4  (  w  —  k'  )* 


,      f | 

T  ""  4  (,B-f}(wr-Ar) 
^  i 


Y 


1  ((V  —  A-")2 

Soient  A  =  bc' —  cb\  \\  =  cal —  ac',  C  =  ab' —  ba',  il 
vient 


(6) 


A 

B  = 
G  = 


y_±  r 

4    |_0 


, 


_  V)(w  _  //')       (M  _  /» x  w  _  /-'j  J  ' 

=  T  L("  —  OO  —  A)  "~  (u  —  l)(w  —  k")\  ' 

xy    T i i  ~| 

T    U>  —  *)(w  —  A')  "  (u  —  l')(w  —  k)\  ' 

Enfin  posons 

|  E'=  Aa  +  B^n-  G  y, 

(7)  F'=Aa'+Bp'-i-CT\ 

'  G'=  Aa"H-Bp'/+GYff; 
on  trouvera  aisément 

„,_.    œyk  [ l—  l 

1 6    [(  u  —  ly  ( u  —  l'y  (  w  —  k"  ) 
l'-l" 


(u—  l'f(u—l"y(w  —k) 


A 


(ybis)      {F'=^[ 


(U—  l"'f(u—  l)*(w 

kl'—k'l-^k'l"—k"l'-v-k"l- 


G'=— 


xyz  F 

le"  L(  «>  —  k 


l)(u  —  V)(u  —  l")(w  — 
k  -  k" 

)20  —  k"y(u  —  r  ) 

k'  —  k 


(w  —  k')*(w  —  k)*(u—  I"  ) 
k"—k' j 


-±-k"i  —  kr  I 


(  M  ) 


équation    différentielle  des  lignes   de   courbure 
d'une  surface  d'onde. 

On  sait  que  l'équation  différentielle  des  lignes  de 
courbure  d'une  surface  est  (voir  Salmon,  Géométrie, 
p,  2.53) 

dw%     —  duchv     du- 
E  F  G       =o 

YJ  F'  G' 

ou,  en  développant, 

,  8  i  GF'rfw*-4-(GE'  —  EGf)dudw  —  FA7' du"-  ■=  o  ; 

et,  si  l'on  remarque  que  l'on  a 

dax  =  y/E  du,     dv  =  y/G  du', 
y/ËGF  'À*  +  (GE'—  EG')d<idvt  —  y/ËGF V/crf  =  o. 

ÉQUATION       DIFFÉRENTIELLE     DES     LIGNES     ASYMPTOTIQUES . 

L'équation    différentielle    des   ligues    asymptbtiques 

sera 

E'diû-+--îF'dud«>  Hr  G7/«>»  =  o 

(Salmon,  ihid.,  p.  206). 


RAYON     DE    COURBURE    D  UNE    SECTION     NORMALE. 

La  formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  d'une 
section  normale  à  la  surface  d'onde  p3  passant  par  le 
point  //.,  vv  et  par  le  point  infiniment  voisin  ii-t-dtt, 
w  -h  dtv  est 


p  = 


ou 


K' ////*—  a  b'dudw      <  i'rfn  - 

\      v  I •:<  ; 
Salmon,  ibid.,  p.  a55  ). 
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GÉNÉRALISATION     DES     RÉSULTATS     PRÉCÉDENTS. 

'Foutes  les  propriétés  descriptives  démontrées  pour 
les  surfaces  précédentes  s'étendent  aux  surfaces  obte- 
nues par  une  transformation  homograpliique.  Or  M.  Cay- 
ley  a  démontré  que  la  surface  des  ondes  ordinaire  n'est 
qu'un  cas  particulier  d'une  surface  qu'il  a  nommée 
tétraédroïde  et  dont  il  a  donné  l'équation  en  coordon- 
nées homogènes.  Le  tétraédroïde  n'est  autre  que  la 
transformée  homograpliique  de  la  surface  des  ondes. 

On  peut  donc  conclure  de  ce  qui  précède  que,  si  l'on 
transforme  par  l'homographie  les  surfaces  d'ondes  étu- 
diées précédemment,  on  obtiendra  un  système  triple  de 
létraédroïdes,  lesquels  seront  inscrits  dans  une  même 
développable  du  huitième  ordre  et  de  quatrième  classe. 

x\Iais  le  tétraédroïde  de  M.  Cayley  n'est  lui-même 
qu'un  cas  particulier  de  la  surface  de  Kummer  du  qua- 
trième ordre  à  seize  points  singuliers.  H  y  a  donc  lieu 
d'étendre  les  résultats  précédents  à  ces  dernières  sur- 
laces. 

On  sait,  en  effet,  que  la  surface  de  Kummer  à  seize 
points  singuliers  est  la  surface  des  singularités  d'un 
complexe  de  droites  du  deuxième  degré,  c'est-à-dire  le 
lieu  des  points  de  l'espace  où  le  cône  complexe  du  se- 
cond degré  se  décompose  en  deux  plans  (Klein,  Mathe- 
matische  Annalen,  t.  II,  p.  216).  On  sait  aussi  que  si 
ce  complexe  du  second  degré  est  formé  par  des  droites 
telles  que  l'on  puisse  mener  de  chacune  d'elles  deux 
plans  tangents  rectangulaires  à  un  ellipsoïde,  la  surface 
des  singularités  est  la  surface  des  ondes  ordinaire 
(Painvin,  Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  t.  11, 
p.  368). 

Le  travail  précédent  me  parait  établir  un   lien  entre 


(  4o8  ) 
les  complexes  du  second  degré  et  les  systèmes  de  sur- 
faces bomofoeales. 


DE  LA  PARTITION  DES  NOMBRES; 

Par  M.  J.-B.  POMEY. 


Soit  proposée  l'équation 

X,  -+-  2X2-H  3X3-4-.  . .  4-  m  X,,,  ■=  n. 

X|  ,X2, . ..',  XOT  ne  pouvant  recevoir  que  les  valeurs  o  ou  1 . 
J'appelle  A.™  le  nombre  de  systèmes  différents  de  va- 
leurs pour  Xf,  A2,  ...,  Aw  qui  vérifient  cette  égalité. 
Autrement  dit,  A™  est  le  nombre  de  solutions  de  l'équa- 
tion 

i=m 

(1)  2iih=n. 

i  =  l 

Voici  quelques  propriétés  des  nombres  A™  : 
Première  proposition.  —  A  tout  système  de  valeurs 

A, ,  A2,  A:,,  .  .  . ,  \m  correspond  un  système  de  valeurs  A,, 

X'2  j  a'., ,  . . . ,  "k'm ,  tel  que  l'on  a,  quel  que  soit  /',  A/  -h  A^  =  1 . 

Dès  lors,  à  la  solution  )M,  A2,  .  .  .,  ^m  de  l'équation  (1) 

correspond  une  solution  de  l'équation 


V  ih 


in  {  ni  -i-  1  I 
—  //. 


/ :=  1 


cl  celte  solution  est  a(,  X'2,  ...,  An/,  et  réciproquement. 

Ou  ;i  donc  A"'  =  A"'  pour  //  -4-  //=  — — 

Deuxième  proposition.  —  Le  nombre  A"'  est  égal  au 


(  4<<y  ) 

nombre  de  sol  niions  de  l'équation 


/  =  m  —  1 

>        fki  =  II, 

JBMÀ 

i=  1 

augmenté  du  nombre  dé  solutions  de  l'équation 

i  —  m      1 

*=  i 

car  \m  ne  peut  avoir  que  les  valeurs  o  et  i .  Nous  avons 
ainsi  partagé  les  solutions  en  deux  groupes  :  dans  le 
premier,  Xm=  o;  dans  le  second,  Xyw=  i.  Donc 

A  m  —    A  m—\  _i_  \>n  -1 

rl //     A«  ^  A/4  —  «t« 

Troisième  proposition.  —  J'attribue  aux  \  toutes  les 
valeurs  qu'ils  peuvent  avoir;  j'aurai  alors  AJJ*  fois  le 
nombre  o,  A'(;'  fois  le  nombre  i,  ÀJ"  fois  le  nombre  i  et 

4  ...            c  .    -.              ,        m(m-\-i)  c  i 

A     _.:.  lois  le  nombre >  en  formant  toutes  Jes 

///  [rrl+  \  )  •     iy 

combinaisons  des  deux  signes  -f-  i  et  o  pour  les  A  dans 
A|  +  2A2  +  ...  +  rnkm. 

Or  je  formerai  le  Tableau  des  diverses  combinaisons 
obtenues  pour 

A/»_j    ^/»— 1)    Xm_2,     •••>    X3,    ^2}    ^1} 

en  écrivant  tous  les  nombres  de  la  numération  binaire, 
et   ayant   soin  de   remplacer  par  des  zéros  les   chiffres 
manquant    sur  la   gauche;  je  m'arrêterai    au   nombre 
1  1  1 ...  1,  le  nombre  des  unités  étant  m. 
J'aurai  le  Tableau  suivant  : 


\m 

A/n— 1 

X 

m— 2 

..  h 

x3 

X, 

x, 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

I 

(» 

O 

0 

0 

0 

i 

0 

. 

m 

0 

0 

1 

1 
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o 

1 

0 

o 

() 

I 

o 

[ 

() 

I 

I 

O 

() 

I 

I 

1 

1 

0 

0 

O 

1 

() 

0 

[ 

1 

o 

1 

o 

I 

() 

1 

1 

I        I        I        I 


Dans  chaque  colonne,  j'ai  le  même  nombre  d'unités  : 

9."'    l.  Donc 


et,  par  suite,  j'ai 

A'J'o-f-  Afi-hAf  2-4- 
=  i2X1-H2SXs-h... 

=  2m"1(l  +  2  +  3  -r 

On  a  donc 


SXm=2«-», 


A  "' 


m  (  /M  H-  1  ) 


m  Sa,* 

m  (  m  —  i  ) 

-+-  m) :.  =  — ! ■  'i'"-1, 


^      t'Ap  =  2' 


_  m(m  h-  i) 


/  =  0 


Quatrième  proposition.  —  On  vient  de  voir,  dans  le 
coins  de  la  précédente  démonstration,  que  le  nombre 
des  lignes  du  Tableau  <jni  y  a  été  formé  est  -2'".  D'où 


m(m-t-Ii 


A '"=>"'. 


i  =  m 


(  i/if/iucmc  proposition.  —  si  I  on  a    >    ià/  =  J>    el 


/  =  i 


(  1"  ) 

qu'on  remplace  À,  par  i  —  A,,  valeur  aussi  admis- 
sible pour  )v,  dans  le  système  total  des  valeurs  que  peut 
prendre  S/)v-,  à  toute  valeur  N  paire  correspondra  par 
eette  substitution  une  valeur  impaire  iY,  et  réciproque- 
ment. On  a  donc 

Z(-i)''A{"=o; 

le  nombre  des  valeurs  paires  obtenues  est  égal  au  nom- 
bre des  valeurs  impaires. 

Sixième  proposition.  —  Supposons  que 

X i  H-  i  X2  -t-  • . . -+-  m  X m 

donne  une  valeur  paire  l\n,  et  soit  X2 4-  Va •==  i ,  alors 
X,  -f-  a  a!,  +••••-+-  Jn^m  donnera  la  valeur  7i'  =  /\n  -\-  <x 
ou  n! '=  4«  —  2,  suivant  que  X2  est  nul  ou  égal  à  i .  Celte 
simple  remarque  montre  que  le  nombre  des  valeurs  pai- 
rement  paires  de  Sf)^-  est  égal  au  nombre  de  ses  valeurs 
impaire  ment  paires.  Donc 

a;"—  A'2"  +  a;"— .  ..=  o. 

De  même  le  nombre  de  ses  valeurs  de  la  forme  4"  4-  l 
est  égal  au  nombre  de  ses  valeurs  de  la  forme  4«  4-  3,  ou 

bien 

A'»—  A'»+  \»'  —  ...=  o. 

Septième  proposition.  —  Je  remarque  que,  en  ajou- 
tant ±3  aux  nombres  6m,  6mztn ,  6/7z±2,  6m ±3,  on 
obtient  des  nombres  de  la  forme  6m±3,  6  m  -y  ? , 
6 m  qp  i ,  6m. 

A  une  valeur  de  X,  4-  2X0  +  .  •  'H-  w)v»  donnant  un 
nombre  de  l'une  des  formes  6m  ou.. 6 m  db  1  correspond, 
pour  X3H-X'3=i,  un  nombre  de  l'une  des  formes 
6m  zfc  3  et  6  m  ±  a,  et  réciproquement.  Donc 

ZÀf==  SA;», 
si  1  parcourt  tous  les  nombres  de  la  forme  6m  ou  bien 
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(j /??  db  i ,  j  parcourant   tous  les    nombres   de  Ja  forme 

6 m  zh  3  ou  bien  6m  zh  2. 

Huitième  proposition.  —  Celle-ci  est  la  plus  impor- 
tante de  toutes. 
*  )n  a 

(i-ha?)(H-  cr2). .  .(i  -\-xm) 

m  (  m  -  i 
—    A  m  _j_    V  m  r  _i_  \  m  T2 _i  i.    \  w«  -r"        2 

Cette  identité  est  évidente. 

En  changeant  .r  en  -  et  comparant  les  résultats,   en 

/ 


faisant  x  =  —  i  ou  x  =  y —  i  ou  x  =  i ,  ou  en  prenant 
la  dérivée  des  deux  membres,  on  obtient  aisément  tous 
les  résultats  qui  précèdent. 

Neuvième  proposition.  —  .Fe  pose 


(I   OU 


log/(a?  )  =  lpg(i  -h  a?)  H-  log(i  -+-  x*-)  -h. .  .-h  loc:(i  -h  a?m  ), 

/*'(./  i              i                  2.r                        m.r>"    l 
1 ^ 1 

[  -h   r  I  -+-  X1  1-4-  .r"' 


./ (.ri 

Or 

on 

a 

1  -+-  :rl> 

ou 

/' 

/•/' 

1 
—  —  n 

I      ./■/' 


o^rP~1(i  —  arP-f-  .r2/'  —  .H/>-h.  .  .  », 
=  />a?P   *—  par*/1   i  -  f-  />.i-»/>— >  — /KrW'-i- 


Ouaud  le  terme  en  .r'  *  peut-il  provenir  du  dévelop- 

nemcnl  de  -r  11  faudra  nu'on  ail 

I  i  -+-  ./■/'  « 

kp  —  !  /  -  -  1       OU       I  =  /./>. 

c'est-à-dire  que  p  soit  un  diviseur  de  /.  et  alors  j:*P   i  est 
affecté  du  coeflficiem     —  i  h/>. 


On  a  donc 
eu  posant 


(  4V3  ; 

f{x)   "2à    ' ■•■■      • 
B^=V(-,)^, 


la    sommation   portant  sur  les  nombres  /;  moindres  que 

m  ou  au  plus  égaux  à  m  et  qui  sont  des  diviseurs  de  i. 

Remarquons  que,  si  le  nombre  des  facteurs   m  croit 

indéfiniment,  p  désignera  un  facteur  quelconque,'  de  /, 

i  i 

ainsi  que  ->  et  que,  alors,  on  a 
1      P  ' 

linlBf1  =  i,VtliI, 

o  parcourant  tous  les  diviseurs  de  i.  Or,  en  chassant  le 
dénominateur  f(x\  et  égalant  les  coefficients  des  termes 
en  .r'_1,  on  a 

ikf  =  Ag»B£f  +  KK-i  +  Af  B£,  -+-. .  .4-  A£t  B« 
et 

A-  =  i  —  1 

tlimA;'l=     V    HmAfB^,     (pour  m  =  oo)  ; 

M 
A-  =  0 

et,  en  posant  limAJ"  =  A/,  HniBJ"  =  i"B/,  on  aurait 

/.-  =  *-i 
A/ -h    2    A/,li/_/,_,=  o. 

k  =  o 

Cette  formule  de  récurrence  fait  connaître  les  A  en  fonc- 
tion des  13  supposés  connus  :  et  ces  13  représentent  l'excès 
de  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  pairs  de  i  sur 
l'excès  de  la  somme  des  inverses  des  diviseurs  impairs 
de  i. 

Dixième  proposition.  —  Autre  série  récurrente.  On  a 

i 

=  i  _  xP-\-  .v-i' —  x?P-\-.  .  .  ; 

i  -h  X?  * 
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ainsi,  en  conservant  la    signification  donnée  plus   haut 
(i  —  x  -+-  x2 —  a?3. .  .)(i  —  x2-t-  x'* —  .rG. . .) 


x  (  i  —  x3  -+-  x* ...)...(  i  —  #'"  h-  ;r2"7  t . . ), 
et,  en  posant 

on  an  l'a 

A,,  A2,  .  .  .,  Xm  étant  des  entiers  positifs  pris  de  toutes 
Jes  façons,  tels  qu'où  ait 

À j  -h  2X3 -+-. . . -+•  m  1„,  =  t. 

At -H  A2-h.  •  •  -+-  Aw  est  le  nombre  des  parties  égales  ou 
inégales,  niais  non  supérieures  à  m  dont  la  somme  fait  i, 
et  C"'  est  l'excès  du  nombre  des  décompositions  en  un 
nombre  pair  de  parties  sur  le  nombre1  des  décompositions 
en  un  nombre  impair  de  parties. 

On  aura,  en  chassant  le  dénominateur, 

C m 1         C  "t  A  »l    1     C m  A  m r\ 

U0    —  I,       U,    A0    -H  <^i0    A  t    —  O,        ... 

et 

G'/'  A{,"-h  <:;•",  A;"-f...+  Ci"A'»  =  o. 

Exemple  J .  —  Oit  a 


i  —  x 


Il       ■■■.!•   Il    1  ./■"    )  I  ./•'* 

==  (1—  x){  1  ■+■  2*  il  1      r8  ». . . 

—   !-./■  ./'•  ./•'  -h  ./'8  —  ,/'8  ■+-  .  .  ., 

ci  l'on  déduil  <lc  là  :  le  nombre  d('s  partitions  paires 
i  telles  que  le  nombre  <l<s  parties  soit  pair)  du  second 
ordre  d'un  nombre  de  la  forme  j //  +-  a  <>u  \n  -+-  >  esl 
égal  h  celui  <!<•  ses  partitions  impaires 
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Mais,  si  le  nombre  est  de  la  forme  /\/i  ou  \n  H- i , 
l'un  de  ces  nombres  de  partitions  surpasse  l'autre  d'une 
unité. 

Exemple  II.  —  On  a 

111  j_ 


(  i-h  x)(i  -h  xi){i  -{- x*)        (i-t-.r)2         i  -+-  x1         i  —  x-^x1 
On  a,  d'ailleurs, 


^—  =(-- 

i-i-x)*        \       i 


i 


(I  -+-  X)'1  \         I  H-  X 

( —  i  -h  x  —  x2.  ..)'==  i  —  ix  -+-  3 X* —  jx3-+- . .  . , 


3 X  ~*~  '    —  y,(—  i)?(n-hi)a;n( ^x-h  - 

i-4-.-r)2       ^  '   v  \3  2 


=2*"  [(_  i}"  ^^ + (~~  i)"~1 1\ 

Or  on  a 

.    /  n        i        /i  \        .        .     n  -+-  3 


î 

2 

I  +  iT2 


-2^-^. 


et  enfin 

I  —  #  H-  37 2  I  4-  Xi  Juaày  ' 

=  V(—  l)'7^3'7  + V  (—  l)7^-3<7+l 

et,  par  suite, 

Cela  posé,  eu  appelant  A  l'excès  du  nombre  des  parti- 
tions paires  sur  le  nombre  des  partitions  impaires,  on 


(  4i6  ) 

aura  le  Tableau  suivant  : 

ri  n 

/i-f-3       (— n2        7i-h3       (— n- 

71  =  6/72 A  =         (— i)»__ 1 = 1 , 

b  2  6  2 

n  =  G  //>  -4-  i A  = —  -t-  - — — (  ex.  ;  »  s=  7,     A  ==  —  a), 

tu- 3        (— i)2        (-n  3 

71  =  6  77H-  2 A  =  ; i -+- -, 

b  -i  3 

11  -+-  3 

7i  =  G  771  H-  3 A  = —  ? 

b 

«  5=JL+I 

77  +  3  (-I)2  (— I)    3 

7t  =  6  m  -4-  4 A  =       — i i 5 > 

G  2  3 

77 -h  3        (-i)V  +  1 

/i  =  b  777  -i-   i A  = h 7. • 

b  3 


Remarque  ./.  —  On  a  identiquement 


1  1  a1 


(i+fl)(i+  a-  ) .  . .  (  1  ■+-  a'1  )       { 1  H-  a  ) . .-.  u  -h  a1*-1  )       (1  —  a  ) .  . .  <  1  —  an  1 


n    1 


1  _  .         1  a 

(i  +  a),..(i  +  a"-1  )        ~  (1  -+-  a). .  .(i  -+-  a11-'1  )       (i  +  fl)...(i  +  a"-1 


1  a 

i  —  a    .  1-4-  a 


d'où 


I  r/" 

(  1  -4-  a). . .  (  1  -h  aa  )  (i  +  a).,.(n-i 

(  1  -4-  a). . . (1  -h  a"- M  [  +  « 

Donc,  en  appelant  (V/  l'excès  du  nombre  de  manières 
dont  on  peut  décomposer  l'en  une  somme  d'un  nombre 
pair  de  parties  entières,  égales  ou  inégales  non  supé- 
rieures à  //,  sur  le  nombre  des  manières  dont  on  peut  le 
décomposer  en  une  somme  d'un  nombre  impair  de  par- 
ties entières,  égales  ou  inégales  non  supérieures  à  //.  <>u 


(  i'7  ) 
aura  la  formule  suivante,  pour  / :^>//, 

en  i   p./i      i    p«— i       _i_  n»— 2       _i_        i   p  i     —  „ 


/      il  - 1  )  l  — <n—  2  )  f— 1 


et,    pour  i  <C'h   il  faut   supprimer  les   ternies  dont  les 
indices  sont  négatifs. 

Remarque  II.  —  Considérons  les  in  nombres  i,  2, 
3,  . .  . ,  m\  on  peut  les  combiner  a  à  a  d'un  nombre  de 
façons  égal  à 

m(  m  —  i) . . . (  m  —  n  -f-  i  ) 


i .  2 . . .  m 


Soit  a  -f-  P '  -4-  Y  -+-  •  •  •  -f-  S  =  '  une  de  ces  combinaisons, 
a,  p,  y,  • . . ,  ù  désignant  n  nombres  pris  parmi  les  n  pre- 
miers nombres  entiers.  De  même,  je  combine  par  addi- 
tion les  nombres  de  chaque  combinaison.  Soit  A,  le 
nombre  de  fois  que  le  nombre  i  se  trouve  répété.  Le 
signe  S  portant  alors  sur  tous  les  nombres  analogues  à  i, 
on  aura 


m  (  m  —  i  ) . . .  (  m  —  n  h-  i  ) 


i .  2 . . .  n 


2 


A/. 


Donnons  à  n  les  valeurs  o,  i,  2,  . .  . ,  /?z,  et  ajoutons 
les  égalités  semblables  à  la  précédente,  nous  aurons,  en 
nous  rappelant  que  la  somme  des  coefficients  du  binôme 
est  égale  h  2™,  et  en  désignant  par  B,  le  nombre  des  fa- 
çons de  décomposer  i  en  une  somme  de  parties  entières 
inégales  non  supérieures  à  m, 


(  4.8  ) 


GENERALISATION  DE  L'IDENTITÉ  DE  MM.  TGHÉBYGIIEW 
ET  DE  POLIGWC  ; 

Par  M.  E.  CESARO. 


1.  p{x)  étant  le  produit  des  nombres  premiers,  non 
supérieurs  à  x,  soit 

(I)  P,.(X)  =p  \xr)p  \x~r)p  \X~>-)  ...  ; 

on  a  identiquement 

Dans  cette  égalité,  Fr(x)  représente  la  quotité  des 
nombres  entiers,  non  supérieurs  à  .r,  et  n'admettant 
pas  de  diviseurs,  autres  que  i ,  qui  soient  des  puissances 
;.imes  parfaites. 

2.  Soity(.r)  une  fonction  de  x ,  généralement  égale 
a  l'unité,  sauf  lorsque  x  =  ts,h,  ts  étant  un  nombre 
premier  quelconque,  et  m  étant  divisible  par  /•  :  dans 
ce  cas,y(.r)  =  rn.  Cela  posé,  désignons  par  <r,  Z>,  c, .  .  . 
tous  les  diviseurs  de  x,  et  évaluons,  en  fonction  des 
facteurs  premiers  u,  y,  w,  ...  de  .r,  le  produit 

Soit  x  =  u*  v$  çvï .  .  . .  On  a 

f{lir)=f(ir>r)=fuv>r)  =  ...=f{lt[r\r)==l/. 

Il  r.si   évident    qu'il  \\'\    a  pas  d'autres  diviseurs  de  x 


(  4-9  ) 

pour  lesquels  la    fonction  /soit  différente  de  l'unité: 
par  conséquent 

f(a)f{b)f(c)...  =  ul7\  vl~\  w[r\...  =dr{x), 

pourvu  que  l'on   représente   par  drr[x)  le  plus  grand 
diviseur  de  x\   puissance  /lcme  parfaite.  Si  l'on  observe 

OC       OC       OC  i 

(jue  les  nombres  -  ■>  j  ,  ->  •  •  •  sont  égaux,  dans  un  cer- 
tain ordre,  aux  nombres  «,  Z>,  c,  .  .  . ,  on  peut  écrire 

/(-:)/(i)/e)-=^)- 

3.  Dans  la  dernière  relation,  faisons  successivement 
X  =  i,  2,  3,  .  *  . ,  rc,  et  multiplions  membre  à  membre 
toutes  les  égalités  obtenues.  Le  nombre  t  entre,  dans 
le  premier  membre,  en  dénominateur,  pour  les  valeurs 
suivantes  de  x, 

t,  7.t,  3t,    ...    Ty  k 

et,  par  conséquent,  il  donne  lieu  au  produit 

égal  à  P,     -     ?  si  l'on  pose 

(3)  P,(.r)=/(i)/(2)/(3).../(.r). 

Faisant  varier  £,  depuis   i  jusqu'à  «,  on  obtient 

{/i)    P''  \3]  P/'  [a]  P'"  [î]*  *  *  =  dr[l)  M2)  '  '  '  dr{n)' 

4.  La  fonction  Vr  est  définie  par  la  relation  (  3  ),  que 
l'on  peut  mettre  sous  une  autre  forme.  A  cet  effet, 
distinguons  parmi  les  x  premiers  nombres  naturels  : 
i  "  ceux  qui  sont  des  puissances  ri{  mcs  parfaites  de  nombres 


(  <™  ) 

premiers,  et  dont  les  racines  / ■'  ",es  sont,  par  conséquent, 

i 

tous  les  nombres  premiers,  non  supérieurs  à  .*•'';  ces 
nombres  donnent  lieu,  dans  le  second  membre  de  (3 ),  au 

produit  p  \xr)  \  2°  ceux  qui  sont  des  puissances  (  2/,)iemes 
parfaites  de  nombres  premiers,  et  dont  les  racines 
(2  r)""1"  sont,  par  conséquent,  tous  les  nombres  premiers, 

non  supérieurs  à  x*r\  ces  nombres,  donnent  lieu,  dans 

le  second  membre  de  (3),  au  produit  p\x*r)\  3°  etc. 
D'après  cela,  on  peut  écrire 

P,.  (a?)'= p  (  .r'~ )p  {xïrjp  \x*r) .... 
ainsi  que  le  suppose  la  relation  (1). 

.'}.  Transformons  aussi  le  second  membre  de  l'éga- 
lité (4  ).  A  cet  elîet,  observons  que,  pour  avoir  r/,- (x)  =  t. 
il  faut  d'abord  que  a:  soit  un  multiple;  de  tr  :  il  faut, 
ensuite,  que  le  quotient  de  x  par  tr  n'admette  pas  de 
diviseurs,  autres  que  1,  qui  soient  des  puissances  /■1,,nt's 
parfaites.  Le  nombre  des  valeurs  de  .r,  non  supérieures 
à    11,    pour   lesquelles   dr[x)  =  £,    est  donc    égal    à   la 

quotité  des  nombres,  non  supérieurs  à  —  et  n'admettant 

pas  de  diviseurs  autres  (pie  1,  qui  soient  des  puissances 
r"",cs  parfaites.  L'identité  (2)  est  donc  démontrée. 

6.  Remarque.  —  Pour  /•  =  1 ,  on  a  I',  (,r)  =  i, 
pourvu  que  .r  ne  soit  pas  nul.  Dans  ce  cas.  on  a  tou- 
jours Fr(  o  )  =0.  Conséquemment,  l'identité  (  2  |  devient 


// 
1 

1'. 

■  > 

l'i 

n 

•1 

> 

-    ■  •  •  =  1 .2.3. . .  n. 
C'est  L'identité  de  MM.  TchebvcbevN  el  de  Polienac 


(  42'  ) 

Jl  est  probable  que  l'identité  (2)  conduit  aussi  à 
une  généralisation  des  intéressants  résultats  auxquels 
MM.  Tchebychew  et  de  Polignac  sont  parvenus,  dans 
le  cas  particulier  de  /•  =  i .  Il  convient,  toutefois,  de 
faire  observer  que  Pr  n'est  pas  une  fonction  essentiel- 
lement nouvelle,  car  elle  dépend  de  P,  par  la  relation 

La  formule  (2)  exprime  donc  une  propriété  de  la 
jonction  P,  (x)  =  eX^x\  sur  laquelle  nous  reviendrons 
ultérieurement,  en  la  considérant  comme  le  plus  petit 
multiple  commun  des  x premiers  nombres  naturels  (*). 

7.  On  reconnaît  aisément  que,  si  l'on  représente 
par  m,,  T7>2,  tïï3,  ...  la  série  des  nombres  premiers  2,  3, 
5 , . . . ,  on  a 


(  5  )    {  T     ce    ~\ 


X 

xs\ts\ts\\ 


Asymptotiquement, 


F,(*) 


x\  1 


m' 


I 


x 


Nous  déduisons  de  là  ce  théorème  : 

La  probabilité  qu  un  nombre  entier  11  admette  pas 
de  diviseurs,  autres  que  1,  qui  soient  des  puissances  riemes 
parfaites,   est   exprimée   par    Vinverse   de   la    somme 

1  1 

1  -h  -  -f-  37.  -h 

En  particulier,  pour  /*  =  4?  on  trouve  quil  y  a  etivi- 


(')  7,ix)  csL  'a  fonction  de  Tchebychew.   D'après   M.   Halphen, 
elle  est  asymptotique à  x. 


(     4*2     ) 

von  douze  à  parier  contre  un  qu'un  nombre  entier, 
pris  au  hasard,  n'admet  pas  de  diviseurs  bicarrés, 
autres  que  V unité. 

8.    La  formule  (5  )  peut  être  mise  sous  la  forme 
*»■'<*)  =  [fr]  K0+  [£]  fx(a)+[^]  ;,(3) +...(»), 

et  l'on  peut  alors  en  déduire,  avec  plus  de  rigueur, 
l'expression     asymptotique    de    Vr[x).     Observons,    a 

cet  effet,  que,  dans  le  second  membre,  les  termesdout 

i 

le  rang  est  supérieur  à   xr  sont  nuls.  On  peut  donc,  a 

[oc  1  nr 

—    >  substituer- ;  car,  eu  opérant  ainsi, 

on  vient  à  négliger  une  quantité  certainement  infé- 
rieure à  la  valeur  absolue  de  jjl (  i  )  H-  u(  2)  -{-. .  .-h  p  \xr), 

1 

et,  partant,  d'un  ordre  non  supérieur  à  celui  de  xr. 
Conséquemment,  si  /'surpasse  1,  on  peut  écrire 


F,.(,)  =  *2^ 


\x(t)  _  x 
s,. 


COMPOSITION  MVTIIÉMATIOLE  POIR  LAMIISSIOX 

A  L'ÉCOLE  CEXTIULE  EN  I88Ô 

(première  session); 

SOLUTION  PAR  M.  E.  BARISIEN. 


On  donne  deux  axes  O.r,  ())  ,  un  point  A  sur  Ox, 

////  point  I)  sur  Oy  : 

(')  La  fonction  \>  l  ./■  1,  égale  à  zéro  lorsque  x  admet  des  diviseurs 
carré$j  autres  •in*'  l'unité,  esl  égale,  dams  les  autres  cas,  ;'i  ibi, 
suivant  que  le  nombre  des/acteurs  premiers  de  /•  esl  pair  <>\i  impair. 
{  Voir  Premier   Mémoire  d'  irithmétiqm 


(  4*3  ) 

i°  Former  V équation  générale  des  paraboles  telles 
(/ue,  pour  chacune  d elles,  Oj  soit  la  corde  de  contact 
des  tangentes  menées  du  point  A,  et  Ox  la  corde  de 
contact  des  tangentes  menées  du  point  V>. 

2°  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  cha- 
cune des  paraboles  avec  celui  de  ses  diamètres  qui  passe 
par  un  point  H  donné  sur  Oy . 

On  déterminera  un  nombre  de  conditions  géomé- 
triques suffisant  pour  pouvoir  tracer  le  lieu,  et  l'on 
cherchera  comment  doit  être  placé  le  point  H,  pour  que 
le  lieu  se  réduise  à  des  droites. 

3°  Déterminer  le  paramètre  variable  que  renferme 
l équation  générale  du  i°,  de  façon  quelle  repré- 
sente une  parabole  passant  par  un  point  donné  P,  et 
chercher  dans  quelles  régions  du  plan  doit  se  trouver 
le  point  P,  pour  que  le  problème  soit  possible. 

I. 

Soient  OA  =  a,  OB  =  h,  OH  =  //. 
L'équation  générale  d'une  parabole  est 

Ci)  ( kœ  -+-  Bj)2-h  iY)x  -h  i\ly  -+- 1  =  o. 

La  polaire  d'un  point  (x,y)  a  pour  équation 

(Aa?4-Bj)(AX-+-  BY)-+-D(X  +  ^/)  +  E(Y+7)h-]  =  o: 

l'équation  de  la  polaire  du  point  A  est,  par  suite, 

ka{ AX  -+-  BY)  -+-  D'(X  -+-  a)  -+-  EY '-+•  i =  o 

ou 

X(l2a  +  D)  +  Y(ABa  +  E)  +  ]Da:M^o. 

Pour  que  eette  droite  se  confonde  avec  l'axe  des   y,  il 
faut  que  l'on  ait 

(2)  Y) a  -+- 1  =  o, 

(3)  ÂBa  +  E  =  o. 


(  4M  ) 

Pour  que  la  polaire  du  point  B  soit  Taxe  des  .r.  il  faut 
que  l'on  ait  de  même 

(4)  Eè-fi  =  o. 

(5)  AB6-^D  =  o. 

11  semblerait  que  les  quatre  relations  (2),  (3),  (4)>  (->  ) 
vont  donner  les  valeurs  de  A,  B,  D,  E;  mais,  en  tenant 
compte  des   équations   (2)  et  (4),  les  équations  (3)  et 

(5)  rentrent  l'une  dans  l'autre.  \ous  avons 

a  b 

L'équation  générale  des  coniques  satisfaisant  aux  condi- 
tions de  l'énoncé  est  donc 

(6)  (A#+Br)*-----£+i  =  o, 

A  et  B  étant  liés  par  la  relation 
(  7  i  ABab  =  1. 

IL 

(A.r+By)  =  o  représentant  la  direction  de  l'axe 
de  la  parabole,  l'équation  d'un  diamètre  passant  par  le 
point  H  est 

(8)  A.r  +  B(j  —  h)  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  demandé,  il  suffit  d'éliminer  A  et  B 
entre  (6),  (7)  et  (8).  Or 

A  II         Aar-t-  I.  »  y/ÂB  I 

à~-    .»'  "  a?  '  // '•  /,-,/,  -y)  ~    \  "h.nh  —y) 

Donc 

h'-.r 

I  \,-       Byy      ■  

ab\  li  - 

En  égalant  cette  valeur  de  |  \.r+Bi  12  à  celle  donnée 


(  4a5  ) 

par  l'équation  (6),  il  vient,  pour  l'équation  du  lieu, 

hïx  (ix       iy 


ab(h  — y)        \  a  b 

ou,  en  ordonnant  et  réduisant, 
(9)     layi-k-  ibxy  —  hx(ib  —  h)  —  ay(b  +  2/1)  +  abh  ==  o. 

Ce  lieu  est  donc  une  hyperbole  passant  par  les  trois 

poi  11  ts 

![  x  =  o,        /                ab 
x  —  °'  \  x=  —r 7  » 

J  \J       -i'     [  y  =  o. 

Les  équations  du  centre  sont 

'j  by  —  h('ib  —  A )  =  o, 
ibx  -\-  ^ay  —  a(b  -\-  ih)  =  o. 

On  construira  donc  facilement  le  centre  et,  par  suite, 
les  asymptotes  dont  les  directions  sont  parallèles  aux 
droites  représentées  par  l'équation 

yibx  -+-  ay)  =  o. 

Calculons  le  discriminant  A  de  la  conique  représentée 
par  l'équation  (9). 
On  a 

A  =  1 a - ib  — ^ f '  -+-  ab* h    , 

4  j 

et,  en  réduisant, 

A  =  f*!(6_A).. 

1 

Il  en  résulte  que  l'hyperbole  se  réduira  à  deux  droites  : 
i°  Pour  h  =  o,-  l'équation  (y)  devient 

y(ibx  -j-  20/  —  ab)  =  o. 

2°   Pour  /*  =  &,  l'équation  (9)  devient,  dans  ce  cas, 

('iy  —  b)(bx  H-  ay  —  ab)  —  o. 
Ann.  de  Mathémnt.,  3e  série,  t.  IV.  (Septembre   1 885.)  '28 


(  4*6  ) 
IIJ. 

Exprimons  que  Ja  parabole  passe  par  un  point  donné 

P(a,  |3).Ona 

(10)     (Aa  +  B3)2---'^+i  =  o,      avec      AB  =   --  • 
'      •  '  a  b  ab 

Ne  conservons  que  le  paramètre  variable  A.  L'équa- 
tion (10)  devient 

AabJ  a  b 

et,  en  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à  A, 

A*a26*a2—  À*a&(a&«'+  aap  —  aô  —  ictp)-+  ?2=  o. 

Cette  équation  en  A-  n'aura  ses  racines  réelles  que  si 

( aô a  -+-  sa £  —  ah  —  « ap)*  — ■  4  a2  fi«  >  o 
on  , 

(  4  a  j3  —  i  b  a  —  aa[i  +  a6)(!i6a  +  2flP  —  a/>  )  <  o 
ou 

(  2 a  —  a ) ( a  {3  —  6)(îèa-f2a[i  —  ab)  <C  o. 

Si  le  point  (a,  ,3)  est  sur  une  des  trois  droites 

a  b 

( i  )  .r  =  —  >      y  =  — ,      •>.  />  .r  -f-  a  tf  r  —  ««  ==  o, 

a  2 

il  nie  passe  par  ce  point  qu'une  seule  parabole  satisfai- 
sant à  la  question. 

Soient  A'  le  milieu  de  OA,  11'  le  milieu  de  OH  et  C  le 
milieu  de  AB.  Les  côtés  du  triangle  V  IV  C\  représentés 
par  les  équations  (i),  partagent  le  plan  en  deux  régions, 
Si  le  point  V  est  dans  l'intérieur  du  triangle  VIVC/,  ou 
dans  les  angles  opposés  par  te  sommet  aux  angles  inté- 
rieurs du  triangle,  il  n'y  a  pas  de  parabole  réelle.  Si  le 
point  P  est  dans  le  reste  du  plan,  il  passe  deux  para- 
boles réelles  par  ce  point. 

L;i  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


(   i»7  ) 
QUESTIONS  PROPOSÉES  PAR  M.  RÉA11S 

(  voir  :\'  sJiic,  t.  11.  [i.  'i^o); 

SOLUTIONS  DE  M.  FAUQUEMBERGUÈ, 

Professeur  au  lycée  de  Mec. 


I.    L'équation 

x'* —  itfx-ir-  /\z.$x  -+-  av+  [32  =  o, 

clans  laquelle  a  est  un  entier  quel eoncj ue  et  [i>  un  entier 
différent  de  zéro  et  de  db  /\y.-,  n'a  pas  de  racine  entière. 
Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Or,  on  a  identiquement 

(2a^)2+(.r2—   a*)*=  (#*■+■  X2)2. 

Il  en  résulterait  donc  a 

(2aa:)i-(^-a2)l=  [('^-h  à«)(a«a?-f-  ?)]2, 

é(|uation  impossible,  car  la  différence  de  deux  bicarrés 
ne  peut  être  un  carré. 

11  y  a  exception  pour  x2  —  a-  =  o,  x  =  db  a,  avec  la 
condition  [B  =  o  ou  £>•,==:+:  j  a-. 

Note.  —  On  peut  consulter,  au  sujet  de  la  proposi- 
tion que  nous  venons  de  rappeler  et  de  celles  que  nous 
rencontrerons  plus  loin,  le  Tome  11  de  la  Théorie  des 
Nombres,  de  Legendre,  ou  un  Mémoire  de  JLebesgue, 
inséré  dans  le  Journal  de  Lio avilie  (  i  853  ),  sur  la  réso 
lution  des  équations  biquadratiques 

zï=  x*±  imyk^     z-=-2mx'* — y'-*,     imz%  =  X'* ±y'+. 
On  y  trouve,  par  exemple,  que  les  équations 
x\  -+-_  y\  =  z-,     x*  ± yk  =  i  g2,     x!t  -+-  i  y4  =  ^2 . 
x''±  \y'*  =  z'1,     ./•' —  8 y*  =  ,.32 
sont  impossibles  en  nombres  rationnels. 
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La  plupart  de  ces  propositions   sont  également   dé- 
montrées dans  les  Recherches  sur  l  Analyse  indéter- 
minée, de  M.  E.  Lucas  (Moulins-sur-Allier,   1873). 

IL   L'équation 

x'+ —  1  OL2  X2 -+-  :\  tf  X  ^r  Z* —  2  [32  =  O, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  p  un  entier 

différent  de  zéro  et  de  dz  2  a2,  n'a  pas  de  racine  entière. 

On  voit  immédiatement  que  l'équation  peut  s'écrire 

a?* -h  a*=  i(zx  —  P)2. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  qu'elle  est  impossible, 
excepté  pour  x  =  dz  a  et  (3  =  o,  ou  [3  =  dz  2  a2. 

III.    L'équation 

x1* -+-  ( 5  a2  +  4  p  ):r2  -h  2  a(  2 <x*  -4-  £  )x  +  a^  —  [32  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  (3  un  entier 
différent  de  dz  a2  et  de  3a2,  n'a  pas  de  racine  entière. 
Celte  équation  revient  à  la  suivante 

(a»+«)i+4a?*=  [2#2-h  01.x —  |3]2, 

dont  l'impossibilité  est  connue. 

H  y  a  exception  pour  x  —  o,    ^  =:  dz  a2  et  x  =  —  a, 
£  =  3a2. 

I\  .    L'équation 

.r*— (5a2-Wt(3).r2  +  2*(2a*-+-  £)#  —  (a*—  ,3*)  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  [j  un  entier 
différent  de  d=  a2,  n'a  pas  de  racine  entière. 
(  )n  peut  l'écrire 

(  ./•  —  a  )'•  •■•-  ■>./•'•  =  (  ■>  /-       XX    -  [j  )-  : 
elle  n'e.sl  possible  (pic  pour  X  tas  o,   rj^=zti7.-. 
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Y.  L'équation 


à24-S 

:* L  x'2  H-  a(  a2 


fts 


3t  < 

x'*  —  - — '— -  x'1  H-  a(  a2  -h  p ) .r — ^-  =  o, 

4 


où  a  et  p  sont  des  entiers  de  même  parité,  fi  étant  diffé- 
rent de  dt  a2,  n'a  pas  de  racine  entière. 
En  la  mettant  sous  la  forme 

(x —  a)v —  \x'+  =  [.r2 —  'j.c/.x  —  P]2, 

on    reconnaît   qu'elle   n'est  possible  que   pour   x  =  o, 


SOLUTIONS  DES  MEMES  QUESTIONS; 

Par  M.  S.  RÉALIS. 


J.   La  forme  yh  —  6y2  z2  -+•  z4,  oh  y  et.  z  sont  diffé- 
rents de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 

(EULER.) 

Cela  étant,  l'équation 

(x  -h  a)*—  6(x  -+-  a)2(# —  a)2 H-  {x  —  a)*=r  4(2ax+  p)2, 

c'est-à-dire 

x'*  —  -i  z- x%  -+-  4a^  +  a4+  P2  =  o, 

est  impossible  en  entiers  a,  (3,  x,  excepté  : 
î  °  Pour  x  =  —  a  ;  d'où 

p  =  o     ou     (i  =  4  a-'  : 

2°  Pour  x  —  a  -,  d'où 

P  =  o     ou      P  =  —  4a""- 

De  là  l'énoncé  I. 

Il .    La  forme  j  '•  -h  6j  -  z-  ■+-  z  '• ,  dans  laquelle  y  el  z 
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sont  différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un 
carré,  (Etjleii.) 

Donc  l'équation 

(x+a)4+6(j+a)2(a;  —  a)2 -h  (x  —  %)'*  =  i6(a.r  —  |ÎJ  )-. 
c'est-à-dire 

X'* —  l'X-X'2  -T-  \rJL?iX  -+-  a4  —  Si[î2  =  O, 

est  impossible  en  entiers  a,  Jj,  x\  excepté  : 
i°  Pour  x  = —  a-  dans  ce  cas,  on  a 

2  =  o     ou     ?=  —  2  a2: 
a*   Pour  a?  —  a;  auquel  cas  on  a 

[3  =  o     ou     [3  =  2  a2. 

11] .  Z<7  forme  4^  -f-  r4,  rf^//<s  laquelle  x  et  y  sont 
différents  de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un 
carré.  (Euler.) 

Donc  l'équation 

4#*-f-  (.r  +  a)v  ==  (2^2-4-  a^r  —  (3)2, 
c'est-à-dire 

a?*-+-(5a2-+-  4P)a?2-t-  2a(-2a2-i-  p)ar  -4-  a4—  [32  =  o. 

est  impossible  en  entiers  a,  (3,  x;  excepté  : 
Pour  x  =  o;  d'où  (3  =  zh  a-  ; 
Pour  .r  = — ■  a-,  d'où 

p  =_  a2       ou       p   -,   3aS; 

1\  .  La  forme  ix  '-hj\  dans  laquelle  je  est  dijjé- 

rent  de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 

Euler.) 
D'après  cela,  l'équation 

>.r''-h  (x  —  a)'1  =  x.i- —  'y1. 

c'est-à-dire 
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ne  peut  être  vérifiée  en  nombres  entiers  a,  [j,  .r,  excepté 
pour  x  =  o  ;  d'où  [i  =  zh  a2. 

V.   La  forme  jr* —  ^x\  rf^ww  laquelle  x  est  différent 
de  zéro,  ne  peut  jamais  représenter  un  carré. 

(EULER.) 

Doue  l' équation 

(a?  —  a)4—  \x'*  —  (a?2  —  inx  —  p)2, 
c'est-à-dire  l'équation  à  coefficients  entiers 


a 


«2 


ar* -a?2-f-  a(a2-+-  8)a?  -       £-  =  o , 

2  4 

où  nous  supposons  que  a  et  (3  sont  des  nombres  entiers 
de  même  parité,  est  impossible  pour  x  entier,  excepté 
pourx  =  o,  p=±a2. 


NOTE  SLR  LES  SOLUTIONS,  EN  NOMBRES  ENTIERS, 
DE  LÉQLATION 

OU  L'ON  SUPPOSE  *  IMPAIR  ('). 


'y*  3      |       o 

Pour  que  — — — •  représente  un  nombre  entier,  il  faut 

évidemment  que  le  chiffre  des  unités  simples  du  nombre 
impair  x  soit  y. 

En  posant 

x  =s  ion  -t-  7, 
il  vient 

a?3 H-  2  =  io:j/i3-f-  3.7-io2^2-i-  o.7"2.io/ï  -h  345. 


(')  Question  proposée  par  un   Vbonné  aux  Nouvelles  Annales. 
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Lef  deux  termes   io3/>3,  5.j.io'Jn-  sont  divisibles  par 
52  et 

3.72.io/i  +  345  =  (3.;2.2/i  +  69)5  =(7«.2/n-23)i5; 

il  faut  donc  que  y-.  2/i  4-  23  soit  multiple  de  5. 

Or  r équation 

72. in  -+-  23  =  5. -s 
est  vérifiée  par 

/i  =  4     et     z  =  83  ; 
d'où 

rc  =  4  -+-  5^, 

t,  nombre  entier  quelconque;  par  suite, 

10/i  =  4°  -t-  5f,     10/1  -4-  7  =  47  -4-  5of; 
donc 

x  =  47  -H  5o^r 

Ainsi,  les  valeurs  positives  de  .r  forment  une  progres- 
sion arithmétique  dont  le  premier  ternie  est  47,  et  la 
raison  5o. 

L'équation  (1)  fait  connaître  les  valeurs  correspon- 
dantes de  y . 

On  voit  que  4y  est  ta  plus  petit  nombre  positif,  im- 
pair, dont  le  cube  augmenté  de  2  est  divisible  par  26. 

(G.)- 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1456 

1  voir  3*  série,  t.  II,  p.  396); 

Par  m.  droz. 

Soient  a,   a';    h,   b' ;  c,  c'  les  points   d'intersection 
(Tune  conique  et  des  cotes  BC,  GA,  A.B  d'un  triangle 
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ABC;  démontrer  que  les  six  droites  A<7,  A  a',  BZ>,  BZ>', 
Ce,  Ce'  enveloppent  une  autre  conique. 

(  M.  ScHROETER.) 

Solution. 

Ou  sait  que  les  tangentes,  menées  des  sommets  A, 
B,  C  d'un  triangle  ABC,  à  une  eourbe  de  nx  n,e  classe, 
rencontrent  les  côtés  opposés  BC,  CA,  AB  respective- 
ment, suivant  des  groupes  de  n  points  a,  a' ',  a",  .  .  . , 
6,  Z>',  b" ',  .  .  . ,  e,  c',  c",  .  .  . ,  tels  que  la  relation 

aB   ^B         6C    6^C         cA    e^A         _ 

est  vérifiée.  (Chasles,  Créométrie  supérieure,  deuxième 
édition,  p.  355,  §  508.) 

Les  cinq  droites  A  a!,  BZ>,  BZ»',  Ce,  Ce'  enveloppent 
une  conique  déterminée;  on  peut  lui  mener  du  point  A 
une  seconde  tangente,  et,  en  désignant  par  X  le  point 
de  rencontre  de  cette  tangente  et  du  côté  BC,  on  aura, 
d'après  la  relation  générale  qui  précède, 

XB   a'B   bC    b'G   cA   c' A 

xc'^Tc'&âVa'cITc'b  ~f; 

Mais,  entre  les  segments  déterminés  sur  les  côtés  du 
triangle  ABC  par  cette  conique,  on  a,  d'après  le  théo- 
rème de  Carnot, 

aB    a'B    bC    b' C    cX    c'X 

aC  â^:' ¥x' Vx' 7b' 7b  ~1' 

Les  égalités  (i)   et  (2)  donnent  ^  =  — —  ;  il  eu  faut 

conclure  que  les  points  X,  a  coïncident  :  donc  les  six 
droites  Art,  Xa\  136,  BZ/,  Ce,  Ce'  enveloppent  une  co- 
nique. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 
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Question   1461 

(  voir  8*  série,  t.  II,  p.  082); 

Par  UN  ANONYME. 

Par  un  des  points  d'intersection  A  (Jîg.  i)  de  deux 
hyperboles  équilatères,  de  même  centre  O,  on  mène 
une  sécante  qui  rencontre  les  deux  courbes  en  B,  B'; 
de  ces  points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BC,  B'C' 
sur  les  tangentes  aux  deux  courbes,  au  même  point  A  ; 
démontre?'  que  l 'angle  COC'  est  quadruple  de  l'angle 
des  asymptotes .  (E.  Faiquembergue.) 

Tout  se  réduit  à  faire  voir  que  l'angle  COG'  (fi  g.  i) 
est  le  double  de  l'angle  CAC"  des  tangentes  AG,  AG"; 
car  on  sait  déjà  que  ce  dernier  angle  est  le  double  de 


Fig.  1. 


Fis.  2. 


celui  des  asymptotes  (voir  3e  série,  t.  Il,  p.  332).   Or 
l'égalité  000'=  •». GAG"  résulte  de*  considérations  sui- 


\  ailles 


Soient  A  (fig.  '2)  un  poinl  d  nue  hyperbole équilatère 
dont  O  es!   le  centre;    V.C  une  tangente;  M  I*1  milieu 


(  $35  ) 
d'une  corde  A.B,  issue  du  point  A;  C   la  projection  de 
l'extrémité  15  de  cette  corde  sur  la  tangente. 

L'angle  AOM  des  droites  OA,  QM,  menées  du  centre 
au  point  de  contact  À  et  au  milieu  M  de  la  corde  AB, 
est  égal  à  l'angle  CAM  de  la  tangente  et  de  la  corde. 
C'est  une  proposition  connue  (*  ). 

Mais,  le  point  M  étant  le  milieu  de  l'hypoténuse  A 15 
du  triangle  rectangle  ACB,  l'angle  CAM  =  ACM;  donc 

AOM  =  ACM, 

il  s'ensuit  que  les  quatre  points  A,  M,  C,  O  appartien- 
nent à  une  même  circonférence.  Dans  cette  circonfé- 
rence, les  cordes  AM,  MC  étant  égales  entre  elles,  les 
arcs  sous-tendus  AM,  MC  sont  de  même   égaux;  donc 

l'angle 

AOC=  zCAM  =  2CAB. 

Ainsi  (fig-  i),  on  a  AOC  =  2CAB,  de  même 

AOC'  =  iC'.AB'=aCiB; 

d'où 

COC'  =  2(GAB  -h  C"AB)  =  2  GAG". 

C.     Q.     F.     D. 

Note.  —  MM.  Moret-BIanc  cl  Barisien  ont  résolu  la  même  ques- 
tion au  moyen  des  calculs  de  la  Géométrie  analytique. 

(')  En  voici  la  démonstration.  Soient  D  et  D'  les  points  de  ren- 
contre de  l'une  des  deux  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère,  et 
des  droites  GA,  MA  prolongées.  On  a  AI)  =  OA,  MD'=OM;  par 
suite  les  égalités  d'angles  : 

AOD  =  ADO,     MOD'=MDO,     MOD  —  AOD  ==  MD'O  —  ADO. 

ou 

AOM  =  DAD'=CAM.  (G.) 
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généralement  simples  et  originales,  plusieurs  remarques  et 
propriétés  qui  n'avaient  pas  encore  été  signalées,  notamment 
aux  articles  10,  25,  26,  27,  37,  et,  comme  application,  une 
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Novembre.  —  Ricerche  intorno  a  Paolo  dal  Pozzo  Tosca- 
nelli.  —  Gustavo  Uzielli. 

Intorno  alla  vita  ed  ai  lavori  di  Sebastiano  Purgotti.  — 
Andréa  Siiattesi. 

DiCEMRAE.  —  Intorno  a  due  quesiti  proposti  nella  raccolta 
intitolata  :  Giornale  degli  eruditi  ô  curiosi  (anno  I.  vol.  II. 
inaggio-ottobre  i883).  Padova,  \or)î  Riviero  Businiella). — 
/>'.  lïoncompagni. 

Bibliographie  néerlandaise  historico-scientifique,  etc.  Som- 
maire II.  Aperçu  sur  quelques  imprimeurs  el  éditeurs;  par  le 
D'  Bierens  de  Haan. 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Tomo  XVII,   i88{. 

Gennaio.  —  Intorno  al  :  Tractai  us  sphœrœ  di  Bartolomeo 
du  Parma,  astronome-  del  secolo  kiii,  e  ad  altri  scritti  «Ici 
medesimo  àutore.  —  Enrico  Aarducci. 

Tractatus  sphaerae  di  Bartolomeo  da  Parma.  Parti  prima  e 
seconda  (Biblioteca  Vittorio  Emanuele,  co<Uce  Santa  Croce, 
n°  '.>.2S,  carte  î;-83.) 

Febbraio.  Tractatus  sphaerae  di  Bartolomeo  da  Parma. 
Parti  prima  e  seconda  (Biblioteca  Vittorio  Emanuele,  eodice 
Santa  Groce,  q°  228,  carte  î 7- s  >  >.  — (Gontinuazion< 

\n!iiiii/i  di  recenti  pubblicazioni. 

Muizo.  Tractatus  sphaerae  di  Bartolomeo  <l<t  Parma. 
Parti  prima  e  seconda  1  Biblioteca  Vittorio  Kinanuele,  eodice 
Santa  Groce,  n°  m8,  carte  [7-8  I  1  1  fine  1. 
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Di  aie  une  rclazioni  ira  Galileo  Galitei  <•  Federico  Cesi, 
illustrate  con  document]  inediti    per  cura  di  Antonio  Fcwaro. 

A.prile.  —  Alcune  asserzioni  <li  C.-F.  Gauss  circa  l«'  forme 
quadratici  ^  -!-ZZ.  Nota  di  Angelo  Genocchi. 

Theoremi  di  Sofia  Germain  intorno  ai  residui  biquadratici. 
\<>t;i  di  Angelo  Genocchi. 

Sulla  morte  di  Marco  Velsero,  e  sopra  alcuni  particalari 
délia  vita  di  Galileo.  Nota  di  Antonio  Favaro. 

\nnunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Maggio.  —  Intorno  ad  una  proposizione  inesatta  di  Sophia 
Germain.  —  A.  Genocchi.  —  S.  Realis. 

Pierre  de  Carcavy  intermédiaire  de  Fermât,  de  Pascal  et  de 
Huygens,  bibliothécaire  de  Colbert  et  du  roi,  directeur  de 
l'Académie  des  Sciences;  par  M.  Charles  Henry. 

Giugno.  — Pierre  de  Carcavy  intermédiaire  de  Fermât,  de 
Pascal  et  de  Huygens,  bibliothécaire  de  Colbert  et  du  roi, 
directeur  de  l'Académie  des  Sciences;  par  M.  Charles  Henry 
(fine). 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Luglio.  —  Correspondance  de  René-François  de  Sluse, 
publiée  pour  la  première  fois  et  précédée  d'une  introduction, 
par  AI.  C.  Le  Paige,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à 
l'Université  de  Liège  (continuazione). 

Agosto.  —  Correspondance  de  René-François  de  Sluse, 
publiée  pour  la  première  fois  et  précédée  d'une  introduction, 
par  M.  C.  Le  Paige,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à 
l'Université  de  Liège  (continuazione). 

Annunzi  di   recenti  pubblicazioni. 

4.     AtTI     DELLA     IlEALE     AcCADEMI  A     DEI    LlNCEI,     ailllO 

CCLXXXII,  i884-i88j:  série  quinta.  —  Ixendieonti 
jmbblicati  per  cura  dei  Seeretari.  —  Volume  I,  fasci- 
eolo  ia°.  —  Sedula  del  17  maggio  i883.  Roma,  tipo- 
grafia  délia  FI.  Aceademia  dei  Lincei,  1 8 8 5 . 

Tirages  a  part. 

Nombre  exact  des  variations  gagnées  ou  perdues 
dans  la  multiplication  du  polynôme  f(x)  par  le  binôme 
x/l±a;  par  M.  I).   André,  28  juillet  188/f. 
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Abaissement  des  limites  fournies  par  la  règle  des 
signes  de  Descartes  ;  par  M.  D.  Aindré,  28  juillet  188/j 
(Extrait  des  Comptes  rendus). 

Note  sur  les  raccordements  paraboliques  ;  par 
M.  d'Ocagne  (Extraits  du  Mathesis,  t.  V,  1 885 ). 

Procédé  nouveau  de  calcul  graphique  ;  par  -M.  d'O- 
cagne  {Annales  des  Ponts  et  Chaussées,  novembre 
1884). 


(RESTIONS. 


154$.  Si  1  011  considère  les  trois  normales  menées 
d'un  point  à  une  parabole  et  le  triangle  formé  en  me- 
nant les  tangentes  à  leurs  pieds  \  si  l'on  suppose  ensuite 
que  le  point,  d'où  l'on  mène  les  normales  à  la  parabole, 
se  déplace  sur  un  diamètre  de  la  courbes  : 

i°  Tous  les  triangles  des  tangentes  ontleurs  sommets 
sur  une  même  hyperbole  équilatère  ; 

2°  Tous  ces  triangles  ont  même  point  de  rencontre; 
des  trois  hauteurs } 

3°  Les  cercles  des  neuf  points  de  ces  triangles  passent 
par  le  sommet  de  la  parabole; 

4°  Les  centres  des  cercles  des  neuf  points  sont  sur  un 
même  diamètre. 

Enfin,  comme  généralisation  du  2", 

5°  Si  l'on  considère  trois  normales  quelconques  à  une 
parabole  (ne  se  coupant  pas  au  même  point),  le  point 
de  rencontre  des  bailleurs  du  triangle  des  normales  et 
le  point  de  rencontre  du  triangle  des  tangentes  sont  sur 
\\\\  même  diamètre.  (ChIULUC.) 
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LOI  M  PROBABILITÉ  DES  ECARTS; 

Par  M.  PETICOL, 
Capitaine  d'Artillerie  de  Marine. 


Nous  étudions  cette  loi  pour  des  expériences  d'un 
genre  particulier,  pour  lesquelles  la  probabilité  de 
chaque  écart  peut  être  facilement  calculée,  sans  que 
l'on  ait  besoin  de  recourir  à  aucune  loi  préconçue,  ni  à 
aucune  hypothèse;  puis,  cette  loi  une  fois  trouvée,  pour 
ce  cas  particulier,  nous  l'appliquons  par  analogie  à 
toutes  les  expériences. 

Voici  en  quoi  consiste  cette  expérience  :  nous  jetons 
en  l'air  m  pièces  de  monnaie  (pour  cette  théorie,  il  faut 
supposer  m  pair),  et  nous  comptons  à  terre  le  nombre 
de  piles  et  le  nombre  de  faces. 

L'expérience  type  est  celle  qui  donnera  autant  de  piles 
que  de  faces  5  quand  l'expérience  donnera  n  piles  et  m  —  n 

faces,  elle  présentera  un  écart  égal  à n  :  ainsi,  si 

Ton  jette  dix  pièces  en  l'air  et  que  l'on  tourne  trois  piles 
et  sept  faces,  l'écart  de   cette   expérience  est  deux.  Le 

plus  grand  écart  que  l'on  puisse  rencontrer  est  —  :  il  a 

lieu  quand  on  tourne  tout  pile  ou  tout  face. 

Voyons  maintenant  la  probabilité  de  tourner  n  piles 
et  m  —  «faces.  La  probabilité  d'obtenir  une  combinai- 
son déterminée  des  n  pièces  supposées  numérotées  1,2, 
3,  .  .  . ,  m,  telle,  par  exemple,  que  la  première  pièce  soit 
une  face,  la  deuxième  une  pile,  la  troisième  une  pile,  etc., 

est  évidemment 

1"1 

D'autre  part,  le  nombre   des   combinaisons   que  l'on 
Ami.  de  Mathémat'.y  3e  série,  t.  IV.  (Octobre  1 885.)  29 
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peut  former    avec    ni  pièces,    en    en    tournant   n    piles 
et  m —  71  faces,  est 

m  (ni  —  i  )  . . .  (  m  —  n  -+-  i  ) 
l  .2.3  ...  ri 

car  ce   nombre  est    égal   au  nombre  des   combinaisons 
de  m  lettres  n  an. 

Par    suite,   la    probabilité    Vn    de     tourner    n    piles 
et  m  —  n  faces  dans  une  expérience  est 

i  m  (ni  —  i)(ni  —  i )  . .  .  (  m  —  n  H-  i ) 

2^  X  i.2.3...»  =      »■ 

Cas  particuliers.    —  Pour    avoir    la   probabilité   de 
tourner  autant  de  piles  que  de  faces,  il  faut,  dans  cette 

711 

formule,  faire  n  =  —  ■>  ce  qui  donne 


P, 


m  (  m  —  i  )  (  ni  —  2  ) . .  .  f h  i  ) 


-       im  m 

1  i .  2 . 3 .  . .  — 

2 

La  probabilité  de  tourner  m  piles  et  o  face  est  —  • 

En  résumé,  les  probabilités  de  tourner  m  piles  et  o 
face,  ni — i  piles  et  i  face,  etc.,  jusqu'à  i  pile  et  /// —  i 
faces,  et  o  pile  et  ///  faces,  sont  données  par  les  fractions 

i            i     m          i     nn  m  —  i) 
—  ,      —  —  ,       —  «       .  .  . , 

■j  ni  2  '"      I  2 /;/  I  .  '). 

///(///-  1  ) (  —•  -+■  I  ) 

■>"'  M  •>."'       1  2'" 

1.2...   — 

2 

On  reconnaît  là  les  coefficients  «lu  binôme  multipliés 
par  -   -On  vérifie  que  la  somme  de  toutes  ces  probabi- 
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lii.es  est  égale  à  i ,  car  on  a 

m        m (m  —  i  ) 

2m  =  (l  +  I  )m  =H ! 

I  1.2 

et,  en  divisant,  par  9/", 


m 

h  r 

1 


ry/ll 


I  111 

2  m    T 


I       />l 

2^  7 


Applications.  —  Appliquons  ces  formules  au  cas 
où  m  =  6.  Los  sept  combinaisons  possibles  sont 

6  piles.  r>  piles.  4  piles.  3  piles.  2piles.    iplle.     opile. 

Étant  les  probabilités...      À      A      if      H      tt      A      A- 

Sur  une  droite  horizontale,  à  droite  et  à  gauche  d'un 
point  O,  pris  comme  origine,  portons  successivement  trois 
longueurs  égales  représentant  l'écart  1;  en  chacun  de 
ces  sept  points,  élevons  des  ordonnées  proportionnelles 
aux  probabilités,  et  joignons  tous  les  sommets  des  or- 
données par  un  trait  continu  :  nous  obtiendrons  la  courbe 
ei-après. 


Telle  est  la  représentation   graphique  de    la   loi  des 
écarts  pour  m  =  6. 

Ecart  moyen.    —  Pour  avoir    l'écart    moyen    dans 
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l'exemple  précédent,  on  multipliera  chaque  écart  par  sa 
probabilité,  et  l'on  fera  la  somme  de  tous  ces  produits  ; 
ainsi  l'écart  3,  correspondant  aux  six  piles,  sera  multi- 
plié par  -^5  l'écart  ï  par  ~,  ....  Il  y  a  un  autre  écart 
3,  correspondant  aux  six  faces  et  o  pile,  etc.,  en  sorte  que 
l'écart  moyen,  dans  ce  cas,  est  égal  à 


6 

04 


2  ; 

6* 


30 
64 


6  0   _    15 
64  16' 


Nous  allons  traiter  la  môme  question  pour  m  quel- 
conque; pour  cela,  il  faut  multiplier  tous  les  écarts  par 
leur  probabilité  respective,  et  faire  la  somme  de  tous  ces 
produits.  Observons  que,  chaque  écart  se  reproduisant 
deux  fois  avec  la  même  probabilité,  suivant  que  c'est  le 
nombre  des  faces  qui  surpasse  celui  des  piles  ou  inverse- 
ment, il  revient  au  même  de  ne  le  prendre  qu'une  fois 
et  de  doubler  la  fraction  qui  représente  sa  probabilité. 


T  > .  .  in 

L  écart  extrême  est.      — 

2 

,,  •  !>'  m 

Knsuite  vient  1  écart.      —  —  ï 

2 

_    .  m 

PUIS 2 

2 

Puis =-S 

2 

Puis a 

El  enfin i 


Probabilité. 

2 

2m 

2 
2« 

I 

2 
2"m 

m( 

71} 
1   . 

-0 

2 

2 

m( 

m 

—  i)(/n  — 

I  .  2  .  J 


m  (m  —  i  ) 


?*•) 


2"'  ,  m 

l .  2  .  .  .    ( 2 

2 


///  t  /// I  ) 


1.2    ...    ( I 

2 
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L'écart  moyen  est  donc  égal  au  produit 


2 

2™ 


ni        m  /  ni 

1 i 

1  l    \    2 


m(  m  —  i  )  /  m 

2 


I  .2 


2     -h. 


m  (m  —  i ) 


■•(?*•) 


I  .  2   . 


ni 

2 


Faisons  la  somme  des  quantités  entre  parenthèses 
Additionnons  d'abord  les  deux  premiers  termes 

m  (m  —  i  ) 


m 
i 


in  /  ni 


—  i     = 


I     \    2 

Ajoutons  le  troisième  à  ce  premier  total 

m  (m  —  i  )  (  ni  —  -a  ) 


ni  (m  —  i  )       ni  (m  —  i  )  /  m 

V i  _, i 2 

2.1  1  .  '2  \    2 


2  .  I  .  2 


baisons  de  même  pour  le  quatrième 

m  (m — i)(m  —  2)    (    m  (ni  —  \){m  —  2)  /  m       0\ 

\  2  / 


'2.1.2  1.2.3 

m  (m  —  t  )  (  m  —  2  )  (  m  —  3  ) 

2.1.2.3 


En  continuant  ainsi  de  suite,   on   trouvera,  pour  la 
somme  des  quantités  entre  parenthèses,  la  fraction 


m 
2 


(ni  —  i)(m  —  2  )(  m  —  3  )...(—  -h  1  j 


1.2.3... 


m 


Par  suite,  l'écart  moyen  ym  est  égal  à  (l'indice  m  est 
mis   pour  indiquer    qu'il  s'agit    d'une   expérience   avec 

/>/  pièces) 

/  "> 
(  m  —  1  )  { ni  —  2  ;  (  ni  —  3  )  .  .  .  I h  .1 


m 
.1 


m 


1.2.3 


II! 
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L'expression  de  l'écart  moyen  peut  se  mettre  sous 
une  autre  forme.  Changeons,  dans  la  formule  qui 
donne  yw,  ni  en  m  -H  2.  Nous  aurons 

/n 

h  2 

m+2m+i    ni  m  —  1  2 

.2/n+2  j  2  J  m 

1 

Par  suite, 


f/»-f-2  _     (m  +  2)(m+ij_  w-i 
am  /  m         \  m 


Y/« 


Or  y^^  t?  par  suite, 

Y*=|x|;    T6=ixfxJ;    Ï8=  1  X-|x  f  x  J. 

Enfin 

1    3 . 5 . 7  .  . .  (  m  —  1  » 

Y"i  —   "  7~ 7*  7  .  " 

1         2  2 . 4 •  o . . .  ( m  —  a) 

Quand  m  augmente  indéfiniment,  ym  tend  vers  oc  } 
en  effet,  on  peut  écrire 

^=K,+0(,+0([+0-(i+^)- 

En  effectuant  les  multiplications,  on  voit  que  l'on  a 

1  / 1        t        1 

Y/«  >  -     -  -+- 


2  \  2       4        6  m  —  2 

La  somme  des  termes  entre  parenthèses  augmente  in- 
définiment avec  ni\  donc  ym  est  infini  pour  ni  =  yz  . 
Mais,  quand  ni  tend  vers  00  ,  il  en  est  de  même  de  l'écart 

extrême—*  Ainsi,  quand  on  ne  fixe  pas  de  limite  à  IV- 


m 

2 

m 


car  t  extrême  et  qu  on  admet  qu  il  peut,  devenir  in- 
finiment grand,  bien  qu'ayant  une  probabilité  infiniment 
petite  -—t  l'écart  moyen  n'a  pas  non  plus  de  limite  el 
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tend  vers  l'infini.  Ce  résultat  était  d'ailleurs  évidente 
priori. 

Quand  on  fait  varier  le  nombre  m  des  pièces  de  mon- 
naie, le  rapport  de  l'écart  moyen  à  l'écart  extrême,  que 
nous  appellerons  Km,  varie  également.  On  a 

k     —  Ym  -  *-3-5-  •  •  ("*— 0 . 
Km_m~        2.4.6...  m       ' 

9. 
ainsi 

K,=  l,     K4=|,     *,=  £,     K8=^,     .... 

On  peut  remarquer  que  Kw  est  égal  à  Pm,  c'est-à-dire  à 

T 
la  probabilité  de  tourner  autant  de  piles  que  de  faces. 

Kw  varie  de  £  à  o,  quand  m  varie  de  2  à  c£>  . 

Considérons  maintenant  les  écarts  qui  se  produisent 
dans  d'autres  espèces  d'expériences  moins  mathématiques 
que  celles  que  nous  venons  d'étudier.  Supposons  qu'il 
s'agisse  de  trouver  la  loi  de  répartition  des  écarts  qui  se 
produisent  en  portée,  quand  on  tire  un  canon  sous  un 
angle  constant.  Les  différentes  mesures  que  l'on  fera 
donneront  l'écart  moyen  et  l'écart  extrême  5  on  prendra 
le  rapport  de  ces  deux  quantités,  soit,  pour  fixer  les 
idées  :  ~  le  rapport  trouvé.  Nous  avons  vu,  en  calculant 
le  tableau  des  valeurs  de  Km,  que  K6=^.  On  con- 
clura, par  analogie,  que  les  écarts  se  répartissent  dans 
le  tir  d'un  canon  sous  un  angle  constant  de  la  même 
façon  que  dans  l'expérience  de  six  pièces,  c'est  l'expé- 
rience que  nous  avons  étudiée  eii  détail  (voir  la  figure)  ; 
OA  représente  lécart  extrême  en  portée. 

On  se  sert  habituellement,  pour  représenter  la  loi  de 
probabilité  des  écarts,  de  la  courbe 

y  —  C2e-a-.c 

due  à  Laplaee. 

Celle  formule  suppose  que  les  écarts  peuvent  devenu 
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infinis.    C  est   inadmissible:   aussi  alle_       -  -    n  que  h  la 

_  .     Ile  leur  donne 

•  babilité  t:    -  et  quelle  peut  être  admise 

:    :  mule  d'approximation. 
S    us  ne  croyons  pas  cette  approximation  aussi  grande 
<ju  od  veut  bien  le  dire.  En  eilét.  L'équation 

-     - 

toal    en    s  >ant   de>   écarts    infinis,  donne   un   écart 

n  fini,  et  nous  avons  trouvé  le  contraire  pour  lexpé- 
riei.  -  a  de  monnaie. 

.   pourrait    objecter  à   notre  théorie  qu'il   est  bien 
difficile  de  connaître   lécart  extrême,   par  suite  K 
qu  on   sera  embarrasse*  pour  savoir  a  quel    nombre  de 
-    le  monnai  aident  les  expériences   que 

l'on   a  en  vue    tandis  qu  avec  la  formule  de  Laplaee  on 
n'a  pas  cette  difficulté   . 

S  us  répondrons  que  notre  théorie  ne  permet  pas 
plus  de  résoudre  un  problème  dont  les  données  sont  mal 
définies,  que  la  Géométrie  ne  peut  donner  l'aire  dune 
surface  dont  les  contours  sont  indetermii  la  n  in- 

firme en  rien  500  exactitude. 


(HESTIOXS  PMPiSÉES  PAR  M.  E.  l.ESARO. 


1     vi  d'un  point  quelconque  dune  circonfétx 
nieu-         -         .  pendiculaires    aux  -    d'un    triangle 

-   1  it    t   u  m  entrique.    le    tri..;  _ 

liculaii  une  aire 

- 

\l>(~  un   t:       _        h  un  point   V.  pris  sur  la 
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bissectrice  de  l'angle  A,  oo  abaisse  les  perpendiculaires 
P A',  PIV,  PC  aux  cotés.  Démontrer  que  les  droites  PA', 

B'C  se  coupent  sur  la  médiane  issue  de  A. 

Déduire,  au  moyen  de  cette  propriété,  la  construc- 
tion du  rayon  de  courbure  des  coniques,  due  à  AI.  Mann- 
heim,  de  la  construction  due  à  M.  Catalan. 

3.  i°  Il  y  a  une  infinité  de  polyèdres,  à  sommets 
trièdres,  qui  ne  di fièrent  que  par  le  nombre  de  leurs 
faces  hexagonales^  mais  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  ne  dif- 
fèrent que  par  le  nombre  de  leurs  faces  d'un  autre  ordre. 

2°  11  y  a  une  infinité  de  polyèdres,  à  sommets  té- 
traèdres, qui  ne  diffèrent  que  par  le  nombre  de  leurs 
faces  quadrangulaires-,  mais  il  n'y  en  a  pas  deux  qui  ne 
diffèrent  que  par  le  nombre  de  leurs  faces  d'un  autre 
ordre. 

3°  11  n'y  a  pas  deux  polyèdres,  à  sommets  pentaèdres, 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  nombre  de  leurs  faces  d'un 
certain  ordre. 

4.  On  considère  une  infinité  de  coniques  ayant  un 
contact  du  second  ordre  avec  une  courbe,  en  un  point 
donné  M.  Démontrer  que,  si  l'un  des  foyers  décrit  une 
conique  tangente  en  M  à  la  courbe,  le  second  loyer 
décrit  aussi  une  conique  tangente  à  la  courbe  au  même 
point. 

o.  On  considère,  en  un  point  quelconque  d'une  sur- 
face développable,  la  génératrice  rectiligne  et  une 
ligne  géodésique.  La  tangente  de  l'angle  de  ces  deux 
lignes  est  égale  au  rapport  entre  les  angles  de  contin- 
gence et  de  torsion  de  la  géodésique,  au  point  consi- 
déré. 

6.    Soient    »,   fi,  y,  .  .  .  les  nombres   premiers,   qui. 
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diminués  de  l'unité,  entrent  un  nombre  impair  Je  fois 
dans  in  (L).  L'excès  de  la  somme  des  n  premiers  nom- 
bres de  Bernoulli,  sur  la  somme  des  n  nombres  sui- 
vants, est  égal  à  un  nombre  entier,  augmenté  de 

i        i        i 

a        ?       T 

Il  faut  encore  ajouter  -J-,  dans  le  cas  de  n  pair. 

7.  Si  Ton  divise  par  le  carré  du  logarithme  de  n 
le  nombre  des  cas  où  l'inverse  d'un  nombre  entier  non 
supérieur  à  n  a  un  développement  décimal  limité,  le  rap- 
port obtenu  tend  vers 

î —  o  3^0 

2  lûg2  log5 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

8.  Soient  x  et  y  deux  nombres  entiers,  variant  sépa- 
rément de  i  à  n. 

î"  Si  0(.r,j)  est  le  nombre  des  diviseurs  communs 
à  x  clj  ,  on  a 

..         £Q(>,J)  7T-2 

lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

2°  Si  o[x,  y)  est  la  différence  entre  la  somme  des 
diviseurs  communs  à  .r  et  )     cl    le  logarithme   népérien 

de  \'xj  ,  on  a 

S8(#,  y)  --        i 

lllll    ; —  2L H =0,83*20. 

//-  la 


(')  C'esl  à-dire  tels  que  les  plus  grands  nombres  entiers  contenus 

,  •>/'  ■ //  ■ // 

dans  ,  - ,   »  •  •  •  -"Kiit  impairs. 

a  —  i       i       i      -'       i 
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9.  On  considère  une  ligne  «i  double  courbure.  Dé- 
montrer que  la  surface  engendrée  par  la  droite,  qui 
joint  deux  points  correspondants  des  arêtes  de  rebrous- 
sement  des  surfaces  rectifiante  et  polaire,  est  toujours 
gauche. 

10.  Soit  oc  l'excès  du  nombre  des  solutions  entières, 
non  négatives,  de  l'équation 

a  x  -+-  by  =  c 

sur  -7  •  Démontrer  que,  si  /z  augmente  indéfiniment, 

ab  *      1  . 

,.       0,-)-  o,-f-  ô3  +  .  . . -+-  0„  l/I  I 

lim  


/£  '2   \rt  6 


11.  Soit  j\x)  le  nombre  des  entiers  premiers  avec  x, 
et  non  supérieurs  au  reste  de  la  division  de  n  par  x. 
Démontrer  que  l'expression 

^[/(i)+/(3)  +  /(3)  +  . ••+/(*)] 
tend  vers 

A      I 

quand  /?  augmente  indéfiniment. 

12.  On  forme  un  déterminant  de  n-  éléments  : 
chaque  élément  est  égal  à  1 ,  ou  à  o,  suivant  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  ses  deux  indices  est  ou 
n'est  pas  un  carré  parfait.  Soit,  d'autre  part,  «a&PcY... 
la  valeur  du  produit  2.3*4*  •  'ni  décomposé  en  ses  fac- 
teurs premiers.  Démontrer  que  le  déterminant  proposé 
est  égal  à  ( —  1  )*+P+y+-  •  • . 

13.  On  considère  les  plus    grands  nombres    entiers 

ni     ;ï2      n'1 
contenus  dans  —  >  —,   — -,  ....  Démontrer  nue  la  somme 

o.         \  A  1 
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des  n  —  i    premiers   est  égale   à   la  somme  de   tous  les 


autres. 


14.  La  probabilité  que  deux  nombres  quelconques 
admettent  o  pour  plus  grand  commun  diviseur  est      N  2  • 

15.  Soit  [a(w)  une  fonction,  égale  à  +i  ou  à  —  i, 
suivant  que  n  est  composé  d'un  nombre  pair  ou  d'un 
nombre  impair  de  facteurs  premiers  inégaux,  autres  que 
l'unité.  Soit  jjl(^)  =  o,  dans  les  autres  cas.  Démontrer 
que 

,.        ix(i)-f-  ul(2)-H  M.(3)H-..  .H-  u(/i)         36 
lim  '  N    — - — —    =  — r> 

si  n  augmente  sans  limite.  On  suppose  |x(i)=i. 

16.  Hp  étant  le  reste  de  la  division  de  n  par^>,  dé- 
montrer que  l'on  a 

I  7T2 

lim  —  [RjH-R2-+-R3  +  .--~^R/;]=  i =  0,1775..., 

limi  rRiH-IR2-4-iR3-f-...-+-  i  Rj  =i-  C  =0,4227..., 

lim^[Rr+.lRi+IR1+...  +  iR«] 

•> 

=  |  —  G —  —  =o,ioo3.... 


Lorsque  //   augmente  indéfiniment.  C  est  la   constante 
d'Evier,  0,5772 .... 

17.  On  considère  les  nombres  de  Beriiouliî  et  d  Lu- 
ler,  définis  par  les  égalités  symboliques 

(B       1  )P       Bp      />. 

1 1-:     1  \p     (  i;  —  1 1/' 
Démontrer  la  relation  symbolique 

/',  2B-4-]  i  f   B  •!  F 
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En  particulier, 

(2B  +  E)p=PEp-i  —  {iP-  i)Bp. 

18.  Ayant  posé 
démontrer  la  formule 

ll(-2.T)-l[H(x)-hH(.T—  I)]  /.2. 

19.  Soient  S/?  la  somme  des  plemea  puissances  des  plus 
grands  nombres  entiers  contenus  dans  toutes  les  frac- 
tions de  numérateur  n  ;  et  in  ce  que  devient  cette  somme 
lorsqu'on  n'y  considère  que  les  fractions  irréductibles. 

On  a 

i  i  i 


lim  — «  =  i  -+- 


Ap+i 


pour  n  infini 
20.   Soit 


2     tangiP  dr 


X2     tang# 
eiWK.  uni,; 


Démontrer  que  l'expression 


In-* 
n 


n  n  n 


Tn 


tend  vers 


i  —  C  =  i  ,422784.  •  • , 
quand  n  augmente  indéfiniment. 

21.  Le  rapport  entre  la  somme  des  carrés  des  côtés 
d'un  triangle  et  le  carré  de  la  somme  des  cotés  est  le 
plus  fréquemment  égal  à  |. 

22.  Quand  une  épicvcloïde  roule  sur  une  droite,  le 
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centre  de  courbure  correspondant  au  point  de  contact, 
se  trouve  sur  une  ellipse  fixe. 

23.  Quand  une  développante  de  cercle,  ou  une 
chaînette,  roulent  sur  une  droite,  le  centre  de  cour- 
bure, correspondant  au  point  de  contact,  se  trouve  sur 
une  parabole  fixe. 

24.  Classer  et  étudier  les  courbes  telles  que,  quand 
elles  roulent  sur  une  droite,  le  centre  de  courbure, 
correspondant  au  point  de  contact,  se  trouve  sur  une 
conique  fixe. 

25.  Ayant  brisé  une  barre  en  n  morceaux,  la  pro- 
babilité que  l'on  puisse,  avec  ces  morceaux,  former  un 

polygone,  est  i—  j£r 


26.   Il   y    a   environ  ly  à  parier   contre   8  qu'un  tri- 
angle, de  périmètre  donné,  est   obtus  angle  plutôt  que 


acutangle . 


27.   Toute    médiane   d'un    triangle   est   le   plus  fré- 
quemment égale  au  quart  du  périmètre. 

(^  suivre.) 


COMPOSITION  MATHÉMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
CENTRALE  (SECONDE  SESSION,  OCTOBRE  1883) 

(voir  3*  série,  t.  III.  p.  291); 

SOLUTION  PAR   M.   WORET-BLANC. 


On  donne  dans  un  plan  un  rectangle  A  BCDei  un  point 

quelconque  P5  par  ce  point  un   mène  une  droite  de  di- 
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rection  arbitraire  PR;  des  quatre,  sommets  du  rec- 
tangle, on  abaisse  des  perpendiculaires  AA',  BIV,  CC, 
l)jy  sur  cette  droite. 

Cela  posé,  on  demande  de  démontrer  : 

i°  Que,  parmi  toutes  les  droites  PR  issues  du 
point  P,  il  en  existe  une,  PR',  pour  laquelle  la  somme  r- 
des  carrés  des  distances  des  quatre  sommets  du  rec- 
tangle à  cette  droite  est  maxima,  et  une  autre,  PR", 
pour  laquelle  cette  somme  est  mimma; 

2°  Que  les  deux  droites,  PR'  PR/7  sont  rectangu- 
laires ; 

3°  Que  le  lieu  géométrique  des  points  P  pour 
lesquels  le  maximum  de  r2  conserve  une  valeur  don- 
née ku2  est  une  conique,  et  que  la  tangente  et  cette  co- 
nique, au  point  P  est  la  droite  PR'}  que,  de  même,  le 
lieu  des  points  P  pour  lesquels  le  minimum  de  r2  con- 
serve une  valeur  donnée  \2  est  une  conique,  et  que  la 
tangente  à  cette  conique,  au  point  P,  est  la  droite  PR"  $ 

4°  Que  ces  deux  coniques  sont  homofocales  et  que 
leurs  foyers  communs  sont  indépendants  des  valeurs 
attribuées  aux  deux  paramètres  [J.2,  à2.  Donner  la  po- 
sition de  ces  foyers  et.  examiner  en  particulier  le  cas 
où  lune  des  dimensions  du  rectangle  s' annulerait. 

i°  Je  prends  pour  origine  des  coordonnées  rectangu- 
laires le  centre,  O,  du  rectangle,  et  pour  axes,  des  pa- 
rallèles Oj,  Oj",  aux  côtés  AB,  BC,  dont  je  représente 
les  longueurs  par  2«,  2 b  \  a^>  b. 

Les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C,  D  sont  respec- 
tivement 

(—  a,  —  b);  (a,  —  b);  (a,-+-b);  ( —  a,  -+-  b). 
Soient  a,  ê  les   coordonnées   du   point   P,  l'équation 
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dune  droite  PR,  issue  de  ce  point,  est 

y  —  o  =  m  (  x  —  a  )  ; 
-2      [(b  —  ma) -h  (6  —  ma)]'2 


d'où 


AA' 


m*  +  i 


— , 2       [C  6  +  ma)+(6-»j  a  i] 2 
o  I  >     = 


m2 -4-  I 


— 2=  [(6-ma)-(6-,»g)]i 
m2  -+- 1 
[(6  -h  ma)  —  i  o  —  ma  )]2 


DD'   = 


m*-\-  i 


en  remarquant  que  l'on   peut  changer  le  signe  de   la 
quantité  élevée  au  carré. 
Il  s'ensuit 


A  A    H-BB'  +  GC  ~-DD' 

4(a2+-a2)m2  — 8ao/,v  —  \(  6«.-+-  6») 


m-  -i-  i 


ou,  en  chassant  le  dénominateur, 


rs 


4  (  a2  +  a2 )  m2  —  8  ao  m  +  4  (  />2  -h  62 )  -  ... 


ou 


m  = 


équation  qui  donne 

4  aS  ±  /  —  r*-f-  .((a2— £«-+-  a2^-o2)r2  —  i(>(a2A2-v-  &2  a*  _o_  ,r2£2  , 


f- 


4   / 


Décomposons  en  facteurs  la  quantité  sons  1<>  radical, 
et  à  cet  effet  cherchons  les  racines  /■-  de  l'équation 

r4_  i(a*-+-  £2-f-  a2-1-  6*)r«-h  161  <r-b-      6'a*-4-a»6')  =  o. 

Le  coeflûcienl  de  /  '  étant   négatif,  la  pins  grande 
cine  sera  un  maximum,  et  la  plus  petite,  un    minimum. 
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On  a 

,-i  =  2(a2_+_  fe2H_a2_(_g2) 


-  2  /(  a2  H-  62  -h  a2  -i-  ê2  j2  —  {(  a2^2  H  -  A2  a2  h  a2  62  , 


=  2(a2-i-62  +  a2-hô2)±2V(«2—  62-f-a2— 62)2-+-  4Ô262. 
Donc 


2(rt2  -h  62  -4-  a2  +  ê2)-t-  2  y/(  a2  —  62  -+-  a2  —  g2)2  +  4  a2  o2 
est  un  maximum  pi2,  et 


2(a2-i-  62-4-  a* -h  ê2)  —  2 /(a2—  62-4-  a2  -  62)2-f-  4  a*  6* 

un  minimum  A2  (1). 

Si  le  point  P  coïncidait  avec  le  point  O,  le  maximum 
serait  l\a-  et  le  minimum  \h-\  en  général,  le  point  P 
s'éloignant,  le  maximum  sera  plus  grand  que  /\a2  et  le 
minimum  sera  compris  entre  ^b-  et  J\a-. 


(')  Pour  que  les  valeurs  de  m  soient  réelles,  il  faut  que  la  quan- 
tité 

—  r*  -\-  ^  (a2 -\-  b2 -h  a2 -+-  62)r2  —  i6(a2&2  +  62a2-h  a-62) 

soumise  au  radical  soit  positive  ou  nulle,  ce  qui  revient  à 

r«  —  4(«2+  &2-h  a2  +  63)r*  +  i6  (a3 b1  -h  &2a2-f-  «262)£  o. 

En  désignant  par  \x2  et  \2  les  valeurs  de  r2  qui  annulent  ce  dernier 
polynôme,  on  a 

r*  —  4  (a3 4-  62-+-  a2+  ê2)r2-f-i(5  (  a2  62  -h  &2 a2  -+-  a262) 
=  (r--^)(r-.TV), 

où  ;j-2  et  \2  sont  des  quantités  réelles,  positives  et  inégales. 
Soit  u.2>  X2;  alors  la  relation 

r*—  ii(a>  -h  b2-\-  a2 H-  62)/-2-f-i6  (a2b2-h  &2a2  +  a262<  o 

entraîne  évidemment  les  suivantes  : 

(r2  —  p.2)lo,  r3 —  X2^o      ou     r2^  [x2,     et     f2^/*2, 

c'est-à-dire  que  tx2  est  un  maximum,  et  \2  un  minimum. 

(G.) 
A11u.de.  Matkêmat.,  3e  série,  t.  IV.  (Octobre  i.8S5.)  3o 
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2°  Pour  le  maximum,  le  coefficient  angulaire  de  PR' 
est 


ni  = 


4«2+  4  a2 


p 
9.0LO 

«2—62.+-  a2—  g2_ 

-\]{a?-  —  èi  +  a*—6*)î-h4a*6« 

a2_  £2_+,a2_ê2H 

-  V/(a2_62-^a2  —  62)2 -+- 4  a^  S2 

p 

10LO 


Pour  le  minimum,  le  coefficient  angulaire  de  PR"  est 


m 


4ag 


4  «2+  4  £2—  X  2 


P 

•62H 
-g2- 

a2  —  62-4-  a2  — 

-  ^(a2— £«-+-  a*— 6*)M 

-4a2g2) 

«2_  £2  +  a2_ 

-V/(«2—  62 -h  a2—  g2)2_ 

f-4a2ê2 

p 

2ao 


d'où  7?//>i"  =  —  i ,  ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  P1V, 
PR"  sont  rectangulaires. 

3°  En  regardant  A2  et  u.2  comme  des  constantes 
a  et  6  comme  des  variables,  et  faisant  disparaître  les 
radicaux  des  valeurs  de  jj.2  et  A2,  on  a 

1(|J.2_462)a2-4-4(!J.2-fa2)g2  =  (!i.2-4«2)(îx2-4^2» 
et 

4(X2_462)a2-i-4(À2    _/jrt2)g2  =  ()k2_   4a2),X2_    4/,2,. 

Ces  deux  équations  représentent  deux  coniques  dont 
les  axes  sont  dirigés  suivant  les  axes  des  coordonnées. 
D'après  la  remarque  faite  plus  haut  (  '  ),  la  première  esl 
une  ellipse,  et  la  seconde  une  hyperbole,  le  grand  axe 
de  l'ellipse  et  l'axe  transverse  de  l'hyperbole  sont  di- 
rigés suivant  Oj. 


C  )  Cri  le  remarque  est  que  le  maximum  p*  est  plus  grand  que  \  a  . 
t>i  le  minimum  X1  compris  entre  \i>  el  \a 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  L'ellipse  au 

point  P  est 

({JL«_46i)g[ 

([JL2_4a2)g' 

Désignons,  pour  abréger  l'écriture,  par  R  le  radical 

y/(  a'2  —  b°~  +  a2  —  g2  )2  _,_  4  a2  g2  . 
011  a 

tx2—  {62         a2-i-62+a2— 62+ R 


_  (  a2  H-  g2  -h  a2  —  62  h-  R  )  [  a2  -f-  g2  —  (  a2  —  &2  )  —  R  ] 
[a2^-  g2  — («2  —  62)J2—  R2 

a2_  ft»H_a»_  g2_^  R 


2  a2 

V 

et  par  conséquent 

I   ;j,2_4/,2)a 

(•j.2— 4«2)g 

a2  —  62  -f-  a2  —  g2  H-  \/(  «2  —  />2  h-  a2  -  g2 )2  +  4  a2 g2 

= ^ =  m  . 

—  irxo 

Pour  l'hyperbole,  il  suffit  de  changer  tji2  en  A2,  et  R 
en  —  R;  ce  qui  donne 


(X2-4«2)g  

#2_  /,2  +  a2_g2_y/(a2__/;>2_+_a2._g2)2_f.    fa 


^  ,.,  2  £  2 

=  m" 


Les  tangentes  aux  deux  coniques,  au  point  P,  sont 
donc  les  droites  PR',  PR". 

4°  L'ellipse  et  l'hyperbole  étant  concentriques  et  se 
coupant  orthogonalement,  on  pourrait  déjà  conclure 
qu'elles  sont  homofocales  ;  c'est  ce  que  démontre  aussi 
la  détermination  directe  de  leurs  foyers. 

Les  carrés  des  demi-axes   de  l'ellipse  sont -^— , 

4 
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- — ; — —  ;  leur  différence  (a- —  b2)  est  le  carré  de  la  dis- 
4 

tance  de  chacun  des  foyers  au  centre,  ces  foyers   sont 
situés  sur  l'axe  Oj>',  leurs  ordonnées  sont 

y  =  dz  \/a-—  0-. 

On  trouve  les  mêmes  valeurs  pour  les  ordonnées  des 
foyers  de  l'hyperbole. 

Lorsque  b  =  o,  les  ordonnées  des  foyers  sont  ±  a. 

Lorsque  a  =  o,  les  foyers  sont  sur  Oj,  et  leurs 
abscisses  sont  zt  b. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Barisien  ;  et  Gail- 
lardon.  Jacques,  élève  en  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Rouen. 


THÉORÈMES  SIR  L'ELLIPSE  ET  L'HYPERBOLE  ÉQULATÈRE; 

Par  M.  JUHEL-RÉNOY. 


Théorème.  —  On  joint  un  point  M  d'une  ellipse  aux 
extrémités  A,  A'  du  grand  axe.  Soient  P,  Q  les  points 
d'intersection  de  INI  A'  et  MA  avec  la  directrice  relative 
au  fo)  er  F. 

L'angle  PFQ  est  droit  (  '  ). 

Réciproquement ,  si  un  segment  PQ  de  la  directrice 
est  vu  du  foyer  F  sous  un  angle  dt  oit,  les  droites  O  \. 
P/V  se  coupent  sur  l'ellipse. 

En  elïet,  l'équation  de  l'ellipse  étant 
les  équations  des  droites  MA.  M  V  peuvent  s'éerire 


(')  Le  lecteur  esl  prié  de  faire  la  ligure. 
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Soil  C  le  point  d'intersection  du  grand  axe  et  de  la 
directrice,  on  a 

PC  =  J(i+2)     et     CQ=-U(.-2 
donc 

PC.CQ=-*.(,-£)  =  i  =  re; 

par  conséquent,  l'angle  PFQ  est  droit. 
Démontrons  la  réciproque. 
Soient  PC  =j)  i  et  C{)  =  — j  2. 
On  a,  par  hypothèse, 

L'équation  de  PA'  est 

y         x  -\-  a 

J \-  a 

c 

et  l'équation  de  QA 

JK  a?  —  CL 

—  —  a 

c 

On  a  donc,  pour  le  lieu  du  point  de  rencontre  des 
deux  droites, 

équation  de  l'ellipse  considérée. 

Théorème.  —  Soient  M  et  M'  les  extrémités  de  deux 
demi-diamètres  conjugues  OM,  OM'  d'une  ellipse,  et  Y 
un  foyer. 

La  droite  M' H  parallèle  à  MF  est  tangente  au  cercle 
décrit  sur  le  petit  axe  comme  diamètre. 

En  eil'et,  soient  a2j  -  -\-  b*  x-  =  a2b2  l'équation  de 
l'ellipse,  et  a  cosep,  b  sinop  l'abscisse  et  l'ordonnée  du 
point  M  ;  les  coordonnées  de  M'  seront  —  a  sin .©,  b  cos<p, 


(     *t>2    ) 

et  l'équation  de  M' II  sera 

(1)  bx  sincp  — {bc  -+-  ajK)coscp  =  — (ab  -+-  cj'). 

Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe,  prenons  la  dé- 
rivée de  l'équation  (i),  par  rapport  à  cp, 

(2)  b x  coscp  -4-  (bc  -h  ay)sm  <p  =  o. 

Elevons  au  earré  les  équations  (1)  et  (2),  et  ajoutons- 
les }  nous  aurons,  pour  l'équation  de  l'enveloppe, 

x--v-y2=  a2 —  cr*  =  b-, 

ee  qui  démontre  la  proposition. 

Théohème. —  Soit  un  triangle  rectangle  inscrit  dans 
une  hyperbole  tû/uilatère  : 

Les  côtés  de  l'angle  droit  AB,  AG  interceptent  sur 
les  asymptotes  deux  segments  dont  les  milieux  sont  sur 
le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  côtés  AI). 

AC  -,  et  soient  AB  =  a,  AC  =  b. 

L'équation  d'une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au 

triangle  sera 

x2  —  y-  -^Ixy  —  a  x  -+-  by  =  o. 

Soit  r  =  ex  -f-  d  l'équation  d'une  asymptote  ;  c  et  d 
vérifient  les  équations 

I  —  C2—-  AC  ==  o. 

(  X  —  ic)d  —  a  -+-  bc  =  o. 
De  ces  deux  équations  on  déduit,  en  éliminant  A, 

(1)  (c2-f-i)r/—  ac—  6c2  =  o. 

Or,  pour  démontrer  la  proposition  énoncée,  il  suffi! 
de  faire  voir  que  le  point,  dont  les  coordonnées  sont 

(/  il  y 

1  >c  c 

est  sur  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle. 
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Remplaçons   dans    Ja    relation    (i)    d    par    iy^    et    c 

par  —  -j  nous  aurons  entre  les   coordonnées  x,   y  l'é- 
r  x  ,J 


y 

(juatioji 


i(x2-{-y2)  —  ax  —  by  =  o, 


qui  représente  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  rec- 
tangle ABC. 

La  proposition  est  ainsi  démontrée. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ECOLE  CENTRALE  EN  188;». 

PREMIÈRE   SESSION. 


Géométrie  analytique. 

Ou  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oj  et  le 
cercle  représenté  par  l'équation 

(  x  —  af  -+■  {y  — ■  by  —  r2  =  o. 

On  considère  la  corde  fixe  AB  menée  par  l'origine  et 
partagée  par  ce  point  en  deux  parties  égales,  et  une 
corde  mobile  CD,  de  direction  constante,  dont  le  coeffi- 
cient angulaire  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  delà 
corde  fixe  AB. 

On  sait  que,  parles  quatre  points.  A,  B,  C,  D,  on  peut 
faire  passer  deux  paraboles  P,  P'. 

Trouver,  quand  la  corde  CD  se  déplace  parallèlement 
à  elle-même  : 

i°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes  des  deux 
paraboles  P  et  P' } 

2°  Le  lieu  du  sommet  et  le  lieu  du  foyer  de  chacune 
de  ces  paraboles. 


(  'M  ) 

Epure. 

Un  cylindre  de  révolution,  dont  le  diamètre  d  est  de 
o"',o8o,  touche  les  deux  plans  de  projection. 

Un  cône,  aussi  de  révolution,  a  pour  trace  horizon- 
tale un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre,  dont  Je  dia- 
mètre est  égal  à  id,  et  pour  cote  de  son  sommet  ~d . 

On  propose  de  construire  : 

i°  Les  deux  projections  et  le  développement  de  la 
partie  S  de  la  surface  du  cylindre  comprise  dans  les 
deux  nappes  du  cône; 

2°  La  projection  horizontale  et  la  transformée  par  dé- 
veloppement de  l'intersection  de  la  surface  S  avec  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  vertical,  incliné  de  4«">° 
sur  le  plan  horizontal  et  passant  par  le  sommet  du  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  em- 
ployées pour  obtenir  un  point  quelconque  des  projec- 
tions et  du  développement  des  lignes  d'intersection,  et 
les  tangentes  en  ces  points.  Ces  constructions  seront 
succinctement  expliquées  à  l'aide  dune  légende  placée 
au  bas  de  l'épure. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive^ 

Titre  intérieur  :  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  grands  côtés 
du  cadre,  à  om,i^o  du  grand  côté  inférieur,  et  les  pro- 
jections du  sommet  du  cône  à  ora,i3o  de  la  parallèle  aux 
petits  côtés  du  cadre,  qui  passe  au  milieu  de  la  feuille. 

Triangle. 

On  donne  deux  côtés  a  et  h  d'un  triangle,  ainsi  que 
l'angle  C  qu'ils  comprennent,  à  savoir 

a  =  liJ7irV5). 
b       |46a3Œ,77, 

G  :-      1  I  -      15     ,   • 
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Ou  demande  de  déterminer  les  angles  A,  P>,  le  côlé  c, 
ainsi  que  la  surface  du  triangle. 

Physique. 

Un  corps  solide  A  flotte  sur  un  liquide  L  à  o",  et  le 
rapport  de  la  portion  de  volume  immergée  au  volume 
total  est  égal  à  G. 

Connaissant  le  coefficient  K  de  la  dilatation  cubique 
du  corps  A  et  le  coefficient  moyen  \  de  la  dilatation  ab- 
solue du  liquide  L,  dans  les  limites  de  température  de 
l'expérience,  on  demande  à  quelle  température  x  l'im- 
mersion commencera  à  être  totale. 

Exemple  numérique. 

G 0,9635482 

X o,oono45 

K -    o , 0000228 

Nota.  —  On  emploiera  les  logarithmes. 


Ch 


iimie. 


1.  Des  propriétés  chimiques  du  chlore.  Application  à 
la  décoloration  des  tissus  d'origine  végétale. 

2.  On  décompose  totalement  du  gaz  hydrogène  bi- 
carboné  par  du  chlore;  on  obtient  de  l'acide  chlorhy- 
drique  gazeux  et  un  dépôt  de  charbon.  On  demande, 
dans  le  cas  où  l'on  opère  sur  imc  de  gaz  hydrogène  bi- 
carboné  mesuré  à  o°  et  y6omm  : 

i°  Quel  volume  de  chlore,  mesuré  à  o°  et  j6omm,  il 
faudra  employer  ; 

i°  Quel  volume  d'acide  chlorhydrique,  mesuré  à  o° 
et  76oram,  on  obtiendra; 

3°  Quel  poids  de  charbon  sera  mis  en  liberté. 


(   W  ) 
On  donne  : 


Équivalents 


\olunies. 

Hydrogène  bicarboné 4 

Chlore 2 

Acide  chlorhydrique \ 

Équivalents 

en 

poids. 

G G 

Cl 35,5 

II 1 

Poids  de  ilie  ci  o°  et  jGo"1"1  : 

et 
Chlore 3 , 1 8 

Acide  chlorhydrique 1 , 635 

Hydrogène  bicarboné 1  ,1  ~>\ 

Hydrogène 0,08938 

On  demande  la  solution  du  problème  par  Jes  deux 
méthodes  des  équivalents  en  poids  et  des  équivalents  en 
volume. 


CORRESPOXDAXCE. 


Lettre  de  M.  G.  Mittag-LeMer,  Membre  de  l  .Acadé- 
mie des  Sciences,  Professeur  à  V  Université  de  Stock- 
holm, Rédacteur  en  chef  des  Acta  Matlienialira. 

Permettez-moi  de  vous  faire  part  de  la  Communica- 
tion suivante  qui  paraîtra  prochainement  dans  le  journal 
Acta  Mathematica,  dont  je  suis  le  rédacteur  en  chef  : 

<(  Sa  .Majesté  Oscar  11,  désireuse  de  donner  une  nou- 
velle preuve  de  l'intérêt  qu'elle  porte  à  L'avancement 
des  Sciences  mathématiques,  intérêt  qu'elle  a  déjà  té- 
moigné, en  encourageant  la  publication  du  journal  Acta 
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Malhematica,  qui  se  trouve  sous  sou  auguste  protec- 
tion, a  résolu  de  décerner  le  21  janvier  1889,  soixan- 
tième anniversaire  de  sa  naissance,  un  prix  à  une  décou- 
verte importante  dans  le  domaine  de  l'Analyse 
mathématique  supérieure.  Ce  prix  consistera  en  une 
médaille,  du  dix-huitième  module,  portant  l'effigie  de 
Sa  Majesté  et  ayant  une  valeur  en  or  de  mille  francs, 
ainsi  qu'en  une  somme  de  2^00  kronor  en  or  (  1  krona 
égale  1  franc  5o  centimes  environ). 

»  Sa  Majesté  a  daigné  confier  le  soin  de  réaliser  ses 
intentions  à  une  Commission  de  trois  membres:  M.  Cari 
Weierstrass,  a  Berlin;  M.  Charles  Hermite,  à  Paris;  et 
le  rédacteur  en  chef  de  ce  Journal,  M.  Gôsta  Miltag- 
Leffler,  à  Stockholm.  Le  travail  des  commissaires  a  été 
l'objet  d'un  Rapport  dont  Sa  Majesté  a  pris  connaissance, 
et  voici  les  conclusions  auxquelles  elle  a  donné  son  ap- 
probation : 

»  Prenant  en  considération  les  questions  qui,  à  divers 
titres,  préoccupent  également  les  analystes,  et  dont  la 
solution  serait  du  plus  grand  intérêt  pour  les  progrès  de 
la  Science,  la  Commission  propose  respectueusement  à 
Sa  Majesté  d'accorder  le  prix  au  meilleur  Mémoire  sur 
l'un  des  sujets  suivants  : 

»  1.  Etantdonné  un  système  d'un  nombre  quelconque 
de  points  matériels  qui  s'attirent  mutuellement  suivant 
l'a  loi  de  Newton,  on  propose,  sous  la  supposition  qu'un 
choc  de  deux  points  n'ait  jamais  lieu,  de  représenter 
les  coordonnées  de  chaque  point  sous  forme  de  séries 
procédant  suivant  quelques  fonctions  connues  du  temps 
et  qui  convergent  uniformément  pour  toute  valeur  réelle 
de  la  variable. 

»  Ce  problème,  dont  la  solution  étendra  considérable- 
ment nos  connaissances  par  rapport  au  système  du 
monde,  parait  pouvoir  être  résolu  à  l'aide  des  moyens 
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analytiques  que  nous  avons  actuellement  à  notre  dispo- 
sition; on  peut  le  supposer  du  moins,  car  Lejeune- 
Dirichlet  a  communiqué,  peu  de  temps  avant  sa  mort, 
à  un  géomètre  de  ses  amis,  qu'il  avait  découvert  une 
méthode  pour  l'intégration  des  équations  différentielles 
de  la  Mécanique,  et. qu'en  appliquant  cette  méthode  il 
était  parvenu  à  démontrer  d'une  manière  absolument 
rigoureuse  la  stabilité  de  notre  système  planétaire. 
Malheureusement  nous  ne  connaissons  rien  sur  cette 
méthode,  si  ce  n'est  que  la  théorie  des  oscillations  infi- 
niment petites  paraît  avoir  servi  de  point  de  départ  pour 
sa  découverte  (').  On  peut  pourtant  supposer,  presque 
avec  certitude,  que  cette  méthode  était  basée,  non  point 
sur  des  calculs  longs  et  compliqués,  mais  sur  le  déve- 
loppement d'une  idée  fondamentale  et  simple,  qu'on 
peut  avec  raison  espérer  de  retrouver  par  un  travail  per- 
sévérant et  approfondi.  Dans  le  cas  pourtant  où  le  pro- 
blème proposé  ne  parviendrait  pas  à  être  résolu  pour 
l'époque  du  concours,  on  pourrait  décerner  le  prix  pour 
un  travail  dans  lequel  quelque  autre  problème  de  la 
Mécanique  serait  traité  de  la  manière  indiquée  et  résolu 
complètement. 

»   2.   INI.  Fuchs  a  démontré  dans  plusieurs  de  ses  Mé- 
moires (*-)  qu'il  existe  des  fonctions  uniformes  de  deux 


(')  Voir  |>.  35  de  L'éloge  de  Lejeune-Diriclilel  par  Krummer, 
Abhandlungen  der  A.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin, 
1860. 

(J)  Lrs  Mémoires  se  trouvenl  : 

i°  Nachrichten  ><>>i  der  A.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gottingen,  février  i88o,  |».  \-<>- 

Journal  fur  die  reine  n/xl  angewandte  Wathematik,  Bd.  89, 
I».  'M.  (lue  traduction  de  ce  Mémoire  se  trouve  dans  le  Bulletin 
■  le  M.  Darboux,   ■    série,  f.  IV.) 

Vachrichten  von  der  A'.  Gesellschaft  dei    Wissenschaften  su 
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variables,  qui  se  rattachent  par  le  mode  de  leur  généra- 
tion aux  fonctions  ultra-elliptiques,  mais  sont  plus  gé- 
nérales que  ces  dernières,  et  qui  pourraient  probable- 
ment acquérir  une  grande  importance  pour  l'Analyse,  si 
leur  théorie  était  développée  davantage. 

»  On  propose  d'obtenir,  sous  forme  explicite,  les  fonc- 
tions dont  l'existence  a  été  prouvée  par  M.  Fuclis,  dans 
un  cas  suffisamment  général,  de  manière  qu'on  puisse  re- 
connaître et  étudier  leurs  propriétés  les  plus  essentielles. 

)>  3.  L'étude  des  fonctions  définies  par  une  équation 
différentielle  suffisamment  générale  du  premier  ordre 
dont  le  premier  membre  est  un  polynôme  entier  et  ra- 
tionnel par  rapport  à  la  variable,  la  fonction  et  sa  pre- 
mière dérivée. 

))  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  ouvert  la  voie  à  une  telle 
étude  dans  leur  Mémoire  sur  ce  sujet  [Journal  de 
V Ecole  Polytechnique,  XXXVIe  Cahier,  p.  133-198). 
Les  géomètres  qui  connaissent  les  résultats  découverts 
par  ces  auteurs  savent  aussi  que  leur  travail  est  loin 
d'avoir  épuisé  le  sujet  diffficile  et  important  qu'ils  ont 
abordé  les  premiers.  Il  paraît  probable  que  de  nouvelles 
recherches,  entreprises  dans  la  même  direction,  pour- 
ront conduire  à  des  propositions  d'un  haut  intérêt  pour 
l'Analyse. 


Gottingen,  juin  1880,  p.  44^-  (Traduit  en  français,  Bulletin  de 
M.  Darboux,  2e  série,  t.  IV.) 

4°  Journal  fur  die  reine  und  angeivandte  Mathematik,  Bd.  90, 
p.  71.  (Aussi  dans  le  Bulletin  de  M.  Darboux,  2e  série,  t.  IV.) 

5°  Abhandlungen  der  K.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Gottingen,  1881.   (Bulletin  de  M.  Darboux,  t.  V.) 

6°  Sitzungsberichte  der  K.  Akademie  der  Wissenschaften  zu 
Berlin,  i883,  I,  p.  507. 

70  Le  Mémoire'  de  M.  Fuchs,  inséré  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt,  t.  70,  p.  177,  a  aussi  quelques  rapports  avec  les  Mémoires 
cités. 
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»  A.  On  sait  quelle  lumière  a  été  portée  sur  la  théorie 
générale  des  équations  algébriques,  par  l'étude  de  ces 
équations  spéciales  auxquelles  conduit  la  division  du 
cercle  en  parties  égales,  et  la  division  par  un  nombre 
entier  de  l'argument  des  fonctions  elliptiques.  La  trans- 
cendante si  remarquable  qu'on  obtient,  en  exprimant  le 
module  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  par  le 
quotient  des  périodes,  mène  semblablement  aux  équa- 
tions modulaires  qui  ont  été  l'origine  de  notions  entière- 
ment nouvelles,  et  de  résultats  d'une  grande  importance, 
comme  la  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré. 
Mais  cette  transcendante  n'est  que  le  premier  terme, 
le  cas  particulier  le  plus  simple  d'une  série  infinie  de 
nouvelles  fonctions  que  M.  Poincaré  a  introduites  dans 
la  Science  sous  la  dénomination  de  fonctions  fuclt- 
sieîines,  et  appliquées  avec  succès  à  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires  d'un  ordre  quelconque. 
Ces  fonctions,  qui  ont  donc  dans  l'Analyse  un  rôle  dont 
l'importance  est  manifeste,  n'ont  pas  été  considérées 
jusqu'ici  sous  le  point  de  vue  de  l'Algèbre,  comme  la 
transcendante  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques, 
dont  elles  sont  la  généralisation.  On  propose  de  combler 
cette  lacune  et  de  parvenir  à  de  nouvelles  équations  ana- 
logues aux  équations  modulaires,  en  étudiant,  ne  serait- 
ce  (jue  dans  un  cas  particulier,  la  formation  et  les  pro- 
priétés des  relations  algébriques  qui  lient  deux  fonctions 
fuchsiennes,  lorsqu'elles  ont  un  groupe  commun. 

»  Dans  le  cas  où  aucun  des  Mémoires  présentés  pour 
le  concours  sur  un  des  sujets  proposés  ne  serait  trouvé 
digne  du  prix,  ce  dernier  pourra  être  adjugé  a  un  Mé- 
moire mis  en  concours,  contenant  la  résolution  complète 
d'une  question  importante  de  la  théorie  des  fonctions, 
outre  celles  proposées  par  la  Commission. 

»  Les  Mémoires  présentés  au  concours  devront  être 
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munis  d'une  épigraphe,  ainsi  que  du  nom  et  de  l'adresse 
de  Fauteur,  sous  pli   cacheté,  et  adressés   au  Rédacteur 
en  chef  des  Acta  Mathematica,  avant  le  icr  juin  i  8 8 S . 

»  Le  Mémoire  auquel  Sa  Majesté  daignera  décerner  le 
prix,  ainsi  que  d'ailleurs  le  ou  les  Mémoires  que  la 
Commission  estimera  dignes  dune  mention  honorable, 
seront  insérés  dans  les  Acta  Mathematica,  et  aucun 
d'entre  eux  ne  doit  être  publié  auparavant. 

))  Les  Mémoires  peuvent  être  rédigés  dans  telle  langue 
que  l'auteur  voudra  choisir;  mais,  comme  les  Membres 
de  la  Commission  appartiennent  à  trois  pays  différents, 
l'auteur  doit  réunir  à  son  Mémoire  originaire  une  tra- 
duction française,  si  le  Mémoire  n'est  pas  déjà  écrit  en 
français.  S'il  n'y  a  pas  de,  telle  traduction,  l'auteur  doit 
accepter   que  la   Commission  en  fasse  faire  une  à  son 

usage. 

»   La  Rédaction  des  Acta  Mathematica.   » 


Lettre  de  M.  A.  Mathieu,  ancien  colonel  ci  artillerie .. 

Veuillez  me  permettre  de  faire  remarquer  que  la  con- 
jugaison isogonale  de  deux  points,  dont  il  est  parlé  dans 
un  article  de  M.  d'Ocagne,  inséré  au  numéro  d'août  1 885 
des  Nouvelles  Annales,  est  identique  avec  Je  premier 
des  quatre  modes  de  conjugaison  de  deux  points,  ou  d'un 
point  et  d'une  droite,  dont  j'ai  fait  connaître  certaines 
propriétés  dans  ce  Journal,  en  i8()5  (2e  série,  vol.  IX  ), 
par  trois  articles  publiés  sous  ce  titre  :  Etude  de  Géo- 
métrie comparée.  J'avais  dénommé  ce  mode  de  conju- 
gaison :  Inversion  trilinéaire,  terme  auquel  je  ne  tiens 
d'ailleurs  aucunement;  les  théorèmes  restent,  et  c'est 
l'essentiel. 

J'ai  été  empêché  par  mes  occupations  de  donner  la 
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suite  que  j'entrevoyais  à  ees  méthodes  de  transforma- 
tion, dans  lesquelles  la  construction  d'une  conique,  par 
points  ou  par  tangentes,  est  ramenée  à  la  détermination 
d'une  droite  qui  est  la  conjuguée  ou  d'un  point  qui  est 
le  conjugué  de  la  courbe }  mais  je  puis  assurer  aux  lec- 
teurs des  Nouvelles  Annales,  que  le  sujet  pourrait  inté- 
resser, qu'ils  ne  perdraient  pas  leurs  peines  en  le  tra- 
vaillant. 

Je  vous  demanderai  de  vouloir  bien  faire  rectifier, 
par  errata,  plusieurs  fautes  d'impression  qui  dénaturent 
quelques-unes  des  formules  de  mon  Mémoire  de  i865. 

J'ai  l'honneur,  etc. 


Errata  au  Tome  IV  de  la  deuxième  série  des  «  Nouvelles 

Annales  ». 

Page  \q2.  —  Au  lieu  de  (p,  q)  le  centre  du  cercle  conscrit  au 
triangle,  lisez  (P,  Q)  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 

Par  suite,  l'équation  de  la  ligue  conjuguée  ou  inverse  de  la  «unique 
doit  s'écrire 

(y  —  Q  )  cos  (  a  -'-  a'  +  a"  ) 

M  +  \ 

—  (  #  —  P  )  si  n  (  a-4-  a  -i-  a   )  H-  H  — =  o. 

Même  page  —  Les  formules  (2)  doivent  être  remplacées  par  les 
suivantes  : 


'0 


1    1        8,8,8,  /  a        \-«  /A        \-» 


Page  534.  —  Au  lieu  de 


M  M 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   1449 

(voir  V  série,  t.  Il,  p.  ?.««  i  ; 

Par  M.  Louis  M.... 

La  somme  des  restes  du  nombre  entier  77,  divisé  par 
chacun  des  nombres  entiers  qui  le  précèdent,  augmentée 
de  la  somme  des  diviseurs  des  nombres  non  supérieurs 
à  72,  est  égale  à  n2.  (E.  Cesaro.) 

Soient  </<,  q2,  .  .  • ,  (jn  les  quotients,  et  r*,  7-2,  ■  .  .,  7'„ 
les  restes  obtenus  en  divisant  «  successivement  par  i , 

2,    .  ..,    77. 

On  a 

7i  =  qx.\   h-  /-,, 

/>    =   </2-^    ■+"  7^2? 


71  =  ÇT„.7?   +  7-„. 

Ajoutons  ees  77  égalités;    il  vient,   en  observant   que 
/'//  =  o, 

/iî=^1.i+çî,2+...+  5'B.rt-r-r1+r2  +  ...4-  rn-x. 

D'après  les  égalités  ei -dessus,  la  suite  des  nombres 

r,  2,  3,    .  .*,   n 

contient  </,  termes  divisibles  par  i,  q2  termes  divisibles 
par  2,  .  .  . ,  et,  pour  finir,  qn  termes  par  n.  La  somme 
de  tous  les  diviseurs  de  cette  suite  est  donc 

?,.!-+-  q^.-y.  -+-.  .  .'-+-  qnn. 

L'égalité  précédente  démontre  ainsi  le  théorème. 

Note.  —  M.  Moret-Blanc  a  résolu  la  même  question. 


Ami.  de  Matlu-mat.,  3e  série,  t.  IV  (Octobre  i885).  3l 
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Question   1509 

(voir  3"  série,  t.  III,  p.  ig  •,. 

Par  M.  F.  PISAM. 

ABC  étant  un  tricniglc  donné,  on  joint  ses  sommets 
à  un  point,  O,  de  son  plan,  par  des  lignes  droites  qui 
coupent  les  côtés  BC,  CA,  AB  en  A',  B',  C;  soient 

a  le  milieu  cfe  BC;     a'  le  milieu  de  AA'; 
b  »  CA;     b'  »  BB'; 

c  »  AB  ;     c'  »  CC'  ; 

les  trois  droites  aa' ,  bb\  ce'  concourent  en  un  point  M. 
centre  de  la  conique  qui  touche  les  côtés  du  triangle 
aux  points  A',  B',  C'. 

Cela  posé,  on  a  la  relation 

OA.OB.OG  Ma.M6.Mc       ,,. 


OA'.OB'.OG'  ~~  Ma'. Mb' Me' 

(H.  Schuôter.) 

i°  Les  points  c,  b1 ',  a,  milieux  de  AB,  BB',  BC,  sont 
sur  la  droite  «c,  parallèle  à  AC,  et  l'on  a 


cb' 

AB' 

b'a 

=  B'C' 

de  même 

ac'        BC 
c  b        C'A 

ba'        CA' 

et    a'c~\n; 

d'où 

(  b' .ac' .ba' 

AB'.BC'.CV 

-rrr-, rr~. r-rr  =  1 

b'a.c'b.a'r         \\  CM  A.  \   I! 


donc  les  trois   droites  aa\  h  h' ',   ce'  concourent    en  un 
même  point  M. 

(•)  Le  lecteur  est  prié  <!«•  faire  la  Ggure 
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2°  Pour  démontrer  que  le  point  M  est  le  centre  de  la 
conique  qui  touche  les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle 
aux  points  A',  B',  C,  remarquons  qu'en  prenant  pour 
axes  des  x  et  des  y  les  droites  AC,  AB,  et  désignant  par 
a,  ê,  y  les  cotés  BC,  CA,  AB  du  triangle,  les  équations 
de  bb\  ce'  sont. 

(AB' —  &)y  —  Y-r  -+-  |6y  =  o, 

—  êj  H-  (AC-  y)x  h-  |6^  ==  o; 

d'où  l'on  tire,  entre  les  coordonnées  x,  j'  du  point  M, 
commun  à  ces  deux  droites,  l'équation 

AB'.j  — AC'.r  =o, 

qui  représente  la  droite  AM. 

D'autre  part,  l'équation  de  la  droite  B'Cf  étant 

x  y 

AB'  +  ÂG7  "  !  =  °' 

les  coordonnées  du  point  de  rencontre  des  droites  A  M  et 

ff  C  sont 

,r  =  {AB',    j  =  |AC\ 

ce  qui  montre  que  la  droite  AM  passe  par  le  milieu  de 
la  corde  des  contacts,  B'C,  des  tangentes  AC,  AB;  donc 
la  droite  AM  est  dirigée  suivant  un  diamètre  de  la  co- 
nique qui  touche  les  côtés  du  triangle  ABC  aux 
points  A',  B',  C. 

Il  est  clair  que  les  droites  BM,  CM  sont,  de  même, 
dirigées  suivant  des  diamètres  de  cette  courbe  5  par  consé- 
quent, le  point  M  est  le  centre  de  la  conique  tangente 
aux  côtés  du  triangle  ABC,  aux  points  A',  B',  C  . 

3°  Les  triangles  ABA',  BCB',  CAC  étant,  respective- 
ment, coupés  par  les  transversales  CC,  AA',  BB',  011  a 

OA.A'G.BG=:  OA'.BC.G'A, 
OB.B'A.GA'=  OB'.AC.A'B, 
OG.G'B.AB'=  OC'.BA.B'C: 
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d'où 

QA.OB.OG  AB.BG.GA    A'B.B'C.C'A 

OA'.OB'.OC'  ==  AB'.BC'.CA'   AB'.BG'.GA' 

Mais 

A'B.B'C.C'A 

AB'.BG'.GA'   _I  : 

donc 

OA.OB.OG  AB.BG.CA 

(0 


OA'.OB'.OC'        AB'.BG'.GA' 

On  ferait  voir  de  même  que,  dans  le  triangle  abc,  on  a 

M  a  Mb. Me  ab.be. ca 

M  a'.  M  6'.  Me'  ~=  ab'.bc'.ca' 

et,  par  suite, 

Ma.M6.Mc  iab.ibc).ca  AB.BG.CA 


(2) 


Ma'. Mb'. Me   "  <iab' .ibc' .ica'  ""  AB'.BC'.CA 

Les  relations  (i)  et  (2)  donnent 

OA.OB.OG  Ma.Mb.Mc 

OA'.OB'.OC7  ~~~~  Ma'.Mb'.Mc'; 

c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Note.  —  La   même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc, 
Goffart,  et  Louis  M.... 


Question  1515 

(voir    .1*    série,    t.    III,    p.   543); 

Par  M.  E.  BARISIEN. 

On  donne  une  ellipse  ;  les  normales  à  cette  ellipse 
aux  points  P,  (^  se  rencontrent  en  II,  de  telle  sorte  ipie 
les  droites  OU  et  Vi^)  sont  également  inclinées  sur  les 
axes,  O  étant  le  centre  de  V ellipse.  On  demande  de 
démontrer  : 
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i°  Que  la  peu  lie  de  Vi,),  comprise  entre  les  axes,  est 
de  longueur  constante-, 

i°  Que  les  deux  autres  normales  menées  de  R  à  l'el- 
lipse forment  entre  elles  un  angle  droit. 

(  WOLSTEJNHOI.ME.) 

i°  Soient  (^'i,J'«)  et  (x2)  )r*)  les  coordonnées  des 
points  P  et  Q;  (a,  ê)  les  coordonnées  du  point  R} 

(i)  a*y*-)rb*x*—a?b* 

l'équation  de  l'ellipse; 

(•2)  y  —  nix  -+-  n 

l'équation  de  la  droite  PQ. 

INous  allons  chercher  la  relation  qui  lie  les  coeffi- 
cients m,  72,  en  exprimant  que  la  droite  OR  a  pour  coef- 
ficient angulaire  —  m. 

Le  point  R  étant  à  l'intersection  des  deux  normales 
PR,  QR,  on  a,  entre  ses  coordonnées  a,  ê,  les  relations 

a-yi  a  —  blx{%  =  c^Xiyx     et     a-y^y.  —  b-x-i'o  =  c2x.2y<z, 
qui  donnent 

_  c2 x\x*(y\—y*)      g  =  c27ij2(^i— oc%)  m 

"  a*(xtfi  —  xxyi)*  ^(x^yi  —  Xiy.2)' 

Mais 

yj  =  m  xv  -f-  n     et    y2  =  mx2  -+-  n  ; 
d'où 

71-/2=^(^1  —  ^2)     et     xtyY— xxyt  =  — n{x{  —  xt), 

et  par  suite 

—  c2  ni  c2 

a  = xs  x2       et       ê  =  —  -7- — .  y,  y2 , 

S  a2      jija 


a        £2m    a?!^ 
D'autre  part,    la  résolution  des  équations  (i)et(2) 
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conduit  à 

(  a2  m2  —  b2  )  x2  —  2  a2  nui  x  —  a2  (  /i'2  —  62  j  =  o, 
(  a2  m2  +  62  )j2  —  2  6*  ;ij  -+-  62  (  «2  —  a2  m2  )  =  o  ; 

il  en  résulte 

a2(  n2  —b2)  b2(  ri*  —  a2  m  »  » 

*»**-    a2m2-b2  '     yxyî~       a2m2-b2 

et 

>!  72         6*(  /*2 —  a2  m2  ) 
xxx-2  a-(n2 — b'2) 

Le  coefficient  angulaire  de  OR  est  donc 

o  /?2 —  a2  m2 


a         nun2—b2) 
En   exprimant  que  ce  coefficient  est  égal  à  — m,  on  a 


/i-  —  a-  ni1 

=  —  />* , 


m(  n2—  b2  ) 

V      ' 
U  OU 

(3)  '  m2  --  i  )/i2  =  (a2^_  b2)/n2. 

Or  la  droite  PQ  coupe  les  axes  en  des    points  dont 
les  distances  au  centre  O  de  l'ellipse  ont,  respectivement, 

pour   valeurs    —  —     et    n  :    il    s'ensuit     que    la   partie 

de  PQ  comprise  entre  les  axes  est  égale  à 


m- 


1/  —  -»-/*»  =    -4/    I 
\      m-  ?>}  \ 

Mais,  d'après  l'équation  (3  . 

-  \/i  -r-  m2  =  v/«2-+-  />*  : 

donc  la  partie  de  PQ  comprise  entre  les  axes  est  de 

longueur  constante  ^  n-  -+-  /»-'. 

>."   Formons  l'équation  du  quatrième  degré  qui  donne 


(  479  ) 
les  coefficients  angulaires  des  quatre  normales  à  l'ellipse, 
issues  du  point  H  (a,  ê).  Il  faut,  à  cet  effet,  éliminer  x 
et  )  (Mitre  les  équations 


u.  = 


x  —  a 
a  -  y.y  —  b"2&x  =  c2xy, 
a2y2-^b2x2  =  a262, 

u  représentant  le  coefficient  angulaire  de  la  normale. 
Le  calcul  conduit  à  l'équation 

\   6* oc*.  [A*  —  2  62aê[A* 

j       _h(6262+<22a2—  c*)|A2  —  2a2a6[ji.-i-  a2ê2  =  o. 

Si  [i-!  et  fju  sont  les  coefficients  angulaires  des  nor- 
males PR,  QR,  et  [a3  et  [A4  les  coefficients  angulaires 
des  deux  autres  normales,  on  a,  d'après  l'équation  (4), 


(5) 

\M< 

■  \J-. 

1 .  [A3  .  |A4  == 

a-o1 
b2*2 

a2  /g 

"  P  u 

or 

(9 

w, 

par  con 

seque 

ut 

(6) 

(J.,.;j.2.(j.3. 

[A4  = 

a2  m 2 

62 

Mais 

donc 

!J-i 

1       &2^' 

[As 

a* v i  V)        «2  /  n2  —  a2  m2  \        —  a2  m2 
!Xl,{J-2==  b^x~l=  P  V     "2— £2    /  ~  ~~^i~ 

En  tenant  compte  de  cette  valeur  de  ^[Ao,  la  rela- 
tion (6)  donne 

(*3  •  V-k  —  —  1 1 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Afate.    —    M.  Launoy,  professeur  au  lycée  du  Puy,  et  M.  Juhel- 
Renoy,  ont  résolu  la  même  question. 
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Question  1516 

(voir  3"  série,  t    111,  p.  544); 

Fak  MM.  G.  DROUOT  et  H.  BAGARD, 

Élèves  du  lycée  de  Bar-le-Duc  (Mathématiques  spéciales). 

On  mène  La  normale  en  un  point  P  d'une  ellipse 
donnée  ;  celte  normale  coupe  les  axes  aux  points  Q,  R  ; 
sur  QR  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle  ;  par  un 
point  quelconque.  S,  de  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  P,  on  mène  des  tangentes  à  ce  cercle  :  démontrer 
que  la  corde  de  L'ellipse  qui  passe  par  les  points  de 
contact  som-tend  un  angle  droit,  au  point  (P)  (1). 

(  WoLSTEW  HOLME  .  ) 

Ou  sait  que  les  polaires  des  divers  points  de  la 
droite  PS,  par  rapport  au  cerele  considéré,  passent  par  un 
point  fixe  A,  pôle  de  PS,  situé  sur  la  normale  en  P  à 
l'ellipse,  et  qui  contient  le  centre  du  cercle. 

Or,  d'après  le  théorème  de  Frégicr,  la  corde  inter- 
ceptée sur  l'ellipse  par  les  côtés  d'un  angle  droit  ayant 
son  sommet  P  sur  la  courbe,  passe  par  un  point  iixe  de 
normale.  Et  inversement,  toute  corde  de  l'ellipse  oui 
passe  par  ce  point  iixe  sous-tend  un  angle  droit  au 
point  P. 

Donc,  si  nous  démontrons  que  la  corde  correspondant 
dans  l'ellipse  à  la  polaire  d'un  point  particulier  S  de  PS 
sous-tend  un  angle  droit  au  point  P,  la  question  sera 
résolue  (  - ). 


(')  Le  lecteur  esl  prié  <l<'  faire  la  figure. 

(J)  Parce  qu'il  sera  ainsi  démontré  que  le  pôle  \  esl  le  point  <»ù 
la  normale  esl  rencontrée  par  lea  cordes  de  l'ellipse  qui  soos-tendeni 
des  angles  droits  en  I' • 
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Considérons  1(3  point  S  pour  lequel  la  polaire  relative 
au  cercle  est  un  diamètre  HL  de  l'ellipse. 

Soient  C  le  centre  du  cercle  décrit  sur  QR  comme 
diamètre,  et  O  le  centre  de  l'ellipse. 

On  a 

(i)  CA.CP  =  CQ  =  CO,      d'où     ^  =  ^p.; 

il  s'ensuit  que  les  triangles  CAO,  COP  sont  semblables; 
leur  similitude  donne 

OA       CA        GA 
ÔP  ~  GO  ~  GQ' 

D'autre  part,  on  a,  d'après  la  relation  (i), 

GA   CQ   CQ  — GA   AQ         OA   AQ 

GQ  ~  GP  ~  GP  —  GQ  "~  QP  :     C  OP~QP' 

ce  qui  montre  que  la  droite  OQ  est  bissectrice  de  l'angle 
AOP,  par  conséquent  OP  =  OL  (*). 

Or,  OP  est  la  médiane  du  triangle  HPL;  donc  ce 
triangle  est  rectangle  en  P,  et  la  proposition  est  démon- 
trée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.   Moret-Blanc, 
Launoy,  professeur  au  lycée  du  Puy,  Jnhel-Bcnoy  et  Barisien. 


Question  1524 

(  voir  3*  série,  t.  IV,  p.  164); 

Par  M.  l'abbé  A.  GENEIX-MARTIN. 

i°  Les  points  où  les  arêtes  d'une  des  faces  d'un 
tétraèdre  sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs 
extérieurs  des  dièdres  opposés  sont  en  ligne  droite; 

(l)  C'est  une  égalité  que  l'on  peut  effectivement  conclure  de  ce 
que  les  demi-diamètres  OP,  OL  de  l'ellipse  forment  des  angles 
égaux  avec  l'un  des  deux  axes  de  la  courbe. 
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2°  Cette  droite  est  dans  le  plan  déterminé  par  les 

points  ou  les  trois  autres  arêtes  sont  rencontrées  par  les 

plans  bissecteurs  intérieurs  des  dièdres  opposés. 

(E.  Cesaro.) 
s 


i"  Soient  R,  P,  Q  les  points  où  les  arêtes  de  la 
face  ABC  sont  rencontrées  par  les  plans  bissec teins 
extérieurs  des  dièdres  opposés. 

Le  plan  bissecteur  cl  un  angle  dièdre  d'un  tétraèdre. 
divise  V arête  opposée  en  deux  segments  proportionnels 
aux  faces  adjacentes.  Le  théorème  est  vrai  aussi  pour 
le  plan  bissecteur  d'un  angle  extérieur  au  tétraèdre. 
(  Voir  solutions  des  problèmes  d'Amiot,  édition  i8^3, 
p.  25o.) 

D'après  ce  théorème,  on  a 


PB 
PC 


ASB 


RC 
RA 


BSC 


QA 

on 


ASC 


ASC        RA        ASB' 
d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 
PB.RC.OÀ        ^SB.BSC.  VSC 


PC.RA.QB  "  ASG.ASB.BSC 


i . 


Donc,   d'après   le  théorème   de   Me  né  1  au  s,  les    trois 
points  P» .  P,  O  sont  en  ligne  droite. 


%Q  Soi V- ni  M.  \  .  0  les  points  où  l< is  arêtes  SA, SB,  SC 
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sont  rencontrées  par  les  plans  bissecteurs  intérieurs  des 
dièdres  opposés.  On  a 

RG   BSG   MA    ABC   OS   ASB 


'    TTT^  —  TTTFi  > 


RA  "  ASB   MS  "  BSC   OC 
d'où 

RG.MA.OS   BSG.  ABC.  ASB 


RA.MS.OG  "  ASB.  BSG.  ABC 


=  i; 


donc  les  trois  points  O,  M,  R  sont  en  ligne  droite.  On 
prouverait  de  même  que  P  est  sur  le  prolongement 
de  ON,  et  Q  sur  le  prolongement  de  MN.  Donc  la 
droite  RPQ  est  dans  le  plan  MNO.  Ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Valeri.  professeur 
au  lycée  royal  de  Modène. 


Question  1533 

(voir  3e  série,  t.  IV,  p.  391); 

Par  M.  J.   ROMERO,  à  Aranda  de  Ducro. 

71  étant  un  nombre  entier  positif) 

3-2«+3_+_  40  n  —  27 

est  divisible  par  64- 

(  WOLSTEWHOLME.) 

On  peut  énoncer  la   proposition    sous   la    forme  sui- 
vante, plus  générale  : 

//  et  p  étant  deux  nombres  entiers  positifs 
a2u+PH-i+(a2_I)(a2_  a  _T)7l_  a^P+K 

est  divisible  par  (a2  —  i  )2 . 

En  effet,  si  Ton  attribue  a  n  les  deux  valeurs  entières 
et  positives  m  et   m-j—i,  on  aura,  par  soustraction,   la 
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congruence 


(i)       a(a°-— i)[ai(»l+P>— i]-^(  a*-— i)ï  =  o,     [mod.(a2  —  i)2]. 

D'autre  part,  pour  n  =  1 ,  ou  a 

(2)      fl(a2-i)(a2/'-i)+(a2-i)2  =  o,     [mod.(a2— 1)2]; 

par  conséquent,   la   propriété    énoncée  aura   lieu    pour 
toutes  les  valeurs  entières  positives  de  n  (  *  ). 

Noie.  —  MM.  Moret-BIanc,  Juhel-Renoy  et  Fauquembergue  oui 
résolu  la  même  question. 

M.  Juhel-Renoy  a  démontré  cette  proposition  plus  générale  :  l'ex- 
pression 

(a  -+-  ])-'»+/'/  —  (ci2 H-  2a) ?i  —  (a  -+- 1)-/', 

dans  laquelle  a,n,p  sont  des  nombres  entiers  positifs,  est  divisible 
par  (a2 -h  1a)'1. 

M.  Fauquembergue  a,  de  même,  généralisé  la  proposition  de 
M.  Wolstenholme,  en  démontrant  le  théorème  suivant  : 

m  désignant  a'J —  1,  l'expression 

aw+a  _|_  (/x-m  _  a'J.  )  mn  _  aa 

est  divisible  par  m2, 
a,  a,  n,  k,  m  représentent  des  nombres  entiers  positifs. 


Question  1530 

(voir  3"  série,  t.  IV,  p.   391); 

Pab  M.  Giovani  RUSSO,  à  Gantazaro. 

Dans  la  parabole,  les  segments  déterminés  sur  deux 
/(///génies  issues  d'un  même  point  de  l'axe  par  deux 
tangentes  (Quelconques  sont  égaux.  (D'Ocagkk.) 

Soient  AB,  AC  les  tangentes  issues  d'un  point  A  de 


(')  On  peut  conclure  de  la  congruence  (1)  (pu-,  si  la  propriété 
énoncée  existe  pour  une  certaine  valeur  ///  de  n.  elle  aura  lieu 
encore  pour  la  valeur  m  -  1  de  n  el  la  congruence  (a)  montre  que 
«■elle  propriété  existe  pour  n  r;don<  elle  .»  lieu  pour  i<mii<-  valeur 
enl ière  posil i\ e  de  n  (  ''••) 


(  485  ) 
l'axe  de  la  parabole  considérée  (  '  )  :  DE,  FG  deux  autres 
tangentes  rencontrant  respectivement  AB  aux  points  D, 
F,   et  AG  aux  points  E,  G,  de  sorte  que  les  segments  dé- 
terminés sur  AB,  AG  sont  DF,  EG. 

On  sait  que,  dans  la  parabole,  la  projection  de  la  partie 
d'une  tangente  variable,  comprise  entre  deux  tangentes 
fixes,  sur  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe,  est  con- 
stante (2)  ;  donc,  en  désignant  par  HM  et  NL  les  projec- 
tions des  tangentes  DE,  FG  sur  la  droite  BG  qui  est  per- 
pendiculaire à  l'axe,  on  a 

HM  =  NL, 

et,  supprimant  la  partie  LM,  commune  à  ces  deux  pro- 
jections, il  vient 

HL  =  MN, 

c'est-à-dire  que  les  projections  des  segments  DF,  EG 
sont  égales  entre  elles.  En  outre,  les  deux  droites  DF, 
EG  sont  également  inclinées  sur  BC*,  par  conséquent, 
on  peut  conclure  l'égalité  des  segments  DF,  EG  de  l'éga- 
lité de  leurs  projections  HL,  MN.  c.   q.   f.   n. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1538 

(voir  3"  série,  t.  IV,  p.  391  ); 

Par  UN  ANONYME. 

L'aire  du  triangle  formé  par  les  centres  des  trois 
cercles  exinscrits  à  un  triangle  est  égale  au  produit 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 

(2)  Cette  projection  est  précisément  la  moitié  de  la  projection  de 
la  corde  des  contacts  des  tangentes  fixes  sur  une  perpendiculaire  à 
l'axe.  Cela  résulte  simplement  de  ce  que  le  diamètre  mené  par  le 
point  de  rencontre  de  deux  tangentes  divise  en  parties  égales  la 
corde  des  contacts.  (G.) 
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du  périmètre  de  ce  triangle  par   le  rayon  du  cercle 
circonscrit.  (Barisien.) 

Soient  M,  N,  P  les  points  où  les  bissectrices  AO,  BO, 
CO  des  angles  d'un  triangle  ABC  rencontrent  la  cir- 
conférence circonscrite  à  ce  triangle  ('),  et  O',  O",  Or// 
les  centres  des  trois  cercles  exinscrits,  respectivement 
tangents  aux  côtés  BC,  CA,  AB  ou  a1  b,  c;  je  vais 
d'abord  démontrer  que  les  points  M,  N,  P  sont  les  mi- 
lieux des  droites  00',  00",  00w. 

Dans  le  triangle  OBM,  chacun  des  deux  angles  BOM, 


OB.M  est  égal   à 


A  +  B 


;  donc  MB  =  MO  ;   mais,   le   tri- 


angle   OBO'    étant    rectangle    en    B,    MO'  =  MB;    donc 
M0'=  MO,  et  par  conséquent  le  point  M  est  le  milieu 
de  00'.   On  démontrerait  de    même  (pie  les    points   N, 
P  sont  les  milieux  des  droites  00",  OOw. 
Cela  étant,  les  égalités 


OM 


01 


^rOO' 


PIN 


£0*0'' 


-|00',     OIS  =  |00", 
donnent 

MX  =  £0'0",     MP  =  |Q'0OT, 

et,  par  suite, 

surf.  0'0"0'"=4MM>. 

Ileste  à  faire  voir  que,  eu  désignant  par  \\  le  rayon  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  el  par  xp  le  périmètre 
de  ce  triangle,  on  a 

surf.  \I\P  -  f/>.R. 

SoitC  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  Les 
rayons  CM,  C  \  (''tant  respectivement  perpendiculaires 
aux    milieux    des   cordes    BC,  CA,    l'angle    M(.  \    est    le 


(  •)  Le  lecteui  esl  prié  de  faire  la  ligure 


(  4«7  ) 
supplément  do  l'angle  C;  il  en  résulte 

surf.  C'MN  =  jR^sinC  =  *  RsinC  x  I'»  -  \«\\. 

On  aura  de  même 

G'MP  =|6R,     C'NP  ~\aR; 
donc 

C'MN  +  C'MP  +  C'NP,     ou      MNP=/?R. 

2 
C.     Q.     F.     I). 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc;  Juliel- 
Renoy;  A.  Bussani,  professeur  au  ]}rcéc  de  Padoue. 

QUESTIONS. 


1546.  Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  trois 
rayons  vecteurs  faisant  entre  eux  des  angles  égaux,  et 
en  leurs  milieux  on  élève  des  perpendiculaires  qui,  en 
se  rencontrant,  forment  un  triangle  équilatéral. 

Démontrer  que  le  lieu  du  centre  et  l'enveloppe  du 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle  sont  des  cercles. 

(E.  Fauquembergtje.) 

1547.  Soient  AA',  BB'deux  diamètres  conjugués  dune 
ellipse-,  MM'  un  diamètre  quelconque  :  les  pôles  des 
quatre  droites  MA,  MA',  M'B,  M'B'  sont  situés  sur  une 
hyperbole  qui  passe  par  le  centre  de  l'ellipse,  et  est  tan- 
gente, en  ce  point,  au  diamètre  MM';  le  centre  de  cette 
courbe  est  situé  sur  l'ellipse,  et  ses  asymptotes  sont  pa- 
rallèles aux  droites  AA',  BB',  respectivement. 

(Gewty.) 

1548.  Prouver  que 

(Catalan.) 
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v  1519.  Une  ellipse  de  grandeur  invariable  (demi-axes 
<7,  b)  se  déplace  de  façon  à  rester  tangente  à  une  droite 
donnée  en  un  point  donné;  démontrer  que  le  lieu  géo- 
métrique du  centre  de  cette  ellipse  est  une  courbe  fermée 
du  quatrième  degré,  dont  l'aire  a  pour  expression 

(E.  Bvrisien.) 

1550.  Etant  donnés  un  cercle  fixe  et  une  droite  tour- 
nant autour  d'un  point  fixe,  on  considère  un  cercle  de 
rayon  constant  tangent  au  cercle  et  à  la  droite;  on  de- 
mande le  lieu  du  point  de  contact  de  ce  cercle  et  de  la 
droite.  (D'Ocagme.) 

1551.  Trouver  une  courbe  plane,  telle  que  le  produit 
des  distances  d'un  point  fixe  à  deux  de  ses  tangentes  pa- 
rallèles soit  constant. 

Les  coniques  à  centre  sont  des  cas  particuliers. 

(Babbarim.) 

1552.  On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  équi- 
latère,  un  point  de  la  courbe  et  une  circonférence  tan- 
gente à  l'hyperbole;   déterminer  ses  axes  et  ses  foyers. 

(A....) 

1553.  Soient  A,  B,  «,  Z>,  c  des  nombres  entiers  posi- 
tifs, et  looa  -+-  io7>-\-c  divisible  par  ioA-j-B  :  dé- 
montrer que  cA-  —  b  AB  -f-  a  B2  est,  de  même.  di\  isible. 

(Cap.  P. -A.  Màcmahon,  R.  A.) 
Extrait  du  journal  anglais  :  The  educational  Tii 

ERRA Tl  M. 


Même  tome,  page   h"-  li^iu-  m.  ou  lieu  de  question   l.Vi.'i.  lùex 
question  15'i5. 
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PROPRIÉTÉS  ÉLÉMENTAIRES  DES  FAISCEAUX  E\  INYOLUTION, 
ET  LELR  APPLICATION  A  QUELQUES  PROBLÈMES  RELATIFS 
AUX  COURBES  DU  SECOND  ET  DU  TROISIÈME  DEGRÉ; 

Par  M.  J.-B.  POMEY. 


Soient  y~  .rtang a,  r  =  .r  tanga  les  équations  de 
deux  droites  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  les 
axes  étant  supposés  rectangulaires. 

Si,  entre  a  et  a',  il  existe  la  relation 

(i)  A  tanga  tanga'-!-  B(tang  a  -4-  tanga')  -4-  G  =  ô, 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes,  ces  deux  droites  sont 
dites  rayons  correspondants  d'une  involution. 

L'angle  a  deviendra  égal  à  l'angle  a',  et  le  couple  de 
rayons  correspondants  sera  dit  se  réduire  à  un  rayon 
double,  pour  les  valeurs  de  tanga  racines  de  l'équation 

(2)  A.r2-f-  9.  n.r  -h  C  =  o. 

Si  les  deux  valeurs  de  tanga  ainsi  obtenues  sont  ima- 
ginaires, elles  sont  conjuguées  si  A,  B,  C  sont  réels. 
Soient  a,  et  a.o  les  angles  dont  les  tangentes  sont  les  ra- 
cines x\  x"  de  (2).  Si  l'angle  a,  4-  a2  est  réel,  il  en  sera 

de  même  de  l'angle  — ->  et  cela  a  lieu  en  réalité,  car 

la  formule 

.  tançai -h  tan^a-i 

tang  (  otj  -+-  a,  )  = ■ — — 

[  —  tangcq  tangoe2 

ne  contient  que  la  somme  et  le  produit  de  deux  quan- 
tités imaginaires  conjuguées. 

Si,  dès  lors,  on  prend  pour  axe  des  x  la  direction  dé- 
finie  par   Tune   des    valeurs    de    — -,    l'autre    étant 

A  9. 

Ann.  de  Math ém fit.,  oe  série,  t.  IV.  (Novembre  i885.)  3». 


(  *9°  ) 
''  ~^  "'  H-  -3  l'équation  (i)  se  changera,  comme  on  le  voit 
aisément,  en  une  relation  de  la  forme 

A  tanga  tang  a' h-  C  =  o. 

Eu  elfet,  la  nouvelle  relation  entre  tanga  et  tanga' 
doit  encore  être  du  premier  degré  par  rapport  à  cha- 
cuue  de  ces  quantités-,  car  si,  auparavant,  à  un  rayon 
y  =  x  tanga  n'en  correspondait  qu'un  seul y  =  x  tanga', 
ee  n'est  pas  un  changement  d'axes  qui  peut  lui  en  faire 
correspondre  plusieurs.  La  relation  ne  doit  pas  non  plus 
perdre  sa  symétrie.  De  plus,  la  nouvelle  équation  (2) 
doit  manquer  du  second  terme  ;  car,  si  l'axe  des  x  est  la 
bissectrice  des  rayons  doubles,  les  valeurs  de  x  (x'elx"), 
réelles  ou  imaginaires,  doivent,  en  tous  cas,  être  égales 
et  de  signes  contraires. 

Soit  maintenant  ©2+ -  <pi  i  =  o  l'équation  d'une  co- 
nique, mise  sous  forme  d'une  somme  de  termes  homo- 
gènes en  x  et  jv,  o2  du  second  degré  et  cp,  du  premier 
degré,  t  étant  une  variable  introduite  pour  l'homogé- 
néité, cette  conique  passant  par  l'origine. 

Soit  alors  mx  ■+■ ny  =  t  l'équation  d'une  droite. 
L'équation  cp2-f-  <p,  (mx  -+-  ny)  =  o  est  l'équation  des 
deux  rayons  joignant  l'origine  aux  points  d'intersection 
delà  droite  et  de  la  conique.  Soit 

î  =  x  tang  a,    y  —  x  tang  a' 
ce  couple  de  rayons.  (  J11  a 
tanga      tanga' = 


tang  «  tang  x 


\  m     ■  B  n       C 

V  m  —  \ï  n  —  <:7' 
\  1  ///-'-  I>i  //        C] 


\  m       B'/i       C 
A,  B,  C,  A',  B',  (/.  A,.  B,,  (',  étanl  des  constantes;  ci 


(   l9  <    ) 
si  la  droite  passe  par  un  point  (ixe,  on  aura 

Ao  ///  -+-  \Un  +  Cj  =  o, 

A2,  B2,  C2  étant  des  constantes. 

Eliminons  /?/  et  n  entre;  ces  trois  équations,  il  vient 


A'  tanga  tanga' —  A  B' langa  tanga'— B  G'  tanga  langa'  —  C 

V  (tanga -h  tanga')  —  A,     B'(  tanga  -+•  tanga'  )  —  B,     C'(  tanga  h- tanga')  —  C, 

A,  B2  C, 


ou 


SA9 


B'  tan  ira  tanga' —  B 


G'  tanga  tanga'—  G 


B'(  tanga  -+-  tanga')  —  Bt      G'(  tanga  -h  tanga')  —  Ci 


=  <>, 


ou  en  (in 

-     A 2  tanga  tanga'( tanga  -+-  tanga') 

H-     A  9 


B'     G' 
B'     G' 


A 


-  B  G'  tanga  tanga' 

Bi     C'(ta/iga  -+-  tanga') 
B' tanga  tanga'  —G 


B'(tan 


tanga')     —G] 


A, 


—  B       —  G 
-B,     -G, 


=  o. 


Le  premier  déterminant 


B'  G' 

B'  G' 


étant  nul,  cette  rela- 


tion est  de  la  forme  (i),  et  le  couple  de  rayons  fait 
partie  d'une  involution.  En  faisant  tourner  les  axes,  la 
relation  (i)  peut  être  ramenée  à  la  forme 

tanga  tan  g  a'  =  const. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  pour  a  =  o,  on  a  a'  -—  90°, 
et  que  les  nouveaux  axes  sont  un  couple  de  rayons 
correspondants  rectangulaires.  Cela  prouve,  en  pas- 
sant, que  le  couple,  ordinairement  unique,  de  rayons 
correspondants  rectangulaires  est  formé  par  le  système 
des  bissectrices  des  rayons  doubles  réels  ou  imaginaires. 
Si  nous  supposons  que,  en  dehors  de  ce  couple,  il  y  eu 
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ait  un  autre  qui  soit  rectangulaire,  on  aura 
tanga  tang  a' =  —  i, 

et  la  constante  devenant  égale  à  — i,  tous  les  couples 
sont  rectangulaires.  Mais  parmi  ces  couples  rectangu- 
laires se  trouve  celui  qui  est  formé  par  la  tangente  et  la 
normale  à  la  conique.  Or  cette  remarque  prouve  que  le 
point  fixe  par  où  passe  la  droite  mx  -f-  ny  =  t  est  sur 
la  normale. 

Réciproquement,  si  les  deux  droites  représentées  par 
'^2-+-  '^i  (mx  H-  ny)  =  o  sont  rectangulaires,  en  remar- 
quant que  les  coefficients  de  x2  et  de  j  2  sont  du  premier 
degré  en  m  et  w,  on  a  une  condition  de  la  forme 

A  m  —  B  n  -+-  G 


A'/n  +  B'/i+C 


relation  qui,  étant  du  premier  degré  en  m  et  /z,  prouve 
que  m x  -+-  ny  ==  t  passe  par  un  point  lixc,  lequel  est 
évidemment  sur  la  normale  (théorème  de  Frégier). 

Considérons  maintenant  une  courbe  du  troisième  degré 
à  point  double.  Mettons  l'origine  au  point  double,  et  soit 
œ3  -f-  3..f  =  o  l'équation  de  cette  courbe  mise  sous  forme 
d'une  somme  de  termes  homogènes  en  x  et  y,  <p8  étant 
du  troisième  degré,  ^2  du  second,  et  t  étant  une  variable 
introduite  pour  l'homogénéité.  Si  mx  -f-  ny  =  f  est  une 
droite  quelconque,  l'équation 

est  celle  des  rayons  vecteurs  menés  du  point  double  aux 
points  d'intersection  de  la  droite  considérée  avec  la 
courbe.  Si  a.  a',  y."  son!  leurs  angles  avec  Taxe  des  .r  et 
qu'on  poae 

s,      tanga  h  tang  %'      tang  -x  . 

S 2  *  =  tanga  tang  x1  ■+■  i  ;m  u  x'  tang  x"-+  tang  s  taag  a. 

S  ■;    :  tang  a  I  n  î i  l;  a'  tang  s  . 
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ou  aura 


A  m  ■+■  B  n  -+-  G 
l~  A'm+B'/i  +  G1' 

At  m  -+-  Bt  ;i  -+-  G, 
"Â'mH-Ji'/i-hC  ' 

A2w-+-  B2w  -+-  G2 
A'/n-h  B'/n-C  ' 


52  = 

53  = 


A,  B,  C,  A',  B',  C,  A,,  B,,  C,,  A8,  B2,  G2  étant  des  con- 
stantes qui  dépendent  de  l'équation  de  la  courbe;  d'où 


A'St—  A     A'S2— Aj     A'S3—  A2 
B'Si— B     B'S,— B,     B'S3— B2 

G  h|  —  G      C  bj  —  Ci      Ci  03 —  Ci2 


=  o. 


Le  premier  membre  se  décompose  en  une  somme  de  dé- 
terminants partiels.  Le  premier 

A  3j     A  o2     A  03 
B'St     B'S2     B'S3 

L  5]        (j  Oo        Ci   o  3 

est  nul,  comme  ayant  les  éléments  de  ses  trois  colonnes 
proportionnels.  Les  déterminants  qui  contiennent,  dans 
deux  colonnes,  respectivement  S,  et  S>  ou  S2  et  S3  ou 
S3  et  S,  sont  nuls,  comme  ayant  les  éléments  de  deux 
colonnes  proportionnels.  11  reste  donc  une  relation  delà 

forme 

MSi+NSa+PSa+Q^o, 

où  M,  N,  P,  Q  sont  des  constantes.  Si  je  suppose  a." 
constant,  un  des  points  d'intersection  de  mx  -f-  nj  =  t 
lie  varie  pas,  et  la  relation  entre  a  et  a'  est  une  relation 
d'involulion.  De  plus,  on  conclut  de  là  que,  si,  par  un 
point  d'une  courbe  du  troisième  degré  à  point  double, 
on  peut  faire  passer  deux  cordes  qui,  limitées  à  leurs 
deux  autres  points  d'intersection  avec  la  courbe  du  troi- 
sième degré,  soient  vues  du  point  double  sous  un  angle 
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droit  chacune  respectivement,  il  en  est  de  menue  de 
toute  autre  corde.  J'ajouterai  que  ce  point  existe  et  qu'il 
est  unique.  En  elïët,  la  relation  d'involutionpeut  prendre 
la  forme  A  tanga  tanga' -f-  C  =  o.  Or,  comme  dans  cette 
relation  tanga"  n'entre  qu'au  premier  degré,  la  condition 
A  +  C  =  o  est  du  premier  degré  en  tanga".  Il  n'y  a  donc 
qu'une  direction  a",  et  à  cette  direction  ne  correspond 
qu'un  point  sur  la  courbe  du  troisième  degré,  puisqu'il 
est  évident  qu'on  doit  faire  abstraction  du  point  double 
lui-même. 

Supposons  maintenant  que  l'origine  ne  soit  pas  au 
point  double  et  soit  pourtant  sur  la  courbe.  On  aura 
pour  équation 

9ij  V21  <Pi  étant  homogènes  en  x  et  y  et  respectivement 
des  degrés  3,2,  i .  Si  je  suppose  que  t  y  représente  le  bi- 
nôme mx  -f-  ny,  cette  équation  représentera  l'ensemble 
des  rayons  vecteurs  d'intersection  de  mx  +  ny  =  t  avec: 
la  courbe  du  troisième  degré.  Si,  entre  les  inclinaisons 
de  ces  rayons  vecteurs,  il  y  a  la  relation 

on  aura 

tanga  -f-  tanga' -h  tang %"  =  tanga  tanga'  tanga", 

relation  linéaire  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équa- 
tion cubique  des  rayons  vecteurs  et,  par  suite,  du  second 
degré  en  m  et  n.  11  en  résulte  que  la  droite  mx  /n  =/ 
enveloppe  une  conique. 

Si,  par  un  point  M  d'une  conique,  on  l'ait  pivoter  un 
angle  droit,  la  corde  d'intersection  des  cotés  de  cet  angle 
et  de  la  conique  pivote  elle-même  autour  d'un  point  N 
de  la  normale.  Si  O  est  le  centre  de  la  conique,  la  droite 
OS  est  rime  de  ces  cordes.  Ces!  un  diamètre  \Bcle  la 
conique,  teJ  que,  si  l'on  construis   sur  lui  comme  dia- 


X* 

h 

ÏÎŒ| 

X  —  x 

Y  -  r 

X 

y 

~â? 

ZTa 

X 

Y 

—     = 

j 

X 

— y 
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mètre  un  cercle,  ce  cercle  passera  par  le  point  M,  et  les 

droites  AB  et  MO  sont  un  couple  de  sécantes  communes 
au  cercle  et  à  la  conique.  Jl  en  résulte  que  ces  droites, 
c'est-à-dire  OM  et  OJN,  sont  également  inclinées  sur  les 
axes. 

Si  X,  Y  et  a:, y  sont  les  coordonnées  de  JN  et  M  par 
rapport  aux  axes  de  la  conique,  en  supposant  que  celle- 
ci  est  nue  ellipse,  ou  aura 


et 


avec 


car  le  point  N  est  l'intersection  de  la  normale  en  M  et  de 
la  symétrique  de  OM  par  rapport  aux  axes.  Soit  t  la  va- 

X  Y 

leur  commune  de  —  et  de En  vertu  de 

x  —y 

az  1.  _  £2  _  =  C25 

x      y 

on  aura  l'équation 

(a*-t-b*)t  ==  a2  —  62 
avec 


d'où 


On  en  conclut  que,  lorsque  le  point  M  parcourt  la  co- 
nique, le  point  N  parcourt  une  conique  homotliélique  et 
concentrique. 

L'équation  de  cette  conique,  lieu  du  point  N,  donne 
très  aisément  comme   conséquence  les  rayons  de  cour- 


/X2 

=  1; 

\2 

\2 

(a*- 

■  *«\ 

a2 

'      62     " 

'  \a*-+ 

-b* 

(  496  ) 

bure  situés  sur  les  axes.  En  efïet,  soit  P  le  point  où  MW 

eoupe  OX,  on  a 

ON        P\ 

OM  "=  PM  '  • 

En  supposant  que  O,  P,  M,  N  viennent  en  ligne  droite, 
eette  relation  devient,   en  désignant  par  p  le  rayon  de 

courbure, 

«2  —  62  a*—b2 


ci  — 7-7        ci  —  p  —  a 


&  r  a2  -+-  b* 


a  a  —  (a  —  p  ) 

d'où  Ton  tire  aisément 


<"=  «■ 


Ce  calcul  peut  plutôt  être  considéré  comme  une  vérifica- 
tion. 

Ce  théorème  permet  encore  de  construire  les  axes 
d'une  conique,  d'une  ellipse  par  exemple,  donnée  par 
deux  diamètres  conjugués  OA,  OB. 

En  effet,  soient  OB'  la  droite  égale  el  opposée  à  015. 
IVAN  un  angle  droit,  N  le  point  où  la  droite  AN  coupe 


_j 

/      (1.41 


\  \a 


B'  P_  !        \N    /BN 

3   "" 


i   À 

I        \2 


la  conique  donnée,  et  P  le  point  où  la  corde  B'JN  coupe 
la  normale  en  \.  Les  axes  ()\,  ()\  son!  les  bissectrices 
de  L'angle  A.OP.  Pour  avoir  le  point  N,  il  suiïîl  de  se 
servir  d'un  hexagone  de  Pascal,  par  exemple  celui  donl 
les  côtés  sont  :  la  tangente  en    V  i  «oie  n°  I  >,  la  droite  A  N 
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elle-même  (n°2),  la  corde  cherchée  B'i\  (n°  3),  le  dia- 
mètre B'B  ( n°  4),  la  tangente  en  B  (n°  5),  et  la  corde  BA 
(n°  6). 

Le  point  d'intersection  de  i  et  4  est  à  l'infini  sur  BB', 
de  2  et  5  est  en  U,  de  3  et  6  est  en  V,  UV  étant  parallèle 
à  BB',  et  enfin  B'V  est  la  corde  cherchée. 

Remarque.  —  Les  théorèmes  précédents  donnent  un 
moyen  facile  de  déterminer  l'équation  des  axes  de  la 
conique,  dont  l'équation  est,  par  rapport  à  des  axes  for- 
mant un  angle  8, 

7.2  y  2 

h     —     =   1  . 

OÏ    ^    62 

En  effet,  si,  par  un  point  fixe  d'une  conique,  je  mène 
les  deux  cordes  qui  aboutissent  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre quelconque,  ces  cordes  sont  les  rayons  correspon- 
dants d'une  involution.  Mais,  si  une  droite  a  pour  équa- 
tion y  =  «i,  l'angle  co  de  cette  droite  avec  l'axe  des  x 
est  donné  par  la  relation 


a 

sin  w 

sin(6  — 

»y 

cotto 

cot6  -h 

i 

d'où 

a  sin  6  ' 

de  sorte  que,  si  a  est  l'angle  que  fait  avec  ox  la  bissec- 
trice de  y  =  ax  et  dey  —  a'x^  on  aura 

/  i 

•2  COtO 


sin  6  \ 
tansraa  —  


oA        cotO  / 1  i 

cot28 


sin 6  \a        a'/        «a' sin2 6 
d'après  la  formule 

,.         cotw  -h  cota/ 

I  an  g  (  co  -f-  w  )  =  ; 

COt  OJ  COtOJ   —  I 

Or  cherchons,  dans  l'involution  précédente,  le  couple 
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de  rayons  rectangulaires.  Il  est  obtenu  pour  les  bissec- 
trices des  rayons  doubles;  mais  le  rayon  double  est  ob- 
tenu lorsque  Je  diamètre  est  devenu  tangent  à  la  conique. 
Or  les  tangentes  a  une  conique  menées  par  son  centre 
sont  ses  asymptotes.  Leur  équation  est 


œ%  a1 


La  somme  des  deux  racines  en  -  est  nulle,  leur  produit 


x 


égal  à  — -• 


a? 


Dans  la  formule  écrite   plus  haut,  a  désignera  donc, 
l'angle  d'un  des  rayons  rectangulaires  avec  oa\  si  l'on 

i  i  i  ,  i  a2     ^ 

remplace  — i :  par  zéro  et  — ,  par  t-t-  Un  a  ainsi 

r  a        a   r  an    l        b- 


6*.sinîft9 

tans  2  a  = 


<22-+-62cos?.0' 


mais  les  directions  de  ces  rayons  rectangulaires  sont 
celles  des  axes;  car  oX,  parallèle  à  l'un  d'eux  MA, coupe 
l'autre  MB  en  son  milieu  et  lui  est  perpendiculaire.  oX 
est  donc  le  diamètre  conjugué  des  cordes  MB  et  est  per- 
pendiculaire à  cette  direction  de  cordes.  oX  est  donc  un 
axe.  De  même  MB  est  parallèle  à  l'autre  axe. 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  L'ECOLE 
POLYTECHNIQUE  EN  1885; 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

Pau    M.    JUHEL-RÉNOY, 


Par  les  deux  foj  ers  dtune  ellipse  fixe,  on  fait  passer 
une  circonférence  variable  : 

i"     /  quelle  condition  doit   satisfaire  celle  ellipse 
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pour  que  la  circonférence  puisse  réellement  lu  rencon- 
trer en  quatre  points,  et  dans  quelle  portion  du  petit 
axe  doit-on  placer  le  centre  du  cercle  pour  qiiil  y  ait 
effectivement  quatre  points  réels  d'intersection? 

2"  En  chacun  des  points  d'intersection,  on  mène  la 
tangente  à  l'ellipse  ;  ces  quatre  droites  forment  un 
quadrilatère]  quel  est  le  lieu  des  sommets  de  ce  qua- 
drilatère quand  le  cercle  varie? 

3°  Quel  est  le  lieu  de  V intersection  des  côtés  de  ce 
quadrilatère  avec  ceux  d'un  autre  quadrilatère  symé- 
trique du  premier  par  rapport  au  centre  de  V ellipse? 

i"  On  considère  les  tangentes  communes  au  cercle 
et  à  l'ellipse.  Trouver  le  lieu  de  leurs  points  de  con- 
tact avec  le  cercle. 

i°  Soient 

a2Y2-t-  62X2  —  a*b*  =  o, 

X2+ Y2— 2aY  — c2  =  o 

les  équations  de  l'ellipse  et  du  cercle,  a  étant  un  para- 
mètre variable.  L'équation  des  cordes  d'intersection  sera 

(i)  c2Y2-4-2&2aY  —  b'*  =  o. 

Ecrivons  que  les  quatre  points  d'intersection  sont  réels, 
c'est-à-dire  que  cette  équation  a  ses  racines  comprises 
entre  b  et  —  Z>,  nous  aurons  les  conditions 

la  condition  relative  à  l'ellipse  est  donc  c^>b.  Cetle 
condition  étant  supposée  remplie,  l'ordonnée  du  centre 

i             i                          .                   c2  —  62 
du  cercle  pourra  varier  entre y —  et 


ib  'ib 

2°  Soient  A,  B,  C,  D  les  côtés  du  premier  quadrila- 
tère. Les  côtés  A  et  B,  C  et  D  se  coupent  sur  le  petit 
axe,  qui  forme  ainsi  une  partie  du  lieu.  Soit  (3  l'ordonnée 
du  point  d'intersection  des  côtés    \  cl  B.  L'équation  de 
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ces  côtés  sera 

(  2  )  (  P2  —  &2)(«2  Y2  -+-  &2  X2  _  CT2  62)  =  ««(PY  —  62  >*. 

La  corde  des   contacts   avec  l'ellipse   sera   donnée   par 
lune  des  racines  de  l'équation 

c2Y2H-2Z>2aY  —  6*=o. 


i  ' 


équation  qui  donne  les  pôles  de  ces  droites  s'obtient 

b- 
eu  changeant  Y  en  -rr  :  elle  est  donc 
&  Y 

c2+'2aY-  Y*=  o. 

Mais  ji  doit  être  racine  de  cette  équation,  par  consé- 
quent 

(3)  ?2—  2aJ-  c2=o. 

Or,  supposons  que,  dans  l'équation  (  2),  X,  Y  soient 
les  coordonnées  du  point  d'intersection,  soit  de  A  et  D, 
ou  À  et  C,  soit  de  B  et  D,  ou  B  et  C.  L'équation  (2) 
donnera  les  ordonnées  des  points  où  ces  côtés  coupent 
le  petit  axe.  Elle  sera  donc  identique  à  l'équation  (3). 
Ecrivons  donc  que  le  produit  des  racines  de  l'équa- 
tion (2)  en  p  est  égal  à  — c2.  Nous  aurons  le  lieu  repré- 
senté par  l'équation 

a*Y*rl-&*X*=  c2(\2_a-2) 
ou 

ai  \"2  —  (  C>2  _   &2  )  \2  =  __  al  r2 

équation  d'une  hyperbole  rapportée  aux  mêmes  axes  de 
coordonnées  que  l'ellipse,  et  dont  l'axe  transverse  est 
dirigé  suivant  le  grand  axe  de  l'ellipse. 

3°  Soient  A',  IV,  C,  D'  les  symétriques  des  eûtes  A, 
B,  C,  1)  par  rapport  au  centre  de  l'ellipse.  Les  côtés  \ 
et  A'  sont  parallèles,  A  et  IV  se  coupent  sur  le  grand  axe 
qui  constitue  une  partie  ^n  lieu.  Supposons  que  \,  }  . 
dans  l'équation  (■>.),   soient  les  coordonnées  du  point   de 

rencontre  de  A  et  C,  par  exemple.   L'équation    a    en  (3 
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devra  alors  avoir  les  mornes  racines  en  valeur  absolue 
que  dans  le  second  cas,  l'une  d'elles  aura  simplement 
changé  désigne.  Ecrivons  donc  que  le  produit  des  ra- 
cines est  égal  à  c2,  et  nous  aurons  le  lieu  représenté  par 

a;i  Y'2  _f_  £2  X2  =  —  C*  (  \2  _  «2  ) 
OU 

X*-+-Y*=  c2, 

équation  du  cercle  décrit  du  centre  de  l'ellipse  avec  la 
distance  focale,  c,  comme  rayon. 

4"  Soit  (3  l'ordonnée  du  point  d'intersection  du  petit 
axe  avec  une  tangente  commune  à  l'ellipse  et  au  cercle. 
Les  équations  des  tangentes  menées  au  cercle  et  à 
l'ellipse,  de  ce  point,  sont  respectivement 

(p2_2ap_c2)(X2-hY2—  2a  Y  —  C2)  =  (£Y  —  a43  —  aY  —  c*y-, 

(Q2_  £2)(rt2Y24-  £2X2—  a2£2)  =  ^2  (  p  Y  —  62)2. 

Identifions  les  rapports  des  coefficients  de  X2  et  de  Y2 
de  ces  deux  équations  ;  nous  aurons 

£2  _  £2  rt2 

p2— liap  —  c2  =-  c2 -+-  a2 
OU 

(a2—  62)[32-f-  2«2ap  +c»-  62a2=  o. 

En  supposant  la  quantité  a2 —  h'2  différente  de  zéro, 
cette  équation  donne 

(0C2—  62)ft   =—  «2a±  fr(a2_,_  c2). 

Le  point  de  contact  avec  le  cercle  est  situé  sur  la  po- 
laire, par  rapport  au  cercle,  du  point  dont  les  coor- 
données sont  x  =  o,  yp^I  l'équation  de  cette  polaire 

est 

SY  —  aS  —  aY  —  r2=o. 
Donc 

a     gY  "^  c2 

?  ~=     Y  —  a 


(    0O2     ) 

et,  par  suite, 

(a2— £2)(aY  +  c2)  =  —  (Y—  a)a2a  +  /;(ot2+c2)(V-a). 

Cette  équation  peut  s'écrire 

[(a2—  è2)a  +  rt2aq:6(a2-f  c2)]Y 

-h  c2  (  a2  —  fe2  )  —  a2  a2  ±  6  a( a2  -t-  c«  )  =  0 

ou 

(a24-c2)(azr:6)(Y  —  6)  =  o; 
d'où 

Y  =  zhb. 

Ou  voit  facilement  que,  en  supposant  a2=  //-,  on  <>1>- 
tient  des  points  du  lieu  situés,  de  même,  sur  les  droites 
Y  -  =  h'1.  En  effet,  on  a  alors 

p(Y=p&)  =±6Y-f-c2, 
et 

±2fl2/^  +  ci  —  b>  =  o 
ou 

±2^3  =  62— c2. 

En  éliminant  j3  entre  ces  deux  équations,  on  trouve 

Y  =±:b. 

Le  lieu  se  compose  donc  des  deux  droites  Y2=/>2, 
c'est-à-dire  des  tangentes  à  l'ellipse  aux  extrémités  du 
petit  axe. 


COMPOSITION  MATHEMATIQUE  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
CENTRALE  EN  1881  (SECONDE  SESSION,  OCTOBRE); 

SOLUTION  PAR  M.   K.   BARISIEN. 


On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  O.r.  <M  ',  et  une  droite  quelconque  cou- 
pant ces  axes,  respectivement,  aux  points  \  et  h. 
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On  prend  sur  celle  droite  un  point  ni  dont  les  coor- 
données sont  a  et  £$,  et  Von  construit,  dans  le  plan,  un 
point  correspondant  M  ayant  pour  coordonnées 


f1  g* 

a       J     ■  f 

/  e£  g  étant  deux  longueurs  constantes  données. 

Cela  posé  : 

i"  O/j  demande  d'écrire  V équation  du  lieu  des 
points  JM,  lorsque  le  point  ni  se  déplace  sur  la  droite 
indéfinie  AB.  Ce  lieu  est  une  hyperbole  qu'on  désignera, 
dans  ce  qui  va  suivre,  par  la  lettre  H. 

2°  On  demande  de  déterminer  les  éléments  néces- 
saires à  la  définition  complète  de  cette  hyperbole  II,  et 
d'en  construire  géométriquement  un  point  quelconque:, 
ainsi  que  la  tangente  en  ce  point. 

3°  On  suppose  que  la  droite  AB  se  déplace  dans  le 
plan,  de  telle  façon  que  la  somme  des  inverses  de  ses 
coordonnées  à  l'origine  reste  constante,  soit  de  façon 
que 

<k  ■*■  m  =  7  = cons'- 

A  chaque  position  de  la  droite  répondra  une  hyper- 
bole H. 

On  demande  de  montrer  que  toutes  ces  hyperboles 
ont  une  corde  commune,  et  de  trouver  le  lieu  des  pôles 
de  cette  corde  relativement  aux  diverses  hyperboles 
[c'est-à-dire  le  lieu  des  points  pour  lesquels  elle  est 
corde  de  contact  des  tangentes  menées  de  ce  point  à 
V une  des  hyperboles). 

4°  On  projette  le  centre  C  de  l'hyperbole  H  répon- 
dant à  la  droite  AB,  sur  cette  droite,  en  D,  et  l'on  de- 
mande de  trouver  le  lieu  des  points  D  lorsque  la  droite 
YB  se  déplace,  non  plus  selon  la  loi  ci-dessus  définie, 
mais  en  restant  parallèle  à  elle-même. 


(  ><>4  ) 
I. 

Soient  OA  =  a,  OB  =  b   {fig.  i).   L'équation  de  la 

droite  AB  est 

x       y 
a         b 

Exprimant  que  le  point  m(y.,  [îi)  est  sur  cette  droite,  on  a 


(0 


a         p 
h  v  =1- 


a        b 
Les  coordonnées  du  point  M  étant 

r- 


(3) 


.r  = 


.A'2 


l'équation  du  lieu  du  point  M  s'obtiendra  en  éliminant  a. 

Fic.   i. 


y 

ir 

•M  -*-!  V 
>  oc      H 

\ 
\ 

0 

~lV 

et  jii  entre  les  équations  (i),  (a)  et  (3).   Cette  élimina- 
tion se  fait  avec  la  plus  grande  facilité,  et  donne  pour 

résultat 

r\      -  "-■-  ./•  —  : —  y. 
h  a  • 


équation  de  Phj  pei  I >< >l <*  (  Il  ). 


(    .")().)    ) 


IL 

L'hyperbole  H  a  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  Ox 
et  Oj r\  elles  ont  pour  équations 


P 
x  =  : —  >      y 
a        J 


il 

b 


Pour  construire  ces  asymptotes,  prenons  sur  Ox  {fig.  2) 
une  longueur  OF  =fl  et  sur  Oy  une  longueur  OG  =  g. 
Décrivons  sur  OA  et  OB  des  demi-circonférences }  ra- 
battons les  points  F  et  G  sur  ces  demi-circonférences, 


Fig.  2. 


en  F  et  G',  par  des  arcs  de  cercle  de  centre  O,  et  abais- 
sons F'PetG'Q  perpendiculaires,  respectivement,  kOx 
et  Oj.  Ces  deux  droites  qui  se  coupent  au  point  G  sont 
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ics  asymptotes  CX  et  CY  de  l'hyperbole  H  ( -1  ).  Rappor- 
tons, momentanément,  l'hyperbole  aux  axes  CX  et  CY  : 
les  formules  de  transformation  de  coordonnées  sont 


f'1 
a 

et  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes 
devient  alors 

qui  se  réduit  à 


Or 

donc 
Posons 


ah 


fî  ^2 

OP  =  •— ,     00=  °- 
a  h 

XY  =  OP  x  OQ. 
A  =  i/OP.OQ, 


l'hyperbole  aura  pour  équation  XY  =  h2  ;  rien  n'est  plus 
facile  que  de  construire  A. 

Si  A  représente  le  demi-axe  transverse  de  Cette  hy- 
perbole, on  sait  que 

•  *.=  £, 

•> 
d'où 

\      h  , 

En  portant  sur  la  bissectrice  de  L'angle  \0    une  lon- 
gueur CS  =  V,  on  aura  un  des  sommets  de  1  1 1 \  perbole. 
Pour  avoir   un    point  quelconque   1   de    l'hyperboh 

(')  Les  inégalités  /  •    <v.  g  -    b  ^<>ni  implicitement   admises  dans 

ici  te  «"ii1-!  iini  ion  péomél  rique. 
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d'après   une  propriété  connue,   il   suffit  de   mener  une 
droite  SUV   rencontrant  CX  et  CY  en   U  et  V,  et  de 
prendre  VI  =  SU  dans  l'intérieur  de  l'angle  XCY. 

En  joignant  I,  C  et  prenant  IL  =  IC,  le  point  L  étant 
sur  CX,  la  droite  1LR.  sera  la  tangente  en  I,  car  alors 
IL  =  IR,  la  droite  ILR  coupant  GY  en  R.  C'est  encore 
une  propriété  connue  de  la  tangente  à  l'hyperbole. 

III. 

D'après  l'énoncé,  nous  avons  la  relation 

i         i         i 

Ecrivons,  de  nouveau,  l'équation  de  l'hyperbole  H  rap- 
portée aux  axes  Ox  et  Oy  : 


(H)  xy=^x*.^y. 


b 
Dé  l'équation  (4)  nous  tirons 


I  F  I 


b  I 


et,  par  suite,  l'équation  de  (H)  devient 


'        i  \       ./' 


*y~r*v1--\  +  -1£y 


■■2 


ou 


x  ( y  —  7-  )  =  -  U'2J'  —  ê?x)< 


Donc  l'hyperbole  H  passe,  quel  que  soit  a,  par  l'inter- 
section des  deux  lignes  que  les  équations 

x (7  —  'y  \  =  o,    f\v  —  g* x  =  o 

représentent,  c'est-à-dire  par  les  deux  points  dont  les 
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coordonnées  sont 

/2 
.r  =  o,    y  =  0     et     &—  -py 

y  ~ 

6 

i 

La  corde  commune  à  toutes  les  hyperboles  H  est  la 
droite  qui  unit  ces  deux  points,  et  qui  a  pour  équation 

(5)  py  —  g-or  =  o. 

L'équation  de  la  polaire  d'un  point  (X,  Y),  par  rapport 
à  l'hyperbole  (H),  est 

(6)  ax(b  Y  —  g*)  +  by(a\  — /«)  =  ag°-X  —  bp  Y. 

Pour  exprimer  que  la  droite  (5)  est  la  polaire  du  point 
(X,  Y),  il  faut  identifier  les  équations  (5)  et  (6)5  ce  qui 
donne 

a(bX  —  g*)  b(aX—p)       §  SY       ,,..,,. 


o-2 

/s       „  - 

Ces  d 

eux 

relations  peuvent  s'écrire 

(6) 

X         Y         1         r 
p  "J*  ==  a  "T 

(7) 

ag*X  +  bpY  =0. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  des  points  (X,  Y),  il  faut 
éliminera  et  b  entre  (4),  (6)  et  (7).  Cette  élimination 
se  fait  immédiatement  en  comparant  les  équations  (4)  et 
(6);  le  lieu  des  pôles  de  la  droite  (5)  est  donc  la  droite 
qui  a  pour  équation 

X        X.       1 

P  +  &  ~  l  ' 

IV. 

L'équation  de  la  droite  CD  passant  par  le  centre  de 
L'hyperbole  II,  et  perpendiculairement  à  AB,  est 

(*-£)]  b  çy  ■ 
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ou 

(S) 

aX 

-b\=p- 

L'équation  de 

AB 

est 

(9) 

X        Y 

-  -h  T  =i 
a         b 

Si  AB  se  déplace  parallèlement  à  une  direction  donnée, 

de  coefficient  angulaire  m,  on  a  m  = •>  ou 

(10)  b  =  —  ma. 

On  aura  le  lieu  des  points  D  en  éliminant  a  et  b  entre 

(8),(9)et(io). 

Remplaçant  b  par  —  ma  dans  (9)  et  (8),  il  vient 

a  \  m  ) 

a(X -4- m  Y)  =/*—£*. 

Multiplions,  membre  à  membre,  ces  dernières  équations, 
nous  avons,  pour  le  lieu  des  points  D,  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation 

(mX— ■  Y)(X  +  mY)  =  m(/2_£-2). 

C'est  une  liyperbole  équilatère  ayant  pour  asymptotes 

les  deux  droites 

Y  =  mX, 

Y  =  --X  (i). 

m 

(')  On  peut  remarquer  que  toutes  les  hyperboles  équilatères  ob- 
tenues en  faisant  varier  le  coefficient  angulaire  m  passent  par  deux 
points  fixes  situés  sur  l'un  des  deux  axes  de  coordonnées.  Car,  en 
posant  X  =  o,  ou  Y  =  o,  l'équation 

(  m  X  —  Y  )  (  X  +  m  Y)  ■=  m  (  fi  —  g1  ) 

donne  Y  =  z~  y/—  (f2  —  g2),  ou  X  ==  =b  y//2 —  g"2,  valeurs  indépen- 
dantes de  m.  Si  /  =  g,  les  deux  points  coïncident  avec  l'origine  des 
coordonnées;  mais,  dans  ce  cas,  l'hyperbole  se  réduit  aux  deux 
asymptotes. 
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CORUESPOXDAME. 


Extrait  d' une  Lettre  de  M.  de  Saint-Germain. 

J'ai  le  désir  de  vous  soumettre  une  observation  sur 
la  construction  du  centre  de  courbure  d'une  ellipse, 
donnée  par  M.  La  Chesnais,  dans  le  numéro  de 
mai  dernier.  L'idée  est  ingénieuse,  mais  elle  s'appuie 
sur    une   proposition   erronée  :  que    la   développée    de 


2 
2\  3 


l'ellipse  est  la  projection  de  la  courbe  x%  -hj:i  =  (  — 

supposée  placée  dans  le  plan  du  cercle  avant  l'ellipse 
pour  projection.  En  réalité,  la  courbe  qui  se  projette 
suivant  la  développée,  dans  les  conditions  indiquées,  a 
pour  équation 

2 

11  est  vrai  que  la  développée  de  l'ellipse  serait  la  pro- 

jection  de  la  courbe  xz  -f-  j  :5  =  (  j-  )    ,   située  dans  un 

plan  qui  passe  par  le  petit  axe  de  l'ellipse,  et  que  cela 
permettrait  de  donner,  sous  une  forme  exaete,  une  con- 
slruction  identique  à  celle  de  M.  La  Chesnais. 

La  même  observation  nous  a  été  adressée  par  M.  Jahel-Renoy. 
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Traite  de  Géométrie  descriptive,    par  Jules  de  la 
GoURNERrE,  •'    édition  j  trois  Parties  accompagnées  cha- 
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cune  d'un  atlas,  et  se  vendant  séparément  au  prix  de 
10  fr.  Gauthier- Villars,  éditeur,  Paris. 

Le  Traité  de  Géométrie  descriptive  de  Jules  de  LA  Gom- 
NERIE  est  un  Ouvrage  complet  sur  cette  science,  contenant 
des  tracés  en  harmonie  avec  ceux  de  la  Stéréotomie,  qui  a 
été  très  favorablement  accueilli  par  le  public.  En  effet,  Chasles 
a  présenté  cet  Ouvrage  avec  éloge  à  l'Académie  des  Sciences. 
Poncelet,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectives  des 
figures,  le  cite  comme  étant  «  sans  contredit  le  Traité  le  plus 
rationnel,  le  plus  complet  et  le  plus  correct  de  tous  ceux  qui 
ont  paru  jusqu'à  ce  jour»  .  Publié  de  1860  à  1864,  à  présent 
arrivé  à  la  seconde  édition,  ce  Traité,  très  apprécié  à  l'étranger, 
est  fréquemment  cité  en  France  :  M.  A.  Mannheim,  dans  son 
Cours  de  Géométrie  descriptive  à  l'Ecole  Polytechnique, 
renvoie  souvent  le  lecteur  au  Traité  de  Jules  de  la  Gournerie; 
M.  Darboux,  professeur  de  Géométrie  supérieure  à  la  Sor- 
bonne,  parle  dans  son  Cours  des  travaux  de  J.  de  la  Gournerie. 

Aussi,  dans  cet  article  sur  une  œuvre  appréciée  d'une  manière 
si  favorable  par  d'éminents  géomètres,  notre  tâche  se  bornera- 
t-elle  à  indiquer  les  questions  et  les  méthodes,  soit  princi- 
pales,   soit   nouvelles  ou  peu  connues,  qu'elle  renferme. 

La  Première  Partie  contient  le  développement  des  questions 
exigées  pour  l'admission  aux  Ecoles  du  Gouvernement.  La  Se- 
conde et  la  Troisième,  rédigées  d'après  le  Cours  que  J.  de  la 
Gournerie  a  professé  d'une  manière  brillante,  pendant  quinze 
ans,  à  l'Ecole  Polytechnique,  conviennent  aux  candidats  à  l'A- 
grégation de  mathématiques  de  l'Enseignement  secondaire 
spécial  ;  ils  y  trouveront  les  théories  complètes  sur  les  ques- 
tions de  Géométrie  descriptive  qu'ils  ont  à  résoudre  par  écrit, 
ou  à  exposer  dans  des  leçons  publiques. 

Dans  la  Première  Partie  sont  exposées  les  théories,  avec 
de  nombreux  exemples  et  remarques,  relatifs  aux  Figures 
planes,  aux  Surfaces  cylindriques  et  coniques,  aux  Surfaces 
de  révolution,  aux  Plans  cotés;  ainsi  que  les  principes  du  trait 
des  Perspectives  axonométrique  et  cavalière.  Cette  dernière 
question  se  trouve  dans  peu  d'ouvrages.  Pour  les  premières, 
nous  ferons  remarquer  que  J,  de  la  Gournerie  considérant, 
avec  raison,  que  la  Géométrie  descriptive  doit  être  enseignée 
surtout  au  point  de  vue  du  trait,  a  rejeté  l'emploi  systématique 
des  méthodes  de  changement  de  plan  de  projection   et   de  ro- 


(    $12     ) 

tation,  proposé,  après  Desargues,  par  Théodore  Olivier.  Lt ;s 
professeurs  ont  généralement  approuvé  l'opinion  de  J.  de  la 
Gournerie,  et,  à  présent,  on  n'expose  plus  guère  de  ces  mé- 
thodes que  les  cas  particuliers  employés  par  les  anciens  appa- 
reilleurs. 

La  Seconde  Partie  contient    d'abord    l'étude    des    Ombres 
linéaires  et  d'une  question  qui  s'y  rattache,  la  Transformation 
homologique,  avec  de  nombreux  et  intéressants  exemples,    se 
rapportant   aux  projections   orthogonales  et  aux    perspectives 
rapides.  Elle  renferme  ensuite  une  théorie   complète  et  savante 
des  Surfaces  développables.  La  question    des  Rebroussements, 
importante  dans   cette   théorie,  est  l'objet  de  remarques  nou- 
velles. Les  lignes  doubles  des  surfaces  d'ombre,  et  des  surfaces 
d'égale  pente,  sont  longuement  discutées;  leurs  points  limites 
sont  indiqués.  On  sait  que  ces  lignes  doubles  sont  utiles  à  dé- 
terminer,   parce  qu'elles  limitent  l'ombre  dans  la    surface   ou 
l'étendue  que  peut  recevoir  une  excavation  dont  les  talus  ont 
une  pente  uniforme.  La  surface  de  l'ombre  d'une  ellipse  éclairée 
par  un  cercle  est  étudiée  en  détail.  Au  sujet  de  cette  question, 
l'attention  du  lecteur  est  appelée  sur  les  travaux  publiés,  surtout 
par  Poncelet  et  Chasles,  relativement  à  la  développable  circon- 
scrite  à  deux  coniques.  Les  discussions  qui  se  rapportent  aux 
surfaces  du  second  ordre  inscrites  à  la  développable  sont  facili- 
tées par  ce  théorème  dû  à  l'Auteur  :  Toute  surface  du  second 
ordre  inscrite  à  la  développable  coupe  celle-ci  selon  huit 
droites.  Jules  de  la  Gournerie  traite  plusieurs  exemples  de  sur- 
faces d'égale  pente  et  présente,  au  sujet  de  celle  dont  la  direc- 
trice est  une  conique,  d'ingénieux  artifices  de  calcul  qui   l'ont 
conduit  à  des  résultats  permettant  d'établir  avec  assez  de  faci- 
lité une  épure  compliquée. 

La  Seconde  Partie  se  termine  par  une  théorie  approfondie 
des  Surfaces  gauches.  En  étudiant  géométriquement,  huit  d'a- 
bord, le  paraboloïde  hyperbolique,  le  savant  Auteur  a  pu  établir 
des  théorèmes  qui  ont  facilité  l'étude  générale  des  surfaces 
gauches.  Parmi  les  propositions  nouvelles  que  l'on  rencontre 
dans  la  théorie  de  ces  surfaces,  citons  la  propriété  que  pos- 
sèdent  les  lignes  d'ombres  des  surfaces  gauches  de  passer 
toutes  par  les  points  singuliers,  qu.e  Bour  a  appelés  sommets. 
où  deux  génératrices  consécutives  se  coupent.  Les  Conoïdes 
et  le  Cylindroïde,  avec  leurs  applications  en  Stéréotomie,  les 
Surfaces  gauches  dépourvues  de    plan  directeur  et,  parmi 
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dernières,  l'Hyperboloïde  général  à  une  nappe,  sont  traités 
d'une  manière  magistrale.  Après  avoir  établi  géométrique- 
ment les  propriétés  fondamentales  de  ces  surfaces,  J.  de  la 
Gournerie  a  complété  leur  théorie  par  des  considération^ 
analytiques,  comme  il  le  fait  du  reste  partout  dans  son  Ou- 
vrage. 

La  Troisième  Partie,  dont  la  seconde  édition  vient  de  pa- 
raître, attire  l'attention  surtout  par  la  manière  simple  et  élé- 
gante dont  la  théorie  de  la  Courbure  des  surfaces  est  exposée. 
Les  principales  propositions  relatives  à  cette  théorie,  démon- 
trées en  général  d'une  manière  nouvelle  et  sans  avoir  recours  au 
Calcul  infinitésimal,  ainsi  que  la  démonstration  de  la  formule 
d'Euler,  donnant  la  courbure  d'une  section  normale,  ont  pour 
base  le  théorème  de  M.  J-.  Bertrand  sur  l'égalité  des  déviations 
des  normales  à  une  surface  en  deux  points  infiniment  voisins 
d'un  point  considéré  et  dans  des  directions  rectangulaires,  Le 
théorème  de  Meusnier  sur  la  courbure  des  sections  obliques  est 
complété  par  une  formule,  permettant  de  déterminer  les  rayons 
de  courbure  de  la  section  d'une  surface  par  son  plan  tangent.  La 
théorie  précédente  est  appliquée  à  la  construction  des  rayons  de 
courbure  et  des  plans  osculateurs  d'une  courbe  donnée  par  ses 
projections,  à  celle  des  sommets  des  surfaces  d'égale  pente,  au 
tracé  des  tangentes  à  l'intersection  de  deux  surfaces  qui  se 
touchent,  à  la  détermination  des  tangentes  et  des  points  sin- 
guliers d'une  ligne  d'ombre.  Cette  dernière  question  contient 
des  considérations  qui,  sans  être  entièrement  nouvelles,  lèvent 
cependant  quelques  difficultés  jusqu'ici  non  résolues  :  elles  se 
rapportent  aux  points  réels  et  virtuels  d'une  ligne  d'ombre 
et  à  la  détermination  des  points  limites  des  arcs  réels  et  virtuels. 
La  théorie  des  Lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second  ordre 
est  exposée  d'après  les  travaux  de  Charles  Dupin. 

En  outre,  la  Troisième  Partie  contient  l'étude  des  Hélicoïdes 
réglés  ou  non,  avec  beaucoup  de  détails  sur  l'Hélicoïde  déve- 
loppableet  les  Ombres  des  Surfaces  devis,  faite  d'une  manière 
généralement  nouvelle,  en  employant  des  constructions  simples 
ducs  à  l'Auteur  et  à  Bour.  Elles  ont  été  adoptées,  notamment 
par  H.  Sonnet  dans  son  Dictionnaire  des  Mathématiques 
appliquées. 

Cette  dernière  Partie  renferme  aussi  de  nombreux  développe- 
ments sur  les  surfaces  topographiques;  la  construction  du  plan 
tangent  à  ces  Surface?  par  la  méthode  de   Meusnier  est   le  ré- 
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sumé  d'un  Mémoire  de  M.  Lalanne  sur  leur  emploi  pour  rem- 
placer les  Tables  à  double  entrée. 

Le  grand  Traité  dont  nous  venons  d'esquisser  l'analyse  est 
encore  très  remarquable  en  ce  qu'il  contient  l'indication  pré- 
cise, et  souvent,  le  résumé  d'un  grand  nombre  de  Mémoires, 
dont  les  Auteurs  sont  toujours  cités  avec  un  soin  scrupuleux. 
A  cet  égard,  il  est  indispensable  à  toute  personne  qui  s'occupe 
de  Géométrie  descriptive  et    même  de  Géométrie  générale. 

Ernest  Lebon. 

Cours  de  Géométrie  élémentaire,  à  l'usage  des  candi- 
*  dats  au  baccalauréat  es  sciences  et  aux  Eeoles  du  Gou- 
vernement; par  A  If.  Colas,  professeur  agrégé  de 
Mathématiques  au  lycée  Henri  1\  .  i  vol.  in-8°.  Paris, 
1 885,  Garnier  frères,  libraires-éditeurs,  6,  rue  des 
Saints-Pères. 

Comme  son  titre  l'indique,  cet  Ouvrage  s'adresse  à  la  classe, 
de  plus  en  plus  nombreuse,  des  candidats  au  baccalauréat  es 
sciences  et  aux  Ecoles  du  Gouvernement.  Les  deux  Volumes 
dont  il  se  compose  se  rapportent,  le  premier  à  la  Géométrie 
plane,  le  second  à  la  Géométrie  dans  l'espace  et  aux  courbes 
usuelles.  Conformément  à  l'usage  établi,  l'Ouvrage  entier  est 
partagé  en  huit  Livres  consacrés,  les  quatre  premiers  à  la  Géo- 
métrie plane,  4es  trois  suivants  à  la  Géométrie  dans  l'espace,  et 
le  dernier  aux  courbes  usuelles. 

Ces  huit  Livres  constituent  un  cours  très  complet,  contenant, 
d'abord,  tout  ce  qu'exigent  les  programmes  du  baccalauréat  et 
des  diverses  écoles;  ensuite,  sous  la  forme  de  chapitres  spé- 
ciaux, de  compléments  ou  d'appendices,  plusieurs  matièr< 
la  vérité  non  exigées,  mais  néanmoins  trè>  utiles:  enfin,  une 
foule  d'exercices,  les  uns  complètement  résolus,  les  autres  sim- 
plenient   proposés* 

Les  matières  exigées  par  Je<  programmes  forment,  connue  il 
convient,  le  fond  même  de  l'Ouvrage,    Elles  \   -<>nt   exp< 

avec  le  plus  grand  soin,  la  plu>  grande  rigueur.  L'auteur. 
instruit  par  sa  longue  expérience,  n'ignore  point  que  beaucoup 
de  ses  lecteurs  sont  des  commençants  et  ne  présume  Jamais 
trop  de  leur  intelligence.  Aussi  entre-t-il,  sur  chaque  point. 
dans  <le  grands  détails,  et  fait-il  suivre  le>  démonstrations  de 
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remarques  nombreuses.  Il  n'oublie  jamais,  d'ailleurs,  de  définir 

ses  notations;  pour  rendre  le  langage  plus  clair,  il  ne  craint  pas 
de  placer  des  chiffres  ou  des  lettres  dans  les  angles  mêmes  des 
lisrures:  il  cite  les  inventeurs  des  théorèmes  et  met  sur  chacun 
d'eux;  en  renvois  au  bas  des  pages,  quelques  notes  biographi- 
ques; enfin,  lorsqu'une  définition,  comme  celle  de  la  tangente, 
doit  recevoir  plus  tard  une  forme  nouvelle,  il  ne  manque  point 
de  faire  connaître  cette  forme. 

A  côté  des  théories  exigées  par  les  programmes,  il  est  des 
matières  très  utiles,  que  tous  les  livres  ne  contiennent  pas,  et 
que  les  bons  élèves  sont  jaloux  d'apprendre.  Ces  matières  sont 
de  deux  sortes  :  les  unes  consistant  simplement  en  un  déve- 
loppement des  théories  exigées,  les  autres  constituant  les  pre- 
mières notions  de  ce  qu'on  appelle  la  Géométrie  moderne. 
Parmi  les  matières  de  l'une  ou  de  l'autre  sorte  qui  figurent 
dans  l'Ouvrage  que  nous  analysons,  nous  devons  citer  :  dans 
le  livre  III,  les  transversales  et  les  triangles  homologiques  ; 
l'homothétie  ;  les  faisceaux  harmoniques;  les  pôles  et  polaires  : 
la  méthode  des  polaires  réciproques;  les  figures  inverses;  les 
axes  radicaux;  —  dans  le  livre  VI,  les  théorèmes  d'EuIer  et  de 
Legendre;  les  centres  de?  moyennes  distances  et  des  distances 
proportionnelles;  le  volume  du  tronc  de  prisme  à  base  poly- 
gonale; —  dans  le  livre  VII,  le  théorème  de  Guldin  sur  les 
volumes  tournants;  des  généralités  sur  les  surfaces,  le  plan 
tangent  et  la  normale;  la  construction  des  polyèdres  réguliers; 
Thomothétie  dans  l'espace;  les  pôles  et  polaires  par  rapport  à 
la  sphère;  le  plan  radical  de  deux  sphères;  les  figures  inverses 
dans  l'espace;  enfin,  une  théorie  assez  étendue  des  figures 
tracées  sur  la  sphère. 

Du  commencement  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  chaque  Chapitre 
contient,  comme  applications  du  cours  même,  un  grand  nombre 
d'exercices  proposés  ou  résolus.  Les  exercices  proposés  sont 
très  variés  :  ce  sont  tantôt  des  problèmes  à  résoudre,  tantôt 
des  théorèmes  à  démontrer,  tantôt  des  lieux  géométriques  à 
déterminer.  Les  exercices  résolus,  qui  précèdent  toujours  les 
exercices  proposés,  sont  nombreux  et  choisis  avec  beaucoup 
de  soin;  on  trouve  parmi  eux  la  plupart  des  problèmes  posés 
aux  examens,  le  cercle  des  neuf  points,  le  théorème  de 
M.  Peaucellier,  etc.,  etc.  Ces  exercices  résolus  sont  tous  exposes 
dans  le  plus  grand  détail  et  discutés  de  la  manière  la  plus 
méthodique  et  la  plus  complète;  ce  sont  autant  de  modèles  -< 
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imiter  :  ils  constituent  tous  ensemble  une  sorte  de  cours,  des 
plus  instructifs,  pour  la  résolution  des  exercices  proposés  et, 
en  général,  de  tous  les  problèmes  de  Géométrie. 

En  résumé,  parmi  les  Traités  de  Géométrie  parus  dans  ces 
derniers  temps,  l'Ouvrage  que  nous  analysons  est  certainement 
l'un  des  meilleurs.  Il  est  tel  qu'on  pouvait  l'attendre  de  son 
auteur,  c'est-à-dire  d'un  de  nos  professeurs  les  plus  expéri- 
mentés et  les  plus  consciencieux.  Désiré  André. 

Les  appareils  a  calculs  exacts  et  instantanés  pour 
simplifier  la  multiplication  et  la  division,  inventes 
par  M.  Henri  Genaille,  et  perfectionnés  par 
M.  Edouard  Lucas. 

Ces  appareils  ont  pour  but  de  diminuer  le  travail  de  la  pensée 
dans  la  pratique  de  toutes  sortes  de  calculs, .par  la  simplifica- 
tion et,  pour  ainsi  dire,  par  la  suppression  de  la  multiplication 
et  de  la  division.  Au  lieu  de  rechercher  des  appareils  encom- 
brants et  très  coûteux,  d'un  maniement  toujours  délicat,  les  in- 
venteurs se  sont  proposé  d'obtenir  des  appareils  portatifs,  d'un 
fonctionnement  facile  et  régulier,  d'un  prix  accessible  à  tous. 

En  se  basant  sur  le  principe  de  la  division  du  travail  et  sur 
la  théorie  des  permutations,  M.  Henri  Genaille  a  imaginé  un 
nouveau  système  tellement  élémentaire  qu'il  est,  en  quelques 
minutes,  à  la  portée  des  enfants  et  des  esprits  les  plus  rebelles 
à  la  science  de  l'Arithmétique.  Ces  méthodes  ont  reçu,  à  diverses 
reprises,  les  précieux  encouragements  de  Y  Association  fran- 
çaise pour  l'avancement  des  Sciences,  aux  Congrès  de  Mont- 
pellier, de  Reims,  de  Paris,  de  Rouen  et  de  Blois;  perfec- 
tionnées par  M.  Edouard  Lucas,  elles  ont  été  approuvées  pat 
les  savants  les  plus  illustres  de  l'Europe,  par  tous  les  ingé- 
nieurs, par  tous  les  professeurs,  etc.  Elles  n'ont  aucun  rapport 
avec  la  théorie  des  logarithmes. 

I,  Les  mulliplicatriccs  se  composent  de  onze  réglettes 
carrées  renfermées  dans  une  boile  de  0—,Ol  d'épaisseur,  o"'.  i  > 
de  largeur  et  o"\iS  de  longueur;  en  les  plaçant  dans  l'ordre 
convenable,  on  obtient  instantanément  les  produits  de  tous  les 
nombres  qui  ne  dépassent   pas  dix  chiffres  par  un  nombre  d'un 

seul  chiffre.   La  pratique  «le  ces  réglettes  est   aussi   facile  que 
•  clic  qui  consiste  à  suivre  un  chemin,  à  travers  un  labyrinthe, 
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au  moyen  de  mains  indicatrices  dessinées  sur  des  poteaux 
placés  aux  carrefours,  c'est-à-dire  que  l'on  apprend  à  se  servir 
de  ces  réglettes  en  une  minute,  au  plus.  Avec  deux  boîtes,  on 
obtient  tous  les  produits  partiels  de  tous  les  nombres  jusqu'à 
vingt  chiffres;  or,  si  l'on  voulait  cataloguer  tous  ces  résultats 
dans  des  volumes  de  mille  pages  à  cent  lignes  par  page,  il  fau- 
drait, pour  contenir  ces  volumes,  une  centaine  de  millions  de 
bibliothèques  comme  la  Bibliothèque  nationale,  en  supposant 
que  celle-ci  renferme  dix  millions  de  volumes!  Avec  trois 
boîtes,  on  aurait  les  produits  partiels  jusqu'à  trente  chiffres,  et 
ainsi  de  suite,  indéfiniment. 

II.  Les  multisectrices  se  composent  de  onze  réglettes  carrées 
renfermées  dans  une  boîte  de  mêmes  dimensions  que  la  précé- 
dente. Elles  donnent  instantanément,  et  sans  aucun  calcul,  tous 
les  chiffres  du  quotient  et  le  reste  de  la  division  d'un  nombre 
quelconque  de  dix  chiffres  au  plus  avec  une  seule  boîte,  et  de 
vingt  chiffres  avec  deux  boîtes,  par  les  dix  premiers  nombres. 

III.  Les  financières  se  composent  encore  de  onze  réglettes 
renfermées  dans  une  boîte  semblable  aux  précédentes.  Elles 
donnent  instantanément,  et  sans  aucun  calcul,  tous  les  chiffres 
du  nombre  qui  correspond  à  l'intérêt  d'une  somme  quelconque 
pour  un  jour,  aux  taux  de  trois,  quatre,  quatre  et  demi, 
cinq,  six,  neuf  pour  cent  par  an.  Elles  donnent  encore,  sans 
aucun  effort  intellectuel,  le  douzième  et  le  vingtième  d'une 
somme  quelconque.  Ces  réglettes  sont  indispensables  aux  com- 
merçants, aux  banquiers,  aux  notaires,  aux  percepteurs,  aux 
employés  des  banques  et  des  compagnies  d'assurances,  etc.;  en 
un  mot,  à  tous  ceux  qui  s'occupent  de  calculs  financiers  et  com- 
merciaux. 

IV.  Les  népériennes  se  composent  de  onze  réglettes  conte- 
nant sur  leurs  quatre  faces  les  colonnes  de  la  table  de  multi- 
plication. Elles  forment  une  Table  de  Pythagore,  disloquée 
pour  ainsi  dire,  mais  qui  révèle  les  opérations  successives  de  la 
multiplication  et  de  la  division.  Elles  apportent  un  perfection- 
nement utile  et  pratique  au  Procédé  rhabdolo gique,  imagine 
par  l'un  des  inventeurs  des  logarithmes,  Jean  Neper,  baron  de 
Markinston  (Ecosse),  en  1617.  Elles  s'adressent  à  tous,  et  plus 
spécialement  aux  professeurs,  aux  instituteurs,  aux  papas,  aux 
mamans,  dans  le  but  de  faciliter  et  de  développer  chez  les  en- 
fants l'enseignement  et  la  pratique  des  quatre  règles  de 
l'Arithmétique. 

C'est  le  joujou  calculateur  le  plus  parfait. 
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\  .  Le  calendrier  perpétuel  à  roulette  donne  instantané- 
ment, sans  aucun  calcul,  le  nom  du  jour  de  la  semaine  qui  cor- 
respond à  une  date  quelconque  du  calendrier  grégorien  ou  du 
calendrier  julien.  Il  est  de  la  grandeur  d'un  calendrier  ordi- 
naire; mais,  bien  qu'il  renferme  moitié  moins  de  chiffres  que 
le  calendrier  annuel,  il  est  valable,  depuis  1ère  chrétienne, 
pendant  quarante  siècles  et  plus. 

Ce  calendrier  est  indispensable  pour  le  savant,  pour  l'histo- 
rien, dans  toutes  les  recherches  historiques,  biographiques, 
bibliographiques;  il  permet  de  trouver  le  jour  qui  correspond 
à  la  date  d'un  fait  mémorable  des  siècles  passés.  Son  utilité  est 
encore  incontestable  pour  l'homme  d'affaires,  pour  le  banquier, 
pour  le  négociant,  dans  les  calculs  financiers  et  commerciaux: 
car  on  prévoit  le  jour  de  l'échéance  d'un  billet  ou  d'une  traite, 
d'une  livraison  ou  d'un  engagement.  Sa  propagation  est  aussi 
indiquée  dans  les  écoles,  car  il  résume  et  synthétise  toute  la 
théorie  du  calendrier.  Enfin,  dans  la  vie  ordinaire,  il  permet  de 
retrouver  les  jours  chers  au  souvenir,  ceux  de  tel  événement 
heureux  ou  malheureux  dans  la  famille,  le  jour  d'une  naissance, 
d'un  mariage,  etc. 

Afin  d'éviter  le  léger  inconvénient  qui  résulte  du  déplace- 
ment des  réglettes,  les  inventeurs  ont  imaginé  des  appareils 
plus  parfaits  en  reproduisant  les  chiffres  et  les  dessins  sur  des 
toiles  glissant  autour  de  rouleaux.  Ces  appareils,  qui  seront 
construits  avec  le  plus  grand  soin,  trouveront  tout  naturelle- 
ment leur  place  dans  les  bureaux  de  l'ingénieur,  del'archit 
du  banquier,  de  l'homme  d'affaires. 

Les  boîtes  et  les  appareils  précédents  représentent  une  pre- 
mière série  d'instruments  utiles,  pratiques  et  peu  coûteux  |  ' 
d'autres  séries  suivront  incessamment.   Elles  formeront    tonte 


('  )  Les  multiplicatrices,  la  boîte i  tï. 

Les  multisectrices,  la  boite 1   « 

Les  financières,  la  boîte i 

Les  népériennes,  la  botte i 

Chacune  des  bottes  précédentes,   franco  par  la  poste  au  reçu  «le 
i  IV.  20  en  un  mandai  ou  en  timbres-poste. 

Le  calendrier  perpétuel  à  rouletti  ....     o  fr.  mt 

Franco  par   la  poste   .ni   reçu  île   i  fr.  o5  c.   en   un    mandai   ou  eu 
i  imbres  poste. 
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une  collection  préparée  en  vue  de  X Exposition  universelle  de 
1889,  et  d°nt  l'ensemble  a  pour  but  de  faciliter,  de  simplifier, 
de  soulager,  et  en  même  temps  de  développer,  de  fortifier,  dans 
toutes  les  combinaisons  de  la  science  et  de  l'art,  du  commerce 
et  de  l'industrie,  le  travail  de  la  pensée  humaine. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  13G2 

(voir  2e  série,  t.  XX,  p.  192); 

Pau  M.   Emile  CHRÉTIEN. 

On  donne,  sur  un  plan  :  un  point  o,  une  circonfé- 
rence, les  extrémités  a  et  b  d'un  diamètre  de  cette 
courbe  et  un  autre  diamètre  D.  On  demande  de  déter- 
miner, sur  la  circonférence,  un  point  m  tel  que  les  droites 
ma,  mb  interceptent  sur  D  un  segment  vu  du  point  o 
sous  un  angle  droit.  (Makjnheim.) 

Lorsque  le  point  m  se  déplace  sur  la  circonférence, 
les  droites  ma  et  mb  déterminent  sur  le  diamètre  D 
deux  divisions  honiographiques  -,  soient  c  aie  deux  points 
homologues.  Joignons  c,  o,  et  par  le  point  o  menons  à  la 
droite  co  une  perpendiculaire  qui  coupera  D  en  un 
point  c" .  Lorsque  le  point  c  se  déplacera,  au  rayon  co 
correspondra  toujours  un  rayon  oc"  \  donc  les  systèmes  de 
points  c  et  c"  seront  honiographiques  \  or  les  systèmes  de 
points  d  et  c"  sont  honiographiques  d'un  môme  troi- 
sième :  donc  ils  sont  honiographiques  entre  eux. 

Pour  trouver  le  point  m  tel  que  les  droites  ma  et  mb 
interceptent  sur  D  un  segment  vu  du  point  o  sous  un 
angle  droit,  il  faudra  chercher  les  points  doubles  des 
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deux  divisions  homographiques  déterminées  par  trois- 
couples  de  points  c'  et  c" .  Un  de  ces  points  doubles  étant 
déterminé,  on  le  joindra  au  point  b  par  une  droite  qui 
rencontrera  la  circonférence  au  point  m  cherché.  Comme 
il  y  a  deux  points  doubles,  il  y  aura  deux  points  m  si 
les  points  doubles  sont  réels. 

La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Frédéric  Amoder,  élève 
de  l'École  de  Magistero,  de  Naples;  Fêrdinando  Pisani.  professeur 
du  Royal  Institut  technique  de  Messine;  Lez;  Herzogue,  du  Lycée 
de  Rouen. 


Question   1489 

(voir   3e  série,  t.  III.  p.  .150; 

Par    M.     CATALAN. 

p  étant  un  nombre  premier,  et  P  un  polj  nome  en- 
tier, à  coefficients  entiers,  l'équation 

(i)  (x  -+- y)P — xp  —  yP  =  pxy{x  -+- y)P2 

n'est  vérifiée  que  par 

p  =  7,     P  =  x2-\-  xy  -r-y2. 

Solution.  —  Si  l'équation  (i)  est  identique,  x  et    ) 
étant  quelconques,  elle  le  sera  pour  x  =  i , y  =  i .  Mais 
alors  cette  équation  prend  la  forme 

(2)  2.P-1  —  i==/>.Na, 

j\  étant  un  nombre  entier. 
Celle-ci  exige  que 


('  )  Mathesis,  i.  III,  p.  \i  *■[  81. 
L'équatioa 

(  •>■  )  '  —  ' 
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Remarques,   —  I.  En  1881,  j'ai   proposé,  dans  Ma- 
thesis,  la  question  suivante  : 

D'après  le  théorème  de  Fermât, 

Comment  doit-on  prendre  le  nombre  premier  p,  pour 
que  N  soit  uji  carré? 

Si  mes  souvenirs  sont  exacts,  la  solution  due  à 
M.  Edouard  Lucas,  publiée  dans  ce  Recueil,  diffère  peu 
de  celle  que  j'avais  trouvée  de  mon  côté. 

IL  Lorsque  p  =  7,  l'équation  (1)  se  réduit,  tout  de 
suite,  à 

,-r5-h  3x'*y  -+-  5.t3jk2-t-  5x2y3 -h3xy!> -h  y*  =  (x  -{-y)P2; 

puis  à 

x'+  -h  9.x*y  -4-  3x2y2  H-  ixy*  ~r-y'*  =  P2  ; 
etc. 

JJL  En  général, 

{x  -T- y)P  —  xp  — •  yP 

xy(x^-y) 

=  [Cp-«ti-+-i]a^-*  +  [Cp-i-1i—  i}xP-^y 

+  [G/,-1,3-M]-r/'-572^-...  +  [C/,_ljl-t-]]rP-3. 

Et  si,  comme  on  l'a  supposé,  p  est  un  nombre  pre- 
mier, tous  les  coefficients,  dans  le  second  membre, 
sont  divisibles  par  p  (*). 

est  vérifiée  par  p  =  o,  N  =  1.  Mais  cette  valeur  de  p  ne  conduit  pas 
à  une  solution  de  l'équation  (1)  proposée,  car  elle  donne  P2=i. 

Il  faut  donc  admettre  l'inégalité  p  >  3. 

En  supposant  p  >>  3,  on  trouve  la  solution  p  =  7  au  moyen  d'un 
calcul  qui  ne  présente  aucune  difficulté  (voir  p.  523).  (G.) 

(')   Proposition  connue,  évidente  à  l'inspection  du  polynôme 

P  P( P — l )  P 

1  1 .  i>  ^  '  1      J 

Ami.  de  Mathémat.,  Z*  série,  t.  IV  (Novembre  188')).  04 
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Si,  par  exemple,  /;  =  n ,  on  trouve 

{  X  -x-  y  )•  1  #11 y\  1 

— — '  J  '  , —  ==  ii  x*-\-  LLx^y  -f-  1 21  a?6 y2 -f- 200 ;r5y3 

xy(x-t-y)  J  J  *      J 

-h  253  x'+y1*  -+-  209  x3y»  -4-  i  2 1  x2 y* 
-+-44a?77-Hiij8. 
ou 

(#  _}_  y\\  1  3?11 yll 

y       -^ —  =  x*  h-  4^7r  -+-  il  x6}'2  -f-  iqa*8r3 

n;ryO-4-r) 

H-  23  ar^y  v  -+- 1 9  a?3  Y*  -+-  1 1  a?2  76 

+  4arK7-hj8. 

IV.  Plus  généralement, 

(x-i-y  ■+■  z)p  —  xp  — yP —  zp 

(x-hy)(y-+-z)(z  +  x) 

=  (x-\-y-*r  2y'-3-rH1(^+/  +  ^)H 

+  H2(.r+7  +  j)/)-5-^...4-H^3-  2H,,    3(.r2,r2.^M- 

2 

Dans  le  second  membre,  H,,  H2,  ...,  H^a  sont 
des  polynômes  homogènes,  dont  tous  les  coefficients 
sont  égaux  à  l'unité;  savoir   : 

H,=  ^+j  +  v,      II.,  =  .r2-t--y2-4-  z2^-yz  -+-  ^jt  -h  rr 

En  particulier, 

(  r  "+"  JK  -+-  -s  )7  —  a-7  —  .>'"  —  ■*" 
(^-f-j)(jK-f-^)(^-f-^) 
==(a?  -î-y  -r-  z)'* -h(x  -\-  y  -±-  z)(x  -\- y  ~-  z )z 
-4- (a?2  -h  j2  h-  ~2-+- j~  -j- *#•-+*  a^)(o?  -+-  j  H-  ■*  )'2 

-i-  (a73-f-  y3-+- -33-f-  j2  -s  -r-  JK~2-}-  .c2  a: -4-  zx2-+-  x"-y  -f- ay 2H-  oryz) (x -7-1'  - 
.  -h  x'+ -^  y1*  -+-  z'*  -±-  yz  z  -+-  r-33-f-  ~3 .r  -f-  ,sa73-f-  a?3^  -+-  xy* 
-h  x2yz -{- y* zx  -)- z*  xy  +  y* z2 -+- z*  x* -±- x*y* 

V.  D'après  une  formule  connue  (-),  les  nombres  de 
termes  des  polynômes 


H„  II,.  II. Hp  ,.  Hp  „  II,, 


/'    s 
5 


(')    Mélanges  mathématiques,  t.  l.  p.  18a. 

(J)  Cours  d'  Inalyse  de  II  niversite  de  Liège,  p.   'ii- 
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sont,  respectivement, 

3,  0,  io,   ...,  \(p--i){p  —  3),  j(p— 1)(/>  —  2),  i(p-M)(i>— i). 
Donc,  si  l'on  suppose  x  =J  —  z  =  i,  on  aura 


(3I»-1  —  i)  =  3/>-3 -f-  3 .3p -* -h 6. 3/»-» -+-...-+-!(/>  —  a) (/>  —  3). 3 

-+■  \{p  —  1)(p  —  a)  -+■  {(/?  h-  i)(/>  —  i  )  ; 


puis,  comme  le  dernier  binôme  égale  ■£(/>  —  i)2  : 

{( 3P-*  —  i )  =  3/»-*  -4-  3 .  S/'-5  -h  6 . 3/>-6  + . . . 

-+-}(/>-  2)(p-3)  +  {(/>-  i)2. 

VI.  En  vertu  du  théorème  de  Fermât,  le  premier 
membre  est  divisible  par  p  (  *  ).  Le  second  membre  jouit 
donc  de  la  même  propriété,  laquelle  n'est,  peut-être,  pas 
évidente  a  priori. 

Note.  —  La  même  question  a  élé  résolue  par   MM.   .1.    Neubcrg, 
Moret-Blanc;  Juhel-Renoy. 

NOTE. 

Sur  la  résolution  en  nombres  entiers  et  positifs  de 
l équation 

(i)  iP~l—  i  =/?.N2, 

oh  p  représente  un  nombre  premier,  plus  grand  que  3. 

L'équation  (i)  proposée  revient  à 

(«2)  (/2~-m)('/2~—  i)  =p.m. 

Les  deux  facteurs  ^2  -  -h  «/,  \2  -  — i)  sont  pre- 
miers entre  eux,  parce  qu'ils  sont  impairs  et  que  leur 
différence  est  2.  Par  conséquent,  il  faut,  d'après  l'équa- 


(')  On  suppose  p  >  3. 
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tion  (2),  que  l'un  d'eux  soit  carré  exact,  et  l'autre,  le 
produit  d'un  carré  par  le  nombre  premier  p. 

Or,  c  est,  nécessairement,  le  premier  facteur  \i  -    +1) 

P-* 

qui  doit  être  un  carré  exact,  car  le  second,  2  -    —  1 ,  est 

un  nombre  de  la  forme  ^n  -f-  3. 

Soit  donc 

p-\ 

9.  2    +1  =  M2  ; 

d'où 

2  2    =  M2— i  =  (M-m)(M  — 1). 

Il  est  évident  que  M  -j-  1  et  M  —  1  sont  des  puissances  du 
nombre  2.  Et  il  résulte  de  l'identité  (M -f-  1)  —  (M —  1)=  2 
que  (M  —  1)  ne  peut  être  une  puissance  de  2  supérieure 
à  la  première.  Donc 

M  — I==2;     M  =  3:     M*  —  ,  =  8  =  23: 


et,  par  suite, 


p~-x  p  -r  1 

t  2   =23?    E. — i  =3,    p=  -. 


(/est  ce  qu'il  fallait  trouver 


Question   1500      v 

1  voir  3"  série,  t.  III,  p.  (00); 

Les  projections  orthogonales  (V un  point  quelconque 
d'une  hyperbole  equilatère  sur  les  côtés  d'un  triangle 
inscrit  déterminent  une  circonférence  qui  passe  par  le 
centre  de  la  courbe.  (P.  Terkieh.) 

\  aie  de    M '.   11.    BAOCARD. 

Cette  proposition  n'est  pas  nouvelle.  On  la  trouve 
énoncée  et  démontrée  par  Bobillier,  dans  un  Mémoire 
sur  l'hyperbole  equilatère,  inséré  au  i.  XIX  (juin  1829) 
des  Annales  de  G  ergonnes  p.  349-359. 
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La  démonstration  est  fondée  sur  la  propriété  de  l'hy- 
perbole équilatère  d'avoir  pour  polaire  réciproque,  par 
rapport  a  un  cercle  directeur  de  rayon  arbitraire,  ayant 
son  centre  sur  le  périmètre  de  la  courbe,  une  parabole 
admettant  pour  directrice  la  tangente  menée  à  l'hyper- 
bole par  le  centre  du  cercle,  et  pour  foyer,  le  pôle  du 
diamètre  non  transverse  de  cette  hyperbole,  perpendi- 
culaire à  celui  qui  va  au  centre  de  ce  cercle  (p.  353). 
L'axe  et  le  sommet  de  cette  parabole  peuvent  être  ai- 
sément déterminés  (p.  354). 

Le  Mémoire  de  Bobillier  renferme  plusieurs  théo- 
rèmes, dont  quelques-uns,  retrouvés  par  d'autres  géo- 
mètres, ont  servi  de  base  à  d'intéressantes  recherches. 
On  peut  citer,  par  exemple,  les  suivants  : 
L'hyperbole  équilatère  est  sa  propre  polaire  réci- 
proque, par  rapport  au  cercle  concentrique  bi tangent 
(p.  35o). 

Si  un  rectangle  a  ses  côtés  respectivement  parallèles 
aux  asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère,  et  deux 
sommets  opposés  sur  cette  courbe,  la  diagonale  qui 
joint  les  deux  sommets  restants  passe  par  le  centre  de 
l'hyperbole  (p.  358). 

Ce  théorème  a  été  rencontré  aussi  par  M.  P. -H. 
Schoute,  qui  a  donné  au  rectangle  ainsi  défini  le  nom  de 
rectangle  asjmptotique,  et  en  a  déduit  de  nombreuses 
notions  relatives  à  une  certaine  courbe,  du  quatrième 
ordre,  douée  de  trois  points  doubles  (voir  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  t.  XIX,  p.  278-280,  1884,  et 
Congrès  de  Blois,  p.  42_47?   1884). 

Bobillier  n'a  pas  manqué  de  généraliser  les  résultats 
(jui  précèdent,  et  de  les  étendre  à  une  conique  quel- 
conque (p.  358),  mais  il  vaut  mieux  les  étudier  dans  le 
Mémoire  original. 
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Question  1518 

(voir   3e   série,    t.    III,    p.  544); 

Pau  M.  J.  RICHARD, 

Élève  de  l'École  Normale  supérieure. 

Trouver  une  courbe  plane  telle  que  la  projection  de 

son  rayon  de  courbure  en  un  point  M,  sur  une  droite 

fixe  du  plan,   soit  proportionnelle  à   la  partie  de  la 

tangente  au  point  M,  comprise  entre  ce  point  et  la 

droite  fixe. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  M  de  la 
courbe  cherchée,  la  droite  fixe  étant  prise  pour  axe 
des  x\  soit  a  l'angle  de  la  tangente  en  JM  avec  Taxe 
des  x\  s  la  dillérentielle  de  l'arc  au  point  M. 

On  sait  que  le  rayon  de  courbure  a  pour  expression 

-y-;  ce  rayon  étant  perpendiculaire  à  la  tangente  en  INI, 
sa  projection  sur  l'axe  des.  a:  est  égale  à  -7-  sina;   or, 

ci  v 

ds  sina  =  <fy  :  donc  cette  projection  a  pour  valeur  —-> 

D'autre  part,  la  partie  de  la  tangente  comprise  entre  le 

point  M  et  l'axe  des  x  est  évidemment  éçale  à  —. —  ;  donc 
1  °  sina 

ou  doit  avoir,  —  désignant  une  constante, 


n 


OU 


dx 

1 

n 

y 

6  in  a 

Jv 

1 

du 

y 

n 

sin  a 

d  où,  eu  intégrant,  et  désignant  par  -  logC  la  constant* 
arbitraire, 


1               1  1               a        '  1 
loei        -  loe  tane —  i<»u  <  ■, 


et,  par  suite, 
On  a,  d'ailleurs, 
ou  bien 
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Lang-  =  Gy> 


dy 

-,-  =  tan"  a 

dx 


2tang- 
dy  °i 


dx  ,a 

i  —  tang2  - 

•2 


Remplaçant,  dans  cette  équation,  lang-  par  sa  valeur, 

il  vient 

dy  i  Gyri 


d'où 
ou  bien 


dx        i  —  G2y'2n 
i  \      Gytl 


dx  =  ^-(^y~n-cyn)' 


et,  en  intégrant  et  désignant  par  x0  la  constante  arbi- 
traire, 

i  /  i    y1" n        Gyl+n 

X  —  Xq  —  - 


i  \  G   i  —  ri         i  -+-  n 
Toutefois  cela  suppose  n  ^  i  j  si  n  =  i ,  on  a 

i  /  i  v2  N- 


La  courbe  proposée  est  précisément  celle  que  l'on 
trouverait  en  résolvant  la  question  suivante  : 

Un  point  mobile  parcourt  une  droite  OX  d'un  mou- 
vement uniforme ,•  il  est  poursuivi  par  un  autre  mobile 
qui  se  dirige  constamment  vers  lui.  Le  rapport  des 
deux  vitesses  est  n  :  trouver  la  courbe  décrite  par  le  se- 
cond mobile. 
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En   d'autres   termes,   la  courbe  que  nous  venons  de 
considérer  est  une  courbe  de  poursuite. 

La   même  question    a  été   résolue  par  MM.    Juhel-Renoy,    Moret- 
Blanc,  Launoy,  Bassani,  d'Ocagne. 


Question  1533 

(voir  3"  série,  t    IV,  p.  3<)i)  ; 

Par  M.  JUHEL-RÉNOY. 

Le  produit  des  distances  des  foyers  d'une  ellipse  à 
une  normale  à  cette  courbe  est  égal  au  carré  du  demi- 
diamètre  perpendiculaire  à  cette  normale,  moins  le 
carré  du  demi  petit  axe.  (D'Ocagne.) 

Soient  F,  F'  les  foyers,  O  le  centre  d'une  ellipse;  MP 
etMQ  la  tangente  et  la  normale,  en  M,  à  la  courbe }  Q  et 
Q'  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  F  et  F' 


sur  la  normale;  P  et  ly  les  projections  de  F  et  F'  sur  la 

tangente;  R  la  projection  du  centre  O  sur  la  normale;  soit 

eu  lin  a  l'angle  de  la  tangente  et  du  rayon  vecteur  MF. 

On  a 

PF  =  QF  tangot, 

P'F'=  Q'F'tangac. 
Or,  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  des  foyers 
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sur  une  tangente  égale  le  earré  du  demi  petit  axe  :  donc 

QF.Q'F'  =  b*  cot2a  =  -J- 6*. 

sin2a 

Soit  JN  le  point  où  le  diamètre  OR  coupe  l'ellipse.  Le 
second  théorème  d'Apollonius  fournit  la  relation 

MR.ON  =  a&. 

Or,  R  étant  le  milieu  de  QQ', 

2MR  =  MQ  4-  MQ'  =  (MF  -+-  MF')  sina  =  2asin  a; 

par  suite, 

a. ON  sina  =  ab, 
d'où 

ON  =4-. 

sin  a 

et  finalement 

QF.Q'F'=  ON2  —  b1, 

ce  qui  démontre  la  proposition  ( l  ). 

La  Géométrie  analytique  conduit  au  même  résultat. 

(')  La  proposition  énoncée  est  un  corollaire  du  théorème  suivant, 
qui  est  connu  : 

Le  produit  MF. MF'  des  rayons  vecteurs,  menés  d'un  point  M  de 
V ellipse  aux  deux  foyers,  est  égal  au  carré  du  rayon  ON  perpen- 
diculaire à  la  normale  au  point  M. 

Cela  admis,  soient/,/'  les  rayons  vecteurs  MF,  MF';  M  l'angle 
FMF';  p  le  demi-périmètre  a  +  c  du  triangle  FMF\  On  a,  évidem- 
ment, 

QF.Q'F'  =  /./'.sin^. 

Mais,  d'après  une  formule  de  la  Trigonométrie, 

ff'sin^  =  (p-f)(p-f')=p>-p(f  +  f')+/r. 
Donc 
QF.Q'F'=  (a  +  cy—  (a  +  c)  x  2fl  +  //'tt-6J  +  //=  ON"— 6-'. 

C.    Q.    F.    D. 

(G.) 
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Soit,  eu  etïet, 

b  Y  coso  —  aX  sins  -+-  c2  sino  coss  =  o 

l'équation  de  la  normale  en  M. 

Le  produit  des  distances  des  foyers  à  celte  normale 
sera,  en  remarquant  que  les  foyers  sont  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  normale, 

—  c*(c  coscp  —  a)(c  cos 9  -4-  a)  sin8cs         .    .   o 

- ; ! i L   ^r  C     Sin2C3 

b%  cos2cp  -f-  a2  sin2o 
c2  sin2<p  =  a2  sin2cp  -h  62  cos2o  —  b-. 

Or  a  coscî,  b  sincs  étant  les  coordonnées  du  point  M,  les 
coordonnées  de  l'extrémité  du  diamètre  conjugué  à  OM, 
c'est-à-dire  perpendiculaire  à  la  normale  en  M,  sont 
—  a  sincp,  —  b  coscs,  et,  par  suite,  le  carré  de  ce  demi- 
diamètre  est 

a2  sin2cp  -+-  b2  cos2ç>. 

La  proposition  est  donc  démontrée. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Morct-BIanc  et 
M.  Bassani,  professeur  au  lycée,  à  Padoue. 


Question  1537 

(  voir  3"  série,  t.  IV,  p.  391  ); 

Par  M.  H.  BASSANI, 

Professeur  au  lycée  de  Padoue  (Sicile). 

On  considère  les  pieds  des  nantie  normales  menées 
(V un  même  point  à  une  ellipse  :  démontrer  que  le  rap- 
port de  la  moj  enne  géométrique  des  abscisses  de  ces 
quatre  pieds  à  leur  moyenne  arithmétique  est  constant 
et  égal  au  demi  grand  axe  de  l'ellipse.    Le  me/ne  rap- 
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port,   relatif  aux  ordonnées,  est  égal  au  demi  petit 

axe  ( (  ).  (Hauisien.) 

Désignons  par  a'2j  2-\-  b'2x- —  a- b- =  o  l'équation  de 
l'ellipse,  et  par  x0,  j0  tas  coordonnées  d'un  point  P; 
d'où  l'on  mène  les  normales  à  la  courbe. 

Soient  x^yK  \  x^y^\  «^3jJT3i  x*ijf\  tas  coordonnées 
des  pieds  des  quatre  normales  menées  du  point  P.  L'équa- 
tion de  l'hyperbole  passant  par  ces  quatre  points  sera 

a2x0y  —  b2y0x  —  c^xy  =  o. 

Si  l'on  élimine  #,  ou  j r,  entre  ces  deux»équations,  on 
obtient  une  équation  en  .r,  ou  en  y,  du  quatrième  degré, 
qui  donne  les  abscisses,  ou  les  ordonnées,  des  pieds  des 
quatre  normales. 

On  trouve,  pour  les  deux  cas, 

(i)  ckx'* — 2  a2  c2  #o  s?3 -t- •  • . —  a6x$  —  o, 

.—  è672  =  o; 


a6x$ 

6t       X  y  X%  2?3  Xif  '==-  — 


(2 

s)                   c'*yk-\-ib'i 

!c27o73" 

d 

où  l'on  tire 

Xt  -+•  Xz  -h  x3  -+•  xk  = 

c2 

71+72+73+74  =  - 

2  &27o 

c2 

cl 

t|  par  suite, 

a3a?0 
c2     ' 

y  X^X<iX%X\  =■ 

c 

e  qui  donne 

sj X\  x%  x$xk 

X\  -+-  3?2  ~ t-  ^3  "+"  *2?4 

et     7ij2  J3  yw  = 


c* 
c'* 


^71/27374=  ~^~    (2) 
v/7i72737v 


7i +72 + 73  +  74 


=  6. 


C.     Q.    F.    D. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 

(')  On  entend  ici  par  moyenne  géométrique  la  racine  carrée  du 
produit  des  quatre  quantités  considérées,  et  par  moyenne  arithmé- 
tique leur  demi-somme. 

(2)  En  valeurs  absolues,  c'est-à-dire  sans  avoir  égard   aux  signes. 
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Question  1543 

(  voir  3*  série,  t.  IV,  p.    3;)2^  ; 

Par  UN  ANONYME. 

On  donne  l'une  des  deux  asymptotes  d  une  hyper- 
bole équilatère,  une  tangente,  et  un  point  de  la  courbe  : 
déterminer  le  centre  et  les  autres  éléments  de  la 
courbe.  (Construction  géométrie/ ue.) 

La  solution  suivante  s'appuie  sur  cette  proposition  : 

Les  projections  d'un  point  quelconque  d'une  hyper- 
bole équilatère,  sur  une  tangente  et  sur  la  droite  menée 
du  centre  au  point  de  contact,  sont  à  égale  distance  du 
centre  de  la  courbe. 

Cela  admis,  soient  OX  et  CM  l'asymptote  et  la  tan- 
gente données;  P  le  point  donné  sur  l'hyperbole;  O  le 
centre  de  la  courbe;  M  le  point  de  contact  de  la  tan- 
gente CM,  et  C  le  point  d'intersection  de  l'asymptote  et 
de  la  tangente  (  '  ). 

Les  droites  OM,  CM  étant  égales  entre  elles,  l'angle 
MOC  =  MCO;  cette  égalité  fait  connaître  la  direction 
de  la  droite  OM,  et,  par  suite,  la  perpendiculaire  PA 
abaissée  du  point  P  sur  la  droite  OM  est  déterminée  de 
position. 

Soient  encore  PB  la  perpendiculaire  menée  à  la  tan- 
gente CM  par  le  point  P,  et  B'  le  symétrique  du  point  B, 
par  rapport  à  l'asymptote  OX. 

On  a  d'abord 

OB'=  OU: 
puis 

OB  -  <>\. 

d'après  la  proposition  énoncée. 
(')  Le  lecteur  esl  prié  <l<*  faire  la  Ggure. 
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Or  l'égalité  des  trois  droites  OB',  OB,  OA  montre  que 

O  est  le  centre  d'une  circonférence  tangente  à  la  droite 
PA  en  A,  et  passant  par  les  deux  points  IV,  B.  La  déter- 
mination du  centre  de  l' hyperbole  est  ainsi  ramenée  à 
cette  question  de  Géométrie  élémentaire,  dont  la  solu- 
tion est  bien  connue  :  Faire  passer  par  deux  points 
donnés  une  circonférence  tangente  à  une  droite. 

Le  centre  O  de  l'hyperbole  étant  ainsi  obtenu,  on 
élèvera  en  ce  point  à  l'asymptote  OX  une  perpendicu- 
laire OY  qui  sera  la  seconde  asymptote  de  l'hyperbole, 
et  l'on  sait  comment  on  détermine  les  axes  d'une  hyper- 
bole dont  on  connaît  un  point  et  les  deux  asymptotes. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  lo4i 

(  voir  3' série,  t.  IV,  p.    192); 

Par  M.  MORET-BLANC. 

On  donne  une  parabole  et  un  point  dans  son  plan; 
par  ce  point  on  mène  une  sécante  quelconque,  et,  sur  la 
corde  ainsi  déterminée,  prise  comme  diamètre,  on  dé- 
crit un  cercle.  jfYouver  V enveloppe  de  la  polaire  du 
soîJimet  de  la  parabole,  par  rapport  à  ce  cercle. 

(  WOLSTENHOLME.) 

Soient  Y2  =  zpx  l'équation  de  la  parabole;  a,  (3  les 
coordonnées  du  point  donné;  y — [3  =  m[x  —  a)  sera 
l'équation  de  la  sécante. 

Eliminant  x  entre  ces  deux  équations,  on  a,  pour  dé- 
terminer les  ordonnées  des  extrémités  de  la  corde  inter- 
ceptée, 

ntr-  —  9.py  -+-  ip{  (3  —  m  a)  =  o, 


(  534  ) 
équation  dont  les  racines y\  y"  sont  déterminées  par 

p  zh  y/ p-  —  ipm(  [3  —  ma) 


y  — 

On  a  ensuite 


y-^-y      p 
- — —  =  —  —y\ 

i  m       J 


y' — y"        y/ ' p1 —  ipm(  (3  —  ma) 

■ : —   —    , 

'i  m 

y'2  —  y"'2  __  x' — x"        s/ P'1  —  v-pin  (  [j  —  m  a  ) 
4/>  i  m1 

x' -\- x"     .   yt —  ((3 —  ma)        p  —  m  ({3 —  ma) 
'2  ni  m~ 


=  xv 


L'équation  de  la  circonférence  décrite  sur  la  corde 
considérée,  comme  diamètre,  est 

x2-\-y2 —  ixix  —  ïj'iy  -h  &?  ■+■  y2  —  f'~  =  o, 

et  celle  de  la  polaire  de  l'origine,  sommet  de  la  parabole  : 

&ix-*-yiy  —  x?—  y?-±-r*=  o, 

/x'  —  x"Y  |    (y'  —  y"Y_  r(iH-m2)(>2  — 2/>m(!3  — maV| 


i       /  \       i       /  ni* 

Remplaçant  xf1  y{   et  r2  par  leurs  valeurs,  multipliant 
par  m2,  et  réduisant,  l'équation  de  la  polaire  devient 

(p  —  ^m+  am2);r  -hpmy  —  (  [3  —  ma)2 —  ipm{$  —  ma)  =  a 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  m, 

(  i)  (oLX-\--ipct  —  a2)m2H-(/>jK —  ?  %  -+-  2  a|3  —  2/>  J3)m-t-/?  x — [32=o. 

On  aura  l'équation  de  l'enveloppe,  en  éliminant  /;/ 
entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  m, 

(2)     i{ix  H-  ipy.  —  a2)m  -r-py  —  $x  ■+■  2aj3  —  ipfi  =  o. 

Ajoutant  ces  équations  multipliées,  respectivement,  par 
■>.  et  —  ///,  on  a 

<  3  ï  Q°J  —  J3  r  -h  •>.  ap  —  9./J  p  ï  m  -h  à  (/> x  —  |32  )  =  o. 


(  533  ) 

Enfin,   l'élimination  de  m  entre  les  équations  (2)  et 
(3) donne 

(py  —  $x  -+-  11$  —  ip  |3)2 —  \vl(x  -h  ip  —  x)(px  —  (32)  =  o. 

La  courbe,  représentée  par  cette  dernière  équation,  est 
une  ellipse,  ou  une  hyperbole,  suivant  que  l'on  a  a  <^  o, 
ou  a^>  o. 

Si  a  =  o,  la  polaire  passe  par  Je  point  fixe 

/>       <  ^       p2 

Son  enveloppe  se  réduit  à  ce  point. 

Dans  le  cas  général,  la  courbe  est  tangente  aux  droites 

S2 
x  =  ol  —  ip  et  x  =  —  :  la  corde  de  contact  est  la  droite 

•  P 

représentée  par  l'équation 

py  —  $x  -h  aa(3  —  ip  (3  =  0. 


QUESTIONS. 


1554.  Si  .r,  y,  z  sont  trois  nombres  positifs,  dont  la 
somme  est  égale  à  l'unité,  on  a 

(1  —  x)(\  — j)(i  —  z)  >  Sxyz. 

(  WoLSTEJNIIOLME.) 

1555.  D'un  point  P  pris  sur  une  strophoïde  droite, 
on  mène  deux  tangentes  à  la  courbe }  soient  T,  T;  les 
points  de  contact.  L'enveloppe  de  la  corde  TT7  est  une 
parabole  ayant  même  sommet  que  la  strophoïde,  et 
dont  le  foyer  est  le  symétrique  du  point  double,  par 
rapport  à  ce  sommet  commun.         (Fauquembeiigce.) 

'1556.  Les  perpendiculaires  aux  côtés  d'un  triangle 
donné  ABC,  aux  points  où  ils  sont  rencontrés  par  une 
transversale  quelconque  r/,  forment  un  nouveau  triangle 


(  536  ) 
A'B'C.  Démontrer  :  que  les  droites  A  A',  BB\  CC  se 
coupent  en  un  même  point  M,  commun  aux  circonfé- 
rences ABC  et  A'B'C;  que  celles-ci  sont  orthogonales, 
et  que  les  droites  de  Simson,  du  point  M,  par  rapport  aux 
deux  triangles,  sont  parallèles  à  d.  (J.  Neuberg.) 

1557.  Par  un  point  M,  pris  dune  manière  quel- 
conque sur  le  côté  BC  du  triangle  ABC,  ou  mène  des 
parallèles  aux  côtés  AC,  AB.  Ces  droites  coupent,  res- 
pectivement, aux  points  B',  C  les  côtés  AB  et  AC  Dé- 
montrer que,  si  la  droite  qui  joint  le  sommet  A  au 
point  I  de  rencontre  des  droites  B'C  et  BC  coupe  la 
droite  B'C'  au  point  M',  on  a 

MVB'        MB 
M'C  ~~;MCf 

(D'Oc  A  GUE.) 

1558.  Le  lieu  des  centres  de  toutes  les  coniques  ayant 
un  contact  du  troisième  ordre,  au  même  point,  d'une  co- 
nique donnée,  est  une  ligne  droite.  (Barisien.) 

1559.  Etant  données  l'arête  de  base  et  la  hauteur 
dune  pyramide  régulière,  trouver  l'angle  compris  entre 
deux  faces  latérales  dans  les  cas  suivants  : 

i°  La  base  est  un  triangle  équilatéral  ; 
2°  Est  un  hexagone  \ 

3°  D'une  manière  générale,  la  base  est  un  polygone 
régulier  de  n  côtés.  (A.  Gejneix-Màrtin.  t 

1560.  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  passant  par  les 
points  dont  les  coordonnées  trilincaircs  sonl  (■ — n.5,c), 
[a,  —  ft,  c),  (a,  #,  —  c).     (B.  Hànumehtà-Rau,  B.   \. 

Extrait  du  journal  anglais  :   The  Educational  Times. 

\<>ic.  —  INI.  Giovanni  Russo  ;i  résolu  la  question  î 538 :  c'csl  |>;ir 
oubli  que  sa  solution  n'.i  pas  été  mentionnée  p.   is_. 


(   ->7  ) 


DEMONSTRATION  DIRECTE  DINE  IDENTITÉ. 


Dans  son  Algèbre,  p.  5,   M.  de  Longchamps  donne 
l'identité  suivante 

x(x  -+- 1).  .  .(x  +  r)  -+-  (x  ■+■  1).  .  .{x  -+-y  -+■  i)  -+-.  '. . 
+  {z  —  y)(z'—  y  -±\). .  .{z  —  i)z 

(z  -hi)z.  .  .(z—y)  —  (x-v- y).  .  .(x—  i  ) 

et  ajoute  que  sa  vérification  directe  présente  des  diffi- 
cultés. On  lira  done  peut-être  avec  intérêt  la  suivante, 
qui  n'en  présente  aucune. 
De  l'expression 

< '  x  —  i  )x ( x  -h  i ) . . , (s  -+-y) 

-+-  x(x  -h  i  ). .  .(x  -+- y  -f- 1)  -f- . .  . 

-h  (*  —  7  —  i)(,s  —7).  ..*  +  (*  —  7). .  .(*  -+- 1) 

retranchons  l'expression  même  où  tous  les  termes  ont 
avancé  d'un  rang 

x(x  -t-i). .  .(x  -hy  -    m 

-+-  (x  +  i). .  .(^+7  +  2)  -+-. . . 

-h  (z  — y).  .  .(z  -+-  1)  -h  {x  —  \)x(  x  -h  1).  .  .(x  +7), 

nous  aurons  un  résultat  identiquement  nul. 

Or,  en  soustrayant  les  termes  de  même  rang,  on  a 

x(x  -h  1). .  .(x  -L-y)[x  +/  +  Î  —  2"  H-  1 1 

-h  (x  -+- 1) (x  -f- 2  ) . . . {x  -h y  -h  i)[x -\-y  -+-  2  —  a?]  -f- . . . 

-h  O  — 7).  .  ,z[z  H-I  —  £  -+-7  -h  l] 

H-  ( a?  —  f } a*. . . (x  -4-7  )  —  (z  —  y  ) . . . (z  -+- 1) i  ==  o, 

où  tous  les  crochets  se  réduisent  à  y  -f-  2.  En  divisant 
par  y  -\-  2,  on  a  donc  l'identité  proposée.  Cu.  B. 

0 
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NOTE  SIR  LÏ1ERPOLHODIE  H; 

Par  M.  BARBARIN, 
Professeur  au  lycée  de  Toulon. 


Poinsot  a  démontré  que,  quand  un  corps  qui  n'est 
soumis  à  aucune  force  extérieure  tourne  autour  d'un 
point  fixe,  son  ellipsoïde  d'inertie  demeure  constamment 
tangent  à  un  plan  invariable.  Le  point  de  contact  décrit 
sur  l'ellipsoïde  une  courbe  du  quatrième  ordre,  connue 
sous  le  nom  de  polhodie,  et  trace  sur  le  plan  fixe  une 
autre  courbe,  appelée  lier  polhodie.  Les  propriétés  delà 
première  courbe  sont  bien  connues;  c'est  une  courbe 
fermée  entourant  sur  l'ellipsoïde  l'extrémité  du  plus 
grand  axe  ou  l'extrémité  du  plus  petit;  elle  se  réduit, 
par  exception,  au  système  de  deux  ellipses  lorsqu'elle 
passe  par  le  sommet  de  l'axe  moyen,  ou  aux  parallèles 
de  l'ellipsoïde  quand  celui-ci  est  de  révolution.  On  sait 
enfin  que  la  polhodie  se  projette  suivant  une  ellipse  sur 
le  plan  du  petit  axe  et  du  moyen,  ainsi  que  sur  le  plan 
du  grand  axe  et  du  moyen,  et  suivant  une  hyperbole 
sur  le  plan  du  grand  et  du  petit  axe  (voir,  à  ce  sujet, 
le  Traite  de  Mécanique  de  M.  Collignon). 

Je  me  propose,  dans  cette  Note,  de  résumer  les  pro- 
priétés les  plus  remarquables  de  l'herpolhodie. 


(')  Cet  article  nous  a  été  envoyé  par  M.  Barbarie  à  la  data  du 
28  janvier  1882,  et  dous  n'avons  malheureusement  pu  le  publier  plus 
tùt  à  cause  de  no-  engagements  antérieurs.  M.  Barbarin  n'avait  donc 
aucune  connaissance  de  la  Noie  de  M.  de  Sparre,  insérée  aui  Comptes 
rendus  !<•  2^  novembre  i884>  lorsqu'il  a  tait  -«m  travail.        Gn.  B 


(  539  ) 

I.   —  Equation   de  l'herpoi.hodie. 

D'après  le  théorème  de  Poinsot,  le  mouvement  est 
réglé  en  ce  que  la  polhodie  roule  sans  glisser  sur  l'her- 
polhodie.  Si  donc  on  désigne  par  S  et  a-  les  arcs  des  deux 
courbes  décrits  dans  le  même  temps,  à  partir  du  même 


instant  initial,  on  a 


<j     et     dS  =  d<y. 


Je  déterminerai  S  et  <r  en  fonction  des  coordonnées  po- 
laires p,  co  de  l'herpolhodie  sur  le  plan  fixe,  le  pôle  étant 
pris  au  pied  P  de  la  perpendiculaire  menée  à  ce  plan  par 
le  centre  de  l'ellipsoïde.  Donc,  relativement  à  cette 
courbe,  on  a  d'abord 

d^-=  c?p*-h  p2  dio2. 
Soit  maintenant 

X**-       r2       -2 

(,)  ^  +  ^  +  ^  =  ' 

l'ellipsoïde  ;  si  je  désigne  par  ù  la  distance  du  point  fixe  o 
au  plan  fixe,  la  polhodie  est  définie  par  l'équation  pré- 
cédente et 

3?2  V2  -S2  I 

v    '  a*        b*        c*        82 

Je  joindrai  à  ces  équations  la  suivante  : 

(3)  ^2  +  j24-^2=  32-f-p2. 

J'écarte  d'abord  le  cas  où  l'ellipsoïde  serait  de  révolu- 
tion autour  de  son  grand  axe  a  \  alors 

b  =  c 
et 

,       (a2-32)(o2  —  62) 
P"-  -  p  > 

l'herpolhodie  est  alors  un  cercle  ayant  P  pour  centre. 


(  54o  ) 

11  en  serait  de  même  si  l'ellipsoïde  était  de  révolution 

autour  de  son  petit  axe. 

Soit  donc 

a  >  b  >  c. 

En  résolvant  le  système  des  équations  (i),  (2),  (3)  par 
rapport  à  x2,j '2,  z2,  je  trouve  d'abord 

—  aHbî—c*) 


ocL  — 


_[p*+i-(S._6,)(î,_ol)] 


(a2_^2)(62—  C2)(C2 

Je  poserai,  pour  abréger, 

U2_&2)(62_C2)(C2_  a*_)z=   D 
(P  —  «*)(§*  —  62)Co2—  C2)    =   U. 

J'aurai  donc  simplement 

_at(6,_e,)r  „  1 

l  D  LP    +  52(3!  —  «2)J 

U)  y  ~  D  |/   ~ïui'--0^\ 

I     .       —  c*(a>  —  b')  r  .  v  1 

'**= — 5 — Lp  + P(5CTj  ]■ 

équations  qui  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 


x-  =  a(  p2  j-  n  )     avec       a  = 


D 


«'><^=fi(p»+rs)        »         r,=  « 


o2i  88  —  a*) 
*2=Y(p*-+-r3), 

En  différentiant  ces  équations,  j  ai 

y  (lv        fîp  rfp, 

z  r/.-        y  s  •'A0  : 

donc,  pour  obtenir  l'arc  de  polhodie  en  fonction  de  p, 

/  a2  3* 

c?S*  =  dx*-hcty        (Ù     =  (  —  ■+-  L  -+-  L  )  p«  a 


(  54«  ) 

d'où 

d^-^  p2  û?0)2=  p2  <W— ^ h   -r-2 h    -J ) 

r   \p2  +  ri        p2-t-/--2        p2-t-r3/ 
L'équation  différentielle  de  l'herpolliodie  est  donc 


(5)     ^=^i/(-^-  +  ^_^_L_)p2_1, 

et  la  recherche  de  cette  courhe  se  trouve  ramenée  ainsi 
à  une  quadrature. 

En  abordant  maintenant  les  simplifications,  on  a 

P         ,         Y 


p^  —  i 


p2-H  rx         p2-f-  r2         p2-+-  r3 

ra(P2  +  r2)(P2+  n)-h  (3(p2+  r3)(P2+  n)i 

_  L +T(P2+^i)(P2-^-^) J  _ 

(p2+/'i)(p2+r2)(p2+^) 
/  (a  +  (3  +  Y  —  i)p6  j 

-h  [a(r2H-r3)-h  P(/'3-f-  >'i)  -+-  y(ri  -+■  ''2)  —  (''i+  r2-h  r»)]p* 

(        -+■  (  a  ra  r3  -h  ft  r3  rt  H-  y  ri  r2  —  r2  r3  —  r3  H  —  H  ^2  )  P2  —  rx  r%  r3  ) 

(pl-F  r*)(p« H- rsO(p* -+-/■*) 

i°  a  +  p  +  Y~  1  =  0; 

/  a(  r2  -h  r3  )  -t-  [3 (  r3  H-  n  )  -+-  y  (  /'i  -+-  r2  )  —  (  t\  -h  r2  -+-  r3  ) 
20  =  <  P  -ï-  Y  —  ih+(ï  +  «-  i)r2+(a  +  P-  i)r3 

(       =_  an—  pr2— yr3  =  — S»; 

/   ar2  r3  -+-  p  r3  r'j  -+-  y  rj  r2  —  r2  r3  —  r3  rt  —  n  r2 

3°  =  —  (  (3  -+-  y  ) r2  r3  —  (  y  -h  a) r3  r,  —  ( a  n-  p ) r,  r2 

(       =_  a/'1(r2+  r3)—  p  r2(r3-+-  r4)  —  y  r3(rt-+-  r2); 

or 

a(2â2—  é>2—  c2) 


'2-r's      §2^2_.62)(g2__c2y 
donc 

ai(/32_c2)(232_/32_c2W 

-  a  ri(r2+  r.)  =  -^ }- 

de  même 

64(C2_a2)(2S.2_  C2„a2)w, 


P  r2  (  r3  +/•,)  = 


—  Y  r3<  /'i~!-  r2) 


D8* 

C4(a2_Ô2)(282—  «2_  Z/2,,/ 

D8v 


(  H*  ) 

donc 

—  i  h 
— -  a  rt  (r2 -h  r3)  —  p  r3 (  r3  H-  t\  )  —  Y  ''3  (  rt  -7-  r2  )  =  — ^  , 

4°  -r,r2r3  =  —  j?- 

L'équation  (5)  se  transforme  et  devient  finalement 

. (?+*}« 

(  6  )  dix)  =  o  —  '  • 

p/— (p2H-ri)(p2-hr2)(p2H-r3) 

Le  problème  dépend  donc  d'une  quadrature  elliptique. 

IL   —  Discussion  et  forme  de  la  courbe. 

Cette  forme  dépend  des  diverses  circonstances  que 
présente  l'équation  différentielle  précédente  quand  on 
y  fait  varier  0  depuis  c  jusqu'à  a  en  passant  par  la  va- 
leur intermédiaire  b.  Ce  sont  ces  circonstances  que 
nous  allons  étudier  : 

i°  0  varie  de  c  à  b  :  la  polhodie  entoure  le  sommet 

du  petit  axe.  —  Au  début,  pour  B  =  c,  r^  =  o,  r.2  =  o, 

(c2— a2)(c2— 62)  T  ,,  „      ,. 

u  =  o,  i\  = ^ et  p  =  o.  L  lierpollioaie  se 

réduit  à  son  pôle  P}  le  corps  tourne  autour  du  petit  axe 
de  son  ellipsoïde,  qui  demeure  fixe.  A  mesure  que  0  aug- 
mente, la  courbe  s'élargit  progressivement;  alors 

32 _  c2>o,     o2  —  62<o,     o2—  a2<(>: 
d'où 

w  >  o,     rj<o,     /-2<o,     r3>o; 

le  radical,  qui  est  au  dénominateur  du  second  membre 
de  l'équation  (6),  s'annule  pour  deux  valeurs  distinctes 
de  p 

Pi  =  V  —ri}     pt  =  /—  rj 

el 


(   343  ) 
Du  reste,  ce  radical  ne  doit  pas  cesser  d'être  réel,  et,  par 
suite,  (p-  -+-  i\  )(p-  -+-  /■■>)(  p24-  /'3)  d'être  négatif,  ce  qui 
exige     (p2-f- 7',  )(p--+- /-2)  <[  o,     puisque     p2-r-r8]>o. 
Donc  p  est  compris  entre  p,  et  p2, 

pi<  p  <  P2- 
La  courbe  ne  possède  de  points  que  dans  la  bande  annu- 
laire C<  C2  formée  parles  deux  cercles  concentriques  à  P 
et  ayant  p  t ,  p  2  pour  rayons;  de  plus, 

,.             a(6«c»— 8») 
rf(.PÎ)  =  " p ' 

,.  a(a«C«—  8*) 

a(  p|ï  =  ^ > 

Pi-p|  =  (a>-ft«)(i-p), 

ce  qui  fait  voir  que  : 

i°  p!  augmente  depuis  o  jusqu'au  maximum  Z>  —  c, 

quand  ô  augmente  de  c  à  y^c  <^  b  ;  puis  p,  diminue  pour 
retourner  à  o  quand  ô  devient  égal  à  /3, 

20  p2  augmente  aussi  avec  S  depuis  o  jusqu'au  maxi- 
mum a  —  c,  atteint  pour  0  =  sjac.  Lorsque  0  =  6,  la 

valeur  de  p2  est  t  / ^— — — -  • 

3°  En  tout  cas,  la  bande  annulaire,  d'abord  très  étroite, 
s'élargit  quand  S  augmente,  puisque  p2, —  p2  augmente 
avec  8. 

La  courbe  est  tangente  aux  cercles  PC( ,  PC2  qui  l'en- 

do  r 

serrent;  car,  pour  p  ===  p1  ou  p  =  p2,  ~  =0.  Les  con- 
tacts sont  périodiques.  En  elïet,  l'angle  M,  PM.2  de  deux 
rayons  de  contact  consécutifs  est  l'intégrale  définie 

(p2+ê)rfp 

Q|  —  to2 —  W]  =  0 


pV/_(p2+ri)(p2_+.r2)(p2H_r3) 


qui  a  une  valeur  constante  pour  une  valeur  fixe  de  0, 
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Les  rayons  do  contact  P_M,,  PM2,  .  .  .  sont  des  axes 
de  symétrie  de  la  courbe.  En  effet,  soient,  de  part  et 
d'autre  du  point  M2,  deux  points  ut,  pt/  de  la  courbe  où 


o  a  la  même  valeur  : 


fxPM2  =  w 


AU  P  a  =  co'=  —  o 


?*+&)<*< 


p  \/—  (  p2  —  /•,  )  (  p-  M-  r2  KP*-+"  ^  ) 
V^(  P* -+- r,  )  (p* -+-/■,)(?* -H  r,) 


car,  de  a  en  !\I2,  do  ^>  o,  tandis  que,  de  M2  en  ;j/,  <7p  <^  o  ; 

donc 

tu'  ==  co  ; 

donc  ul  et  u/  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport 
à  la  droite  PM2.  M,,  \I2,  .  .  .  sont  les  sommets  de  la 
courber,  en  chacun  d'eux  le  point  de  la  polhodie  qui  est 
sur  la  courbe  fixe  appartient  aux  plans  principaux  de 
l'ellipsoïde.   Je  vais  déterminer  deux  limites  de  l'angle 

i\J,PM2  =  ù'\  et  montrer  que  cet  angle  est,  en  général, 


Pour  cela,  je  fais  varier  continuement  p  de  p,  à  c2; 
dans  cet  intervalle,  p'2-hr3  augmente  continuement  de 
/;.  —  /-,  à  r3 — /'2  *,  d'après  un  théorème  connu,  l'inté- 
grale il*  est  donc  comprise  entre  les  limites  suivantes  : 


Limite  inférieure 


i.,        : 


it 

1   f)* 


p/— <  pa      ^Kp"  -  //■•—  r* 


P; 


Limite  supérieure 


L, 


I        g)  4 


v  /  .      vij         : ;  \  /  r»)       /r,      r, 


(  545   ) 
Je   calcule  l'intégrale  définie   P.    En    posant    z'-=l. 


ou  a 


J 


V+^W        ,  /     (<+£) 


pv/_(p2_f.ri)(p2_h.r2)        a^y      t  s/ -  (t  h-  rt)(*  -+-  r>) 

"  V   \/-(*  +  r1)(f-f-rs) 


*/— (*  +  ri)(f-i-r,) 

Ces  deux  intégrales  indéfinies  se  calculent  aisément;  leur 
somme  est 

i  .    1 1  -+-  n  H-  r2  u  .    —  (  rt-\-  r9)t  —  2 r*  r2 

-  arc  sin H arc  sin — 

a  ri  —  r»  2  3  v  v/ri  rg  £  (  r,  —  r2  ) 

1  .     2p2-h  r,-h  ra  w  .    — (  ri  -+-  r2  )  P2  —  2  /'!  /*2 

-  arc  sin  — ! 1 arc  sin  — — — - ; 

a  ri—r2  2Ôi/'V-2  P2(^i— r*) 

donc  la  valeur  de  P  est 

1  .    2 pi -+-7*1 -h  r2                w                  .    — (/'!  +  ;'.-)) p'i  —  2r]/-2 
:       -  arc  sin  — — -\ arc  sin — — 

2  ri—  r2  2SV,v-2  Pl(n  — ''2) 

1  .    2  pf  -f-  7*1  -h  r2               «<                 .    —  (  ri  -h  r2  )  p?  —  2  /'1  r2 
arc  sin  -i-= —  ,  arc  sin — — -~ — 

2  rx  —  r2  2  g4  v//,1  r2  pf  (  rj  --  r2  ) 

ou 

P  ==(,+  _£=); 

donc 

i\Jb*  —  c2  \y/a2—  o2  / 

2v/a2— c2  \v/è2  — Ô2  / 

pour  0  =  c,  la  valeur  initiale  de  L,  est 


?2-h  v/(«2—  Çg)(62—  C2)    71 
^/(rt2_c2)(/>2_  c2)  2 


(  546  ) 
quantité  supérieure  à  -?   et  sa  valeur  finale  est,   pour 


62 


v/(a2— 62)(62— c2)  2 

Il  y  a  lieu  de  distinguer,  suivant  que  cette  valeur  est 

>  _• 

<   2* 

b2 
i°  -  ">  i .  La  valeur  finale  de  L,  est 

y/(>2  —  62)(62  —  C2) 

>>  ^-  Le  sens  de  la  variation  de  L(  est  indiqué   par  le 

signe  de  —=sr  ou,  à  un  facteur  près  qui  est  constamment 
positif,  par  le  signe  du  trinôme  bicarré 

Ce  trinôme  a  toujours  deux  racines  réelles  et  distinctes 
en  o2,  l'une  positive  et  supérieure  à  b- ,  l'autre  infé- 
rieure. Désignons-la  par  dt. 

rf,f  c2.  Le  trinôme  reste  négatif  de  o  =  c  à  o  =  b.  L, 

diminue  et,  par  suite,  reste  toujours  ^>  -•  A  fortiori, \\ 

en  est  de  même  de  ù~. 

dK  >>  c2.   Le   trinôme  est  positif  de    o  -=  c  à  ô  =  <7,, 
puis  devient  négatif.  L,  augmente  d'abord,  pour  diminuer 

ensuite,  mais  sans  cesser  d'être  "*>  -•  Ainsi  de  Q2. 

'  2  ' 

62 

i°  —  =  i .    Mêmes   conclusions    que 

v/(a2_^2)(62—  C2)  * 

plus  haut. 

b- 
3°     ,  <"  i .  Pour  les  valeurs  de  o  avoi- 

v/(a2— 62)(62— c2) 

sinant  c,  L,  et  a  fortiori  iï\  sont  ^>  — j  mais,  pour  les 
valeurs  de  o  avoisinant  &,  L,  devient  <;"  -•  On  ne  peut 

donc  rien  conclure  au  suie!  de  QJ.  Cependant  il  esl  aisé 
de  voir  que,  quand  8  esl  uè.s  proche  de  />.  t>;  a  une  très 


(   ~>47  ) 
grande  valeur  absolue.  Dans  ce  cas,  en  efïét,  si  l'on  dé- 
signe par  e,  s, ,  s3  trois  infiniment  petits  du  même  ordre, 

on  a 

u 

KT    —   £»        7'l  —  £l5        '*3  —   £3> 

et,  par  suite, 

■P"  (p»+s)rfp 


ûf  =  S 


X 


En  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur, 
remarquant  que,  £3  et  e^  étant  de  signes  contraires,  leur 
somme  est  négligeable  aussi,  il  reste  simplement 


Ûf=  o 


P'(p2+Ê)tfp 


/z^pVpI-p2 

u>f»    *  -  -P8ErPa  ■■*_'■ 

J,/zrPv/pI-P2         X^-pVpI-P2 


or 


/ 


dp =_lp    P:2+| /£i 

p  /pi-p'2  "     p2  H  p     V  p2 


et,  en  posant  £f  =  u2, 


/dp  i      /»  i£2  du 

p3v/p|_p2    ~  p|  J    y/M2_[ 

= 3  /  /w2  —  idu .Ç_(  m  4-  y/ a2  —  i  )  ; 

Pât/  P2 

mais  l'intégration  par  parties  donne 

r  /— —  .  , /*  w2  fi?« 

/  \/  u2  —  i  au  =  u\/  u2  —  i  —  I  ; 

«y  J  f2 — i 

de  là  résulte 

/  — =  -  [  u  sj u2  —  Ï-+-  4^(  u -4-  v^"2  —  i  )] 
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et,  par  conséquent, 


J  pVpF1?       2Pi  Lp  v  p2         lVp  '  V  ?2      /_T 


donc 

<2f  = 


o 

P2 


/ 


\  y    PI 


v/p 


8e    /pf— p 


2p2/     ^  p  2p|  ps 

cette    intégrale   indéfinie   étant  prise  entre  les  limites 

y/ —  s»  et  p2. 

Si  £,  s,  tendent  simultanément  vers  zéro,  o  tendant 
vers  &,  la  limite  de  Çï]  est  infinie. 

Donc,  en  général,  quand  o  varie  de  c  à  &,  l'herpol- 
hodie  se  compose  d'une  succession  de  boucles  égales 
dont  les  sommets  se  déplacent  dans  le  sens  où  w  croit. 

Fig.  i. 


Cette  courbe  peut  se  fermer  quand  bv  nombre  de  s<  s 

axes  est  fini,  ou  que  l'angle  iï\  =  INI,  PM2  esl  commen- 
surable  avec  L'angle  droil  ;  dans  le  cas  contraire,  elle  se 
prolonge  indéfiniment  sans  revenir  au  poinl  <ln  départ, 
ci  le  nombre  de  ses  axes  esl  iniini. 
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2°   d  —  b  :  la  polhodie  est  une  ellipse  passant  par 
V axe  moyen.  —  Dans  ce  cas, 

u  =  o,     /'i=o,     /;i=o,     r2=  — ,., =—  p|. 


62 


L'équation  (6)  se  simplifie  et  devient 

b  dp 


(7) 
d'où 


doj  = 


pv/pl-p2' 


to 


P2  P 


si  l'on  compte  l'arc  à  partir  du  moment  où  p 
De  là,  aisément, 

2p9 


,~7r 


p^ 


L'herpolhodie   est  une  spirale   tangente  au  cercle  PC2 
pour  w  =  o,  intérieure  à  ce  cercle  et  se  rapprochant  du 


Fis.   2. 


pôle  P,  point  asymptote  autour  duquel  elle  tourne  indé- 
finiment. Quoique  ce  point  ne  soit  atteint  que  pour 
to  =:  oo  ,  néanmoins  la  longueur  de  la  spirale  est  finie, 
car  elle  est  égale  à  celle  de  l'ellipse  polhodie.  Supposons 
le  corps  placé   de    telle   sorte   que  l'axe  moyeu   de    son 


(  55o  ) 

ellipsoïde  d'inertie  soit  dirige  suivant  oP.  Si,  dans  cet 
élat,  on  fait  tourner  ie  corps,  la  rotation  persiste  indéfi- 
niment autour  de  oP;  mais,  si,  en  provoquant  la  rota- 
tion, on  dérange  légèrement  l'ellipsoïde,  l'axe  instantané 
évolue  alors  un  nombre  infini  de  fois  autour  de  oP  en 
s'éloignant  jusqu'à  ce  que  son  extrémité  I,  atteignant  le 
sommet  de  la  polhodie  qui  est  dans  le  plan  du  grand  et 
du  petit  axe,  vienne  se  placer  sur  le  plan  fixe  au  point 
C2.  En  vertu  de  la  vitesse  acquise,  le  mouvement  se 
continue,  et  l'axe  instantané,  dépassant  cette  position, 
recommence  à  évoluer  un  nombre  infini  de  fois  autour 
de  oP,  s'en  rapprochant  cette  fois  sur  la  seconde  branche 
de  la  courbe.  L'axe  moyen  tend  à  reprendre  son  orien- 
tation première,  mais  sa  direction  s'est  totalement  ren- 
versée-, le  corps  s'est  retourné  sur  lui-même. 

3°  8  varie  de  b  à  a  :  la  polhodie  entoure  le  sommet 
du  grand  axe.  —  Dans  ce  cas, 

S2— a2<o,     o2  —  è2>o,     o2— c2>o; 
d'où 

u<o,     /'i>o,     r2<o,     r3<o,     p2>  p3- 

En  faisant  une  analyse  analogue  à  celle  qui  a  déjà  été 
faite  quand  o  était  <<  Z>,  on  arrive  aux  conclusions  sui- 
vantes : 

La  courbe  demeure  comprise  dans  la  bande  annulaire 
formée  par  les  deux  cercles   concentriques   PCS,    PG3 

ayant  pour  rayons  p2  =  \l —  ''2  et  pa  =  \j —  r3.  Elle  est 
alternativement  tangente  à  chacun  d'eux,  et  les  rayons 
de  contact  sont  des  axes  de  symétrie;  p3  augmente  pro- 
gressivement de  o  au  maximum  a  —  b  lorsque  B  croît, 
puis  il  diminue  pour  redevenir  o  quand  8  =  a;   p2  part 

//  fjn ci)(a2 62  ) 

de  la   valeur  t  /  ^ >   augmentant  jusqu'à 

a  —  c  si  \Jac  <^  b  et  diminuant  ensuite  jusqu'à  <>,  ou  bien 
diminuanl  dès  le  débul  si  \  <t<\      b. 


(  55.   ) 
Dans  tous  les  cas. 


P 


l-?î  =  (b2-c*)(jr-^ 


la  bande  se  rétrécit  clone  à  mesure  que  ù  croît. 

L'anele  M2PM3  de  deux  axes  de  svmétrie  consécutifs 


est 

P-2 


f 


pV/-(p2+r1)(p2+^)(p2-+-r3j 

r3 

et,  comme  rt  H-  p2  augmente  continuement  de  rK  —  r3  à 
r< —  72  quand,  pour  une  valeur  fixe  de  8,  on  fait  aug- 
menter p  de  p3  à  p2,  cet  angle  a  encore  deux  limites  : 

Limite  supérieure  : 


(*+£)* 


p/—  (p2-h  r2)(p2+^3) 
Zf  \  ^  . 

Limite  inférieure  : 

o  /  zj        \  ir 

Vrl—r2  \         okyr%rzJ  2 

La  valeur  initiale  de  cette  dernière  est 
La  valeur  finale  est 

q2  .+-  y/(  q2  _  £2 ) (  a2  _~^2)    71 
v/(a2_/J2)(a2_c2)  2? 


quantité  ]>  -• 


(  552  ) 
Du  reste,  pour  les  valeurs  de  8  qui  avoisinent  Z>,  ûl 
a  une  valeur  absolue  très  grande,  et,  comme  on  a 

^  = ^ _[(82_2C2)/8iirôi-t-(82-cî)t], 

d°  (52_^2)2(o2—  C2)2 

quantité  toujours  positive  quand  o  croît  de  &  à  <?,  la  li- 
mite inférieure  L2  ne  cesse  d'augmenter,  et,  par  suite, 

ù*2  est,  en  général,  plus  grand  que  -•   La  forme  de  la 

courbe  demeure  sensiblement  celle  de  \a.Jîg.  i.  Enfin, 
pour  o  =  a,  la  polhodie  se  réduit  au  sommet  du  grand 
axe,  et  l'herpolliodie  au  point  P. 

III.  —  Mouvement   sur  l'herpolhodie. 

Pour  achever  la  question,  il  reste  à  étudier  la  vitesse 
du  roulement  des  deux  courbes  l'une  sur  l'autre.  Si  l'on 
se  reporte  aux  équations  d'Euler  et  à  l'analyse  de  Poin- 
sot,  on  voit  que  les  coordonnées  x,  y\  z  du  point  de 
contact  des  deux  courbes  par  rapport  aux  axes  de 
l'ellipsoïde  sont 

p  q  r 

/H/H  /H 

p,  tf,  /•,  H  ayant  les  désignations  que  l'on  sait,  et  que, 
par  conséquent,  la  première  des  équations  du  mouve- 
ment peut  s'écrire 

!      dx  /    I  I      \  /77 

d'où,  en  tenant  compte  des  équations  (4  )  (>l  vn  choisis- 
sant convenablement  les  signes  des  radicaux, 

( 9  »  ';;  =  ^5  /-(p»-wi)(pa+ /•,)(?*+/•■: 


dt 


Y 
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de  là  résulte  aussi 

la  vitesse  du  point  coïncidant  sur  la  courbe  lixe  est  donc 

i  Ç2==      ^[-(P2H-ri)(?2H-r2)(?2+,*3)H-$2('°2  +  |)2] 
(ii)  \      =-  "  [^(p2+^)(p2  +  /'3) 

/  +  P(p2+  r3)(p2_+_ri)H_ï(p2_i_ri)(p2+  r2)l  . 

Si  l'on  se  reporte  «à  la  fig.  i ,  en  y  suivant  le  mouvement 
continu  du  point  coïncidant  de  M,  en  M2,  —y-  diminue 

constamment  de  o  JB[  i  H — ^7  )  à  oi/Hf  1  -\ — r^r  )>  puis 

v    V       pïW      v    V       plW  L 

augmente  de  nouveau  en  oscillant  périodiquement  entre 
ces  limites 5  w  augmente  et  diminue  plus  vite  au  voisi- 
nage du  cercle  C,  qu'au  voisinage  du  cercle  C2. 

En  dérivant,  par  rapport  à   p,  les  deux  membres  de 
l'équation  (1 1),  on  a 


Ips    _2p[3p4+2(ri4-r2H-r3)p2-f-r1r2+/'2',3+''3/"i] 

f  _apj^_(p.+ri)(p»+rj)(pi+rt)+si^p.+^y.j  j 


dp 


—  2  p6  —  (rt  -h  r2  4-  r3  —  ô2 ) p*-+-  rj  r2  f3  —  v- 

=    2H   ; — 


mais  on  a  \u  que  /■,  r2r:i  =  vr;  donc 


-y-  =  —  2H  p  fa  p2  H-  (  /-,  -4-  /••>  -h  r3  —  o2  )  I. 
dp  '       ' 

^fn/?.  </e  Mathémat.,  3e  série,  t.  IV.  (Décembre  i885.)  jO 
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Pour  p  =  p< . 


dV%  TT  / 

—  =-2Hp1(-/'i  +  r.2  4-  ;-3  —  ô-  ); 


pour  p  =  p2, 


=  —  2  H  p2  (  /'l  —  /*2  "H  /'3  —  r>  *  )  ^ 


mais 


/'i  -+■  ro-h  r3 —  o2 

_  _ 

28*— 2(a2-+-ô2-hc2)82-4-  a2/;2  —  b*c*+  c*a? 


Le  numérateur  de  cette  fraction  a  deux  racines  réelles, 

l'une  toujours  ^>a2. 
ai  £2 
i°  Si  c2>    2.72'  l'autre  racine  qui  est  positive  est 

moindre  que  c2.  Dans  ce  cas,  r^  -f-  r2  -b  r3  —  82  est  tou- 
jours négatif  quand  ô  varie  de  c  à  b  ;  -3-  s'annule,  par 

conséquent,  et  change  de  signe  pour  une  certaine  valeur 
de  p5  mais,  dans  ce  cas,  /'3 —  o2<^  o  et  r2  —  'i<C  °  :  donc 

i         1         .    •  .  i      i     dv2  .  .  -, 

la  valeur  initiale  de  —^  est  positive;  par  conséquent,  la 

vitesse  du  point  coïncident  augmente  a  partir  du 
point  M|  5  mais,  suivant  les  cas,  entre  M ,  et  \L,  elle  peut 
croître  coiitinuenient  ou  atteindre  un  maximum. 

a262 
2"  Sic2^  — ; 7T>  la  deuxième  racine  est  supérieure 

^  a~  -f-  b-  l 

«à  c2:  mais  alors,  à  plus  forte  raison,  /3-^>— »  el  celte 

même  racine  est  inférieure  à  h1.  Désignons-la  par  o^. 

Quand  8  varie  de  cà  0|.  /'i  -4- /*a        / v    -  oa  «'si  positif: 

r/v-  ... 

donc  --,-  commence  par  être  neçatif,  et,  par  conséquent. 
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v2  commence  par  diminuer  et  diminue  sans  cesse  de  M, 
à  M2. 

Si  o  =  S, ,  — —  est  encore  négatif,  et  i>  diminue  constam- 
ment. 

Enfin,  quand  ô  s'élève  au-dessus  de  o,,  /*,  -\-i\-\-rz —  o2 
devient  négatif,  et  v'1  commence  par  augmenter  à  partir 
de  Mj  comme  dans  la  première  circonstance. 

L'équation  (9)  donne 

A  =4= 


/H  /-(p2_}-r1)(p2-+-r2)(p2-hr3) 
donc  le  temps  T2  employé  à  décrire  l'arc  JM,M2  est 


T2 
1  1 


kl. 


p2  p d? 


v/-(p2H-n)(p2+/-2)(p2+/'3)' 


il  est  aussi  compris  entre  les  deux  limites 

.  .     .             ,   .  0 

Limite  supérieure -— : 


y/H  2y/(«2  —  c2)(62  —  p~) 
Limite  inférieure — =  . 

/H    2/(62—  C2)(  rt2—  G2) 

Les  arcs  symétriques  W.M2,  M2y/  sont  décrits  dans  le 
même  temps,  et,  par  conséquent,  aux  points  u-,  p!  les 
vitesses  sont  égales,  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rap- 
port à  l'axe  PlVIo,  mais  orientées  inversement, 

Mêmes  conclusions  quand  0  varie  de  h  à  c. 

Enfin,  pour  0  =  b,  on  a 

to  =  0  y/ H  £, 

2P2 


l'angle  w  croit  proportionnellement  au  temps,  et  le  mou- 
vement, qui  tend,  comme  on  l'a  démontré  plus  haut,  à 
renverser  complètement  le  corps,  demande  un  temps  in- 
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fini  pour  s'achever.  Ou  a  alors 

p»~Hp^pi-P.)=HPf^>r-a'cs-4 

doue,  pour  p  =  p2, 

v  =  bp,^/E: 

à  partir  de  celte  valeur,  v  diminue  continueuient  si 
b-^_o\  et  atteint,  au  bout  d'un  temps  infini,  sa  valeur 
finale  o.  Le  mouvement  se  ralentit  à  mesure  que  L'axe 
instantané  se  rapproche  de  oP. 

Si  b2<^  p*,  la  vitesse  augmente  jusqu'à  ce  que 

p  -  ~^r 

et  atteint,  à  ce  moment,  le  maximum  donné  par 

4 

puis  diminue  constamment  jusqu'à  zéro. 


QUESTIONS  PROPOSEES  PAR  M.  E.  CESARO 

[suite  ('  )J. 


28.  Dans  tout  triangle,  de  périmètre  donné,  il  v 
a  23  à  parier  contre  4  qu'il  existe  une  médiane,  et  une 
seule,  moindre  que  le  quart  du  périmètre.  S  il  u  y  a  pas 
une  médiane  moindre  que  le  quart  du  périmètre,  il  y 
en  a  deux,  ou  bien  il  n'j  en  a  pas,  et  ces  deux  cas  sont 
également  possibles,  c'est-à-dire  que  Ton  peut,  pour 
chacun  d'eux,  parier  ■?.  contre  a3. 


(  '  )   Voir  même  Tome,  p.   ns. 
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!29.   Dans  un  triangle  de  périmètre  donné  : 
i°  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de:  ti  contre  i  qu'un 
seul  des  cotés   est  moindre  qu'une  certaine  fraction  du 
périmètre.  On  peut  faire  le  pari  maximum  quand   cette 
fraction  est  -f . 

i°  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  7  contre  6  que 
deux  côtés,  ni  plus  ni  moins,  sont  moindres  qu'une  cer- 
taine fraction  du  périmètre.  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  cette  fraction  est  -f^. 

30.  Ayant  brisé  une  barre  en  trois  morceaux  : 

i°  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  3  contre  2  qu'un 
de  ces  morceaux,  et  un  seul,  est  moindre  qu'une  cer- 
taine fraction  de  la  barre»  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  cette  fraction  est  ~. 

20  On  ne  doit  jamais  parier  plus  de  6*  contre  1  que 
deux  morceaux,  et  deux  seulement,  sont  moindres  qu'une 
certaine  fraction  de  la  barre.  On  peut  faire  le  pari  maxi- 
mum quand  cette  fraction  est  f. 

31.  La  moyenne  géométrique  de  deux  quantités 
quelconques  est  égale,  en  moyenne,  aux  f  de  leur 
moyenne  arithmétique. 

32.  i°  L'équation 

(1)  ijsdx\  +-  (Jsdyj    =  j** 

ne  représente  des  lignes  réelles  que  si  8  est  une  fraction 
proprement  dite. 

20  Si  9  =  cos2<p,  l'équation  (1)  représente  les  spirales 
logarithmiques,  qui  rencontrent  leurs  rayons  vecteurs 
sous  un  angle  V,  tel  que 

(2)  tangV  =  1  taîîgcp. 
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3°  Donner  l'interprétation  géométrique  des  équations 

33.  Sur  les  eôtés  d'un  triangle  ABC  on  prend  trois 
points  A',  B',  C,  tels  que  les  droites  A  A',  BB',  CC  con- 
eourent  en  un  même  point.  Démontrer  que  le  rapport 
des  aires  des  triangles  A'B'C,  ABC,  toujours  compris 
entre  o  et  {-,  a  pour  valeur  moyenne 

TT2  I 

— =  o,n68 

16        i 

34.  Le  rapport  de  l'aire  d'un  triangle  à  l'aire  du 
cercle  isopérimètre  est  égal,  en  moyenne,  à 

-i-r    =0.3758.... 

IOD 

Remarque.  —  Le  rapport  en  question  est  toujours 
compris  entre  o  et 

-  =  o,6o46  .... 


3  v/3 


35.  Si  <?k(x)  est  ^e  nombre  des  fractions  irréduc- 
tibles, de  numérateur  .r,  supérieures  à  K,  on  a 

«pK(o)-hÇ>K(6)-+-  CpK(c)-f-...=    U-  \y 

a,  Z>,  c,  ...  étant  tous  les  diviseurs  de  //. 

36.  La  probabilité  que,  dans  la  division  de  la  ra- 
cine carrée  du  plus  grand  diviseur  carré  d'un  nombre, 
pris  au  hasard,  par  un  nombre  lixe  a,  on  obtienne,  par 
excès  ou  par  défaut,  le  reste  /*,  est 


'X1  Hll2 

a 
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37.  Les  probabilités  que  le  plus  grand  diviseur 
carré  d'un  nombre,  pris  au  hasard,  se  termine  par  o 
ou  5,  ou  par  4  ou  6,  ou  par  i  ou  9,  sont  respective- 
ment 

1       6      18 

—z  }     -7?    — =  * 
23       25       23 

38.  Il  y  a  7  à  parier  contre  3  que  la  racine  du  plus 
grand  diviseur  d'un  nombre,  pris  au  hasard,  est  com- 
posée d'un  nombre  pair,  plutôt  que  d'un  nombre  impair 
de  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux. 

39.  La  probabilité  que,  dans  une  division  quelconque, 
le  micme  chiffre  décimal  soit  /•,  est 

20  2    J0     1— ;r10 

40.  Dans  toute  division,  le  moyen  rapport  du  plus 
petit  reste  au  diviseur  est 

-  -4-  log—  =  0,245782.... 

41 .  Dans  toute  division,  le  dernier  chiffre  du  quotient 
est  moyennement  égal   au  logarithme  naturel  de  y/ 10. 

42.  On  partage  /z,  de  toutes  les  manières  possibles, 
en  parties  égales  k  1 ,  p,  ou  p  +  1 .  Ces  partitions  étant 
rangées  en  deux  classes,  suivant  que  le  nombre  des  par- 
ties est  pair  ou  impair,  démontrer  que  la  différence 
entre  les  nombres  des  partitions  des  deux  classes  sur- 
passe de  1  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  -  ? 

lorsque  p  est  impair. 

-• 

43.  Soit  Np  le  nombre  des  solutions  entières  et  po- 
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sitives  des  équations  simultanées 

L'expression 

Ni-N2  — N3H-  N4  — N5+  N6-  N7-  N8-h  N.+.. . 

égale  le  nombre  des  décompositions  de  n  en  une  somme 
de  v  carrés. 

N.-B.  —  Chaque  Ny,  a  été  affecté  du  signe  -h  ou  du 
signe  — ,  suivant  que  p  est  décomposable  en  un  nombre 
pair  ou  un  nombre  impair  de  facteurs  premiers,  égaux 
ou  inégaux. 

44.  Soit  A„  un  déterminant  de  (  n  —  i)a  éléments, 
dans  lequel  l'élément  général  u/j  est  égal  a  la  somme  des 
carrés  des  diviseurs  communs  de  i  -\-  i  etj-\~i.  Dé- 
montrer que,  lorsque  n  augmente  indéfiniment, 


lim 


en±n 


ti 


2/; -M 


3o 

77 


45.  n  et  y  étant  deux  nombres  entiers,  démontrer 
que  la  somme  des  plus  grands  nombres  entiers  contenus 
dans  les  quantités 


nx,  n  (  x  -\ —  U   n  (  x  H —  )  >    •  •  •  •>   n  \  X  -+- 


est  égale  à  la  somme  des  plus  grands  nombres  entiers 
contenus  dans  les  quantités 

16.  La  somme  des  inversas  des  termes  de  la  série  de 
Lamé  n'atteint  pas  >,3(>. 
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47.  i°  Les  pôles  d'une  droite  D,  par  rapport  à  une 
série  de  coniques  homo  focale  s,  se  trouvent  sur  la  per- 
pendiculaire à  la  droite,  élevée  au  point  où  celle-ci  est 
touchée  par  une  des  coniques. 

2°  Les  points  de  contact  des  tangentes  aux  coniques, 
parallèles  à  D,  se  trouvent  sur  une  hyperbole  équilatèrr, 
concentrique  avec  les  coniques,  passant  par  les  foyers 
et  ayant  une  asymptote  parallèle  à  D. 

3°  Lorsque  D  change  de  direction,  les  sommets  et  les 
loyers  de  l'hyperbole  décrivent  des  lemniscates  de  Ber- 
noulli. 

48.  On  a 

\Px  -+-  iPx^-\-  3px*-+-.  . .+  nPxn=  aP—  xn+i(a^  n  +  i)'% 
à  condition  de  remplacer  chaque  puissance   ak  par  le 

coefficient  de r -1  dans  le  développement  de 

i  .2.0 . . .  A'  J  L  i  —  e*x 

49.  Si  p  est  premier  avec  n  et  n  —  i ,  et  si  p  —  i  est 
premier  avec  n  —  i,  C,,^  est  divisible  par  n[n  —  i). 


50.  Démontrer  que  l'équation 

m,c         ,       mk(m  —  i)k 

I  1.2 

a  toutes  ses  racines  réelles. 

51.  Soit 

gpi—  1 


U, 


1  X' 

Démontrer  l'identité 


Ui  h-  U-2-+-  W3-1-. .  .  =  u\  —  iii  u'I  -fr-  iii  u-2  u]  —  U\  a 2  Us  u\-\-, . . . 
52.  Soient  respectivement  Ap,  B^  les  coefficients  de 
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xP  dans  les  développements  de  la  fonction 

(  i  —  ax)(i  —  bx)(i  —  ex). 

et  de  son  inverse.  Démontrer  la  formule 

aP  -+-  bP  h-  cp  H- .  .  .  =  Bt  kp_i  4-  i  B2  Xp-i  -^...-4-pBp. 

53.   Démontrer  l'identité 


T                          I 

I 

1—7' 

i  i 
./ 

i  +- 1 1 

Çl            X1                   ^    I X            1  —  X2 

Zd(\-^xlY  ~ 2d       (I  -hx){l  -h  X2).  . 
1                             1 

.(H-af) 

1  - 

-.£•< 

54.   La   somme  des  plème*  puissances  des   racines  de 
l'équation 

[  1.2 


est  égale  à 


log/(a), 


i .  2 . 3 . .  .p  daP 

pourvu  que  p  ne  surpasse  pas  n. 

55.   Si  les  coefficients  de  l'équation 

xm  -+-  A  j  a?'»-1  h-  A2  #'"-2  ■+-...  H-  A/n  =  o 

satisfont  aux  relations 

i  =  p 


kP=  2^/~  '  )/"1  kP~ikP+i  (  [   >       7 


i '  =  1 


la  somme  des  puissances  2/>"",es,  (<tfi),  de  ses  racines 
est  nulle,  tandis  que  la  somme  des  puissances  (  an —  i  V r'!" " . 
(</'*)  est  représentée  par 


i-  P 


V,_     ,)/m-/-1  (-./-nV^A,,.,. 


i  =i 
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56.   On  calcule;  une  double  série  de  fonctions,  d'après 
la  loi 

avec  les  conditions  initiales  ef  ;==i.  Démontrer  que  la 
somme 

X  X  X2 

i  —  x  i  —  x  i  —  a?2 


a?  .r^  .rJ 


I  —  X    I  —  a?^    I  —  x 


ri 


-«,3 


est  identique  avec  la  nieme  puissance  de 

(i  —  x)(i  —  o?2)(i  —  -r3) 

57.  On  a  une  suite  de  fonctions  arithmétiques 

/il»,  /2O),  /•(*)»   •■•, 
liées  par  les  égalités 

M*)—  fi-i(*)  ='/*(*—  *  +  1')- 
La  première  fonction,  généralement  nulle,  est  ( —  i)'+< 

Q    ,*2  -f-    » 

lorsque  .râla  forme zz—  •  Démontrer  que  la  somme 

/l  O)  +/2  0*0  "+•/•(*)  ■+■••• 

est  égale  au  nombre  des  diviseurs  de  x.  [On  suppose 
fi[x)  =  o,  lorsque  i  surpasse  x.~\ 

58.  Soit  E^  le  pikme  nombre  d'Euler.  Démontrer  que 
les  sommes,  dont  les  termes  généraux  sont 


(* 


— — — r  logtang  (  -  H j — -r  arctang  <?* 


(  /z  variant  de  o  à  =  4-  co  ) ,  ne  diffèrent  que  par  une  con- 
stante. 
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59.  Les  seuls  nombres  entiers  qui  di lièrent  de  cinq 

unités,  et  dont  la  somme  des  carrés  soit  un  cube,   sont 

4j  et  di. 

60.  Si  la  différence  de  deux  entiers  est  un  nombre 
premier,  la  somme  de  leurs  carrés  n'est  pas  une  cin- 
quième puissance. 

61.  Si  p  est  un  nombre  premier,  de  la  forme 
i8[i.dz7,  l'équation 

est  impossible  en  nombres  entiers. 

62.  Soit  Bw  le  m[,niC  nombre  de  BemouUi,  et  Pm 
le  mlcme  polynôme  de  Catalan,  c'est-à-dire 

Vm{x)  =  (i  —  oc)m+i  [(i''i  +  2"'^^3'»3:2-f.  .  .)]; 

démontrer  la  relation  symbolique 

[(!  —  *•)  B-t-  P]'«— [(i  —x)B]»l=  mV»1-*. 

63.  Soit 

Qn(x)  =  (i  —  q x)(\  —  q*x)(i  —  q*x).  .  .(l  —  q» x). 
Démon trei'  l'identité 


n  t  a  —  1 


! 


ll=zl  II         1 


64.    Ayant  posé 

Sp%=  i/'-f-  -j.P  H-  3/'-f  .  .  .-h///'. 

démontrer  la  relation 

.v,  A"(  0"  '  /'     '  I        S    A       0       P    -) 

-+-  .v.i  A"(  o"  •  /'    *)-h...  =  p  A"(,<>'; 
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65.   Soit  iip  —  i  -\ Démontrer  ([lie,  pour//  infini, 

ni 

11m  V  «j  u{  ai  •  •  •  *£«  =  je    4  . 

06.   Démontrer  aussi  que 

'7 î î" S n  * 

li m  y  u'[  '  k£ s  14 8  .  . .  k#»  —  ^ 3 


67.  Soit 

I  T  I 


S, 


Démontrer  que,  lorsque/;  tend  vers  l'unité,  le  produit 

(p  —  i)(.s-j-+-  S2-J-Ss-h...) 


tend 


vers 


«î»L!(MiKAlMilE. 


Traité  élémentaire  de  Mécanique  céleste,  par 
M.  H.  Resal,  membre  de  l'Institut.  2e  édition,  Paris, 
Gauthier- Villars ;  i884-  In-4"  de  460  pages.  Prix  :  o.5L . 

Dans  cette  édition,  comme  dans  celle  qui  l'a  précédée,  nous 
nous  sommes  proposé  d'exposer  les  principes  fondamentaux  de 
la  Mécanique  céleste,  en  ayant  recours  à  des  démonstrations 
assez  simples  pour  qu'elles  puissent  être  adoptées  dans  l'ensei- 
gnement des  Facultés. 

Pour  déblayer  le  terrain  et  en  même  temps  pour  faciliter  la 
lecture  du  texte  proprement  dit,  nous  avons  cru  devoir  placer 
en  tête  de  l'Ouvrage  une  Introduction  où  se  trouvent  traitées, 
d'une  manière  spéciale,  la  plupart  des  questions  de  Mécanique 
analytique  et  d'Analyse  qui  doivent  ultérieurement  se  présenter, 
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et  parmi  lesquelles  nous  signalerons  les  suivantes  :  dans  le 
Titre  I,  nous  avons  donné  les  équations  de  la  "Mécanique  ana- 
lytique, dues  à  Lagrange,  Hamilton  et  Jacobi,  suivies  de  celles 
auxquelles  conduit  la  méthode  de  la  variation  des  constantes 
arbitraires.  Le  Titre  II  se  rapporte  à  l'emploi  des  coordonnées 
elliptiques  dans  la  solution  de  certains  problèmes  relatifs  au 
mouvement  d'un  point  matériel  dans  un  plan. 

Dans  le  Titre  III,  nous  avons  reproduit  les  intégrales  connues 
des  équations  du  mouvement  relatif,  par  rapport  à  l'un  de  ses 
points,  d'un  système  matériel  uniquement  soumis  à  ses  actions 
mutuelles. 

Nous  avons  eu  pour  objet,  dans  le  Titre  IV,  d'établir  les 
équations  du  mouvement  dans  l'espace  d'un  point  matériel,  ex- 
primées en  coordonnées  polaires,  équations  auxquelles  on  doit 
avoir  recours  dans  la  théorie  de  la  Lune.  Le  Titre  V  et  dernier 
de  l'Introduction  renferme  les  solutions  de  quelques  questions 
d'Analyse  dont  les  énoncés  ne  peuvent  pas  être  traduits  en  lan- 
gage ordinaire  et  pour  lesquels  nous  renverrons  à  la  Table  des 
matières. 

Nous  arrivons  maintenant  à  la  partie  essentielle  de  l'Ou- 
vrage. 

Dans  le  Chapitre  I,  nous  nous  sommes  occupé  du  mouvement 
elliptique  des  planètes,  de  la  gravitation,  de  la  détermination 
des  masses,  de  la  formule  de  Lambert  et  de  ses  conséquences 
dans  le  mouvement  parabolique  des  comètes;  de  la  détermina- 
tion des  constantes  introduites  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  et  notamment  par  la  méthode  de  Gauss,  qui  n'est 
mentionnée  ni  dans  la  Mécanique  céleste  de  Laplace,  ni  dans 
Y  Exposition  analytique  du  système  du  monde  de  Pon- 
técoulant;  des  développements  en  séries  des  coordonnées  d'une 
planète  suivant  les  puissances  ascendantes  du  temps  et  de  leurs 
applications,  ainsi  que  de  la  détermination  des  éléments  d'une 
orbite  cométaire.  Gomme  première  innovation  apportée  an 
programme  delà  première  édition,  nous  avons  terminé  le  Cha- 
pitre dont  il  s'agit  en  nous  occupant  du  problème  du  mouve- 
ment plan  d'un  point  matériel  attiré  par  deux  centres  li\ 
raison  inverse  du  carré  «le  la  distance;  ce  problème,  posé  par 
Euler,  a  été  complètement  résolu  par  Legendre,  puis  par  Liou- 
ville,  dont  nous  avons  reproduit  la  démonstration,  en  raison 
de  sa  simplicité. 


(  ;><•:  ) 

Le  Chapitre  II  est  consacré  entièrement  à  In  théorie  des  per- 
turbations. Nous  avons  pense  que,  pour  bien  faire  comprendre 
le  sens  du  problème  que  Ton  a  en  vue,  il  convenait  de  faire 
précéder  les  recherches  analytiques  de  la  théorie  géométrique 
des  perturbations,  dont  l'idée  première  est  due  à  Newton  et 
qui  a  été  reprise  plus  tard  par  Lagrange,  dans  l'hypothèse  où 
les  planètes  circuleraient  dans  le  plan  de  l'écliptique.  Dans 
cette  seconde  innovation,  nous  avons  eu  uniquement  recours 
aux  propriétés  de  l'accélération,  qui,  comme  on  le  sait,  n'ont 
été  établies  que  vers  le  commencement  de  la  seconde  moitié  de 
notre  siècle.  Nous  avons  déduit  très  facilement,  des  résultats 
obtenus,  les  formules  de  Poisson  qui  s'appliquent  au  mouve- 
ment d'une  planète  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  pro- 
portionnelle au  carré  de  la  vitesse.  Nous  avons  exposé  ensuite 
la  théorie  analytique  des  perturbations  des  planètes,  en  prenant 
pour  point  de  départ  les  théorèmes  d'Hamilton  et  de  Jacobi, 
méthode  qui  est  beaucoup  plus  simple  que  celle  de  Lagrange, 
lorsqu'on  s'est  bien  assimilé  les  matières  contenues  dans  l'In- 
troduction. Nous  avons  terminé  le  Chapitre  en  donnant  les 
formules  qui  se  rapportent  aux  perturbations  du  mouvement 
elliptique  des  comètes. 

Dans  le  calcul  de  l'attraction  des  corps,  qui  fait  l'objet  du 
Chapitre  III,  nous  avons  reproduit,  à  quelques  modifications 
près,  les  démonstrations  géométriques  que  nous  avions  données 
dans  la  première  édition,  en  vue  d'apporter  quelque  clarté  sur 
cette  partie  de  la  Mécanique  céleste.  Nous  avons  continué  à 
démontrer  a  priori,  au  moyen  d'une  double  intégration  par 
parties,  la  convergence  du  développement  du  potentiel  en  fonc- 
tions sphériques  dans  les  cas  douteux  auxquels  Laplace  ne  s'est 
pas  arrêté.  Nous  avons  employé,  pour  déterminer  la  forme  de 
ces  fonctions,  la  méthode  de  Jacobi,  à  laquelle  nous  avons 
donné  plus  de  développements,  et  qui  est  l'une  des  plus  élé- 
gantes et  des  plus  simples. 

Parmi  les  questions  traitées  dans  le  Chapitre  IV,  relatif  à  la 
figure  des  planètes,  nous  citerons  celle  de  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  inégaux  de  Jacobi,  la  discussion  des  équations  qui  en  ré- 
sultent, établie  d'abord  par  Meyer,  puis  modifiée  et  complétée 
par  Liouville;  les  hypothèses  de  Legendre  et  de  E.  Roche  sur 
la  variation  de  la  densité  dans  l'intérieur  de  la  Terre;  le  théo- 
rème de  Liouville  sur  la  stabilité  de   l'équilibre   d'une    masse 
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fluide  animée  d'un  mouvement  de  rotation,  théorème  dont  nous 
avons  donné  une  démonstration  géométrique  et  que  nous  avons 
ensuite  appliqué  à  la  stabilité  de  l'équilibre  des  mers. 

Nous  avons  déduit  (Chap.V),  de  considérations  géométriques 
sur  le  mouvement  d'un  point,  les  propriétés,  dues  à  Laplace,  des 
ligues  géodésiques  tracées  sur  la  surface  d'un  sphéroïde. 

Dans  le  Chapitre  VI,  où  nous  nous  occupons  des  atmosphères 
des  corps  célestes,  nous  avons  notamment  emprunté  à  E.  Roche 
les  considérations  qui,  en  tenant  compte  de  l'hypothèse  de  la 
force  répulsive  due  aux  radiations  calorifiques,  imaginée  par 
M.  Faye,  permettent  d'expliquer  la  forme  des  comètes. 

En  tète  du  Chapitre  VJJ,  intitulées  oscillations  de  la  mer 
et  de  l'atmosphère,  nous  avons  établi  immédiatement  les 
équations  des  petits  mouvements  d'un  fluide  recouvrant  un 
noyau  sphéroïdal,  en  nous  appuyant  uniquement  sur  le  théo- 
rème de  Coriolis  dans  le  mouvement  relatif,  et  sur  le  principe 
de  l'indépendance  des  forces  centrifuges  composées  avec  les 
mouvements  composants.  Nous  sommes  parvenu  à  établir  la 
formule  pratique  relative  aux  marées,  donnée  par  Y  Annuaire 
du  Bureau  des  Longitudes,  formule  qui  parait  être  due  à 
Poisson,  mais  dont  nous  n'avons  trouvé  nulle  part  la  démon- 
stration. 

Une  interprétation  géométrique    des  propriétés  du   mouve- 
ment d'un  solide  autour  d'un  point  fixe  nous  a  permis  de  pos 
presque    immédiatement    les   équations    du    mouvement    de    la 
Terre  autour  de  son  centre  de  gravité  (Ghap.  VIII  i.  En  ce  qui 
concerne  les  déplacements  séculaires  de  la  Terre,  n «  » u  -  avions, 
dans  la  première  édition,   pris  pour  origine  du  temps  l'année 
ijjo;  mais  ici  nous  partons  de  l'année  i85o,  et  nous  mettons 
profit  les  chiffres  obtenus  par  Le  Verrier  en   discutant  les  ré- 
sultats des  observations  de  Peters.   Une  simple  considération 
géométrique  basée  sur  la  théorie  des  mouvements  relatifs  nous 
a  permis  d'établir  facilement    ce   théorème   de  Laplace  :   / 
phénomènes  de  la  précessioji  des  équinoxes  et  de  la  nu  ta- 
lion sont  absolument  les  mêmes  que  si  la  mer  et  l'atmo- 
sphère formaient  une  masse  solide  avec  le  sphéroïde  qu'elles 
recouvrent . 

Les  équations  du  mouvement  de  la  Lune  et  de  l'anneau  de 
Saturne,  comme  celles  qui  se  rapportent  à  la  Terre,  <>nt  aussi 
été  déduites  <b'  considérations  géométriques. 
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La  publication  de  notre  Ouvrage  sur  la  Physique  mathé- 
matique nous  a  dispensé  de  reproduire,  dans  le  Chapitre  1\. 
relatif  à  la  chaleur  terrestre,  les  développements  sur  le  mou- 
vement de  la  chaleur  dans  une  sphère  et  sur  la  chaleur  centrale 
du  globe,  que  nous  avions  donnés  dans  la  première  édition  ; 
nous  n'avons  eu  dès  lors,  à  quelques  préliminaires  près,  à  nous 
occuper  que  de  la  diminution  de  la  durée  du  jour  due  au  refroi- 
dissement de  la  Terre. 

Nous  avons  ajouté  au  programme  que  nous  avions  adopté 
dans  la  première  édition,  et  d'après  Laplace  dont  nous  nous 
sommes  efforcé  de  simplifier  les  démonstration^  : 

i°  La  théorie  des  réfractions  astronomiques  ; 

2°  La  théorie  des  inégalités  du  mouvement  des  planètes  dues 
à  l'ellipticité  du  Soleil,  avec  son  application  à  Mercure; 

3°  Enfin,  pour  terminer,  les  principes  fondamentaux  de  la 
théorie  de  la  Lune,  en  suivant  la  voie  tracée  par  Laplace. 

II.   R. 

La  Thermodynamique  et  ses  principales  applica- 
tions 5  par  M.  /.  Moutier,  examinateur  à  l'Ecole  Poly- 
technique. Paris,  Gauthier-Villars}  1 885 .  In-8°  de 
568  pages.  Prix  :  \i  fr. 

Dans  un  petit  écrit,  publié  en  1872  sous  le  titre  (Y Eléments 
de  Thermodynamique,  j'avais  essayé  de  résumer  les  principes 
de  la  Théorie  mécanique  de  la  chaleur  et  de  réunir  les  for- 
mules les  plus  importantes,  dans  le  but  de  répandre  l'usage 
d'une  science  qui  intéresse  à  la  fois  l'étude  des  phénomènes 
naturels  et  l'art  de  l'ingénieur. 

Depuis  une  douzaine  d'années,  le  champ  de  la  Thermody- 
namique s'est  beaucoup  agrandi  ;  les  applications  sont  devenue^ 
plus  nombreuses.  Le  fleuve  qui  porte,  les  idées  nouvelles  a  élargi 
son  cours  et  s'est  infiltré  peu  à  peu  dans  les  terres  voisines  : 
les  riverains  s'émeuvent  à  la  vue  de  cette  crue  progressive  et 
s'inquiètent  de  la  marche  des  eaux. 

Si  l'influence  de  la  Théorie  des  effets  mécaniques  de  la  cha- 
leur sur  les  progrès  de  la  Physique  générale  et  des  sciences 
voisines  ne  peut  être  contestée  aujourd'hui,  il  faut  reconnaître 
cependant  que  les  principes  fondamentaux  de  celle  théorie 
sont  encore  peu  répandus,  et  que  les  applications  de  la  théorie 
sont  encore  peu  connues  en  dehors  d'un  milieu  trop  restreint, 

Ann.  de  Matin' mat,,  3e  série,  t.  IV  (Décembre  i885).  3" 
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La  notion  de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  est  à  peu 
près  la  seule  qui  ait  fait  son  chemin  :  elle  doit  ce  succès  à  la 
simplicité  de  son  principe. 

Le  retard  qu'éprouve  l'expansion  de  la  Thermodynamique 
doit  être  attribué  à  la  forme  même  sous  laquelle  la  théorie 
est  ordinairement  présentée.  L'appareil  mathématique  des 
Traités  didactiques  et  des  Mémoires  spéciaux  inspire  une 
sorte  d'effroi,  qui  éloigne  de  la  Théorie  de  la  chaleur  et  fait 
le  vide  autour  d'elle.  Cette  crainte  doit  disparaître;  chaque 
jour  amène  de  nouveaux  rapprochements  entre  la  chaleur  et 
les  sciences  voisines;  les  applications  se  multiplient  et  les 
liens  se  resserrent  d'une  façon  plus  étroite.  Si  l'on  veut  rendre 
l'alliance  plus  solide,  il  faut  songer  à  baisser  les  barrières  et 
à  ouvrir  les  portes  aux  regards  qui  veulent  lire  derrière  ies 
formules. 

Jl  n'est  personne  qui  s'occupe  de  Thermodynamique  à  qui 
l'on  n'ait  posé  souvent  les  questions  suivantes  : 

Qu'est-ce  que  la  Thermodynamique? 

Quel  est  son  but? 

Quelle  est  son  utilité? 

Quelles  sont  ses  principales  applications? 

Ce  Livre  a  été  composé  pour  essayer  de  répondre  à  ces 
questions.  J.  M. 

Leçons  de  Géométrie  analytique,  à  l'usage  des  éiè\  es 
de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales,  par  M.  E. 
Pruvost,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique, 
ancien  professeur  au  Lycée  Louis-le-Grand.  Paris,  Paul 
Dupont 5  i885.  Grand  in-8°  de  35*2  pages.  Prix  :  j,r. 

Le  deuxième  fascicule  annoncé  ici  renferme  l'étude  des 
courbes  du  second  degré  sur  lés  équations  réduites,  les  pro- 
priétés générales  des  courbes  (lu  second  degré,  les  pôle-  et  les 
polaires,  les  ligures  polaires  réciproques,  les  théorèmes  «le 
Pascal  et  de  Brianchon,  l'intersection  de  deux  coniques,  des  a  i 
tions  sur  les  coordonnées  homogènes,  la  méthode  des  projec- 
tions et  les  coordonnées  polaires. 

Le  troisième  fascicule  esl  sous  presse. 
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Cours  de  Mathématiques  spéciales  :  IIe Partie,  Géo- 
métrie   ANALYTIQUE    A    DEUX   DIMENSIONS,   et    IIIe    Partie, 

Géométrie  analytique  a  trois  dimensions;  par  M.  (*■ 
de  Long  champs,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Charlemagne.  Paris,  Delagrave;  1 885.  In-8° 
de  396  pages  et  de  410  pages.  Prix  :  5fr  et  7tr,5o. 

Le  second  fascicule  de  la  IIe  Partie  annoncé  ici  renferme  la 
classification  des  coniques,  la  réduction  de  l'équation  générale 
du  second  degré,  les  invariants,  l'équation  générale  des  coni- 
ques, les  foyers  et  les  directrices,  les  théorèmes  généraux  sur 
les  coniques,  l'intersection  de  deux  coniques,  l'étude  des  co- 
niques d'après  les  équations  réduites,  la  construction  des  co- 
niques, la  construction  des  courbes,  les  coordonnées  polaires, 
les  sections  planes  du  cône  et  du  cylindre,  la  construction  gra- 
phique des  racines  d'une  équation  donnée. 

La  IIIe  Partie  renferme  les  coordonnées  et  les  premières  for- 
mules, la  transformation  des  coordonnées,  la  ligne  droite  et  le 
plan,  les  droites  et  plans  perpendiculaires,  la  sphère,  les  enve- 
loppes, la  génération  des  surfaces,  le  centre,  la  première  clas- 
sification des  quadriques,  la  division  des  quadriques  en  genres, 
la  réduction  en  axes  obliques,  les  génératrices  rectilignes,  le 
cône  asymptote,  les  plans  diamétraux,  les  diamètres,  plans, 
droites  et  points  conjugués,  l'étude  algébrique  de  l'équation 
en  S,  les  plans  principaux,  les  plans  cycliques,  les  invariants, 
l'intersection  de  deux  quadriques,  l'homothétic  et  la  similitude, 
les  théorèmes  d'Apollonius,  l'étude  de  l'ellipsoïde,  les  focales, 
les  hyperboloïdes,  les  génératrices  rectilignes,  les  paraboloïdes, 
la  génération  et  la  discussion  des  quadriques. 

Cours  de  Mathématiques  spéciales  :  Ire  Partie,  Sup- 
plément; par  M.  G.  de  Long  champ  s.  Paris,  Delagrave; 
i885.  I11-80  de  173  pages.  Prix  :  3tr. 

Ce  Supplément  renferme  les  séries,  les  infiniment  petits,  la 
notion  de  l'intégrale  définie,  les  quadratures,  les  différences 
finies  et  l'interpolation. 

Cours   de  Trigonométrie,     à    l'usage  des    élèves    de 


(  V  ) 
Mathématiques  élémentaires,  avec  des  compléments  des- 
tinés aux  élèves  de  Mathématiques  spéciales  et  indiqués 
dans  le  programme  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique 
pour  1886;  par  M.  Ch.  Vacquant,  ancien  élève  de 
l'Ecole  Normale,  ancien  professeur  de  Mathématiques 
spéciales  au  Lycée  Saint-Louis,  inspecteur  général  de 
l'Instruction  publique,  et  M.  A.  Macè  de  Lépinay, 
ancien  élève  de  l'Ecole  Normale,  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  Lycée  Henri  I\ .  Paris,  G.  Masson  ; 
1886.  In-8°  de  400  pages.  Prix  :  5  fr. 

MM.  Vacquant  et  Macé  de  Lépinay  viennent  de  publier  un 
Ouvrage  qui  se  recommande  tout  particulièrement  à  l'attention 
des  professeurs  et  des  élèves. 

La  Ire  Partie  comprend  toutes  les  matières  contenues  dans 
les  programmes  du  baccalauréat  es  sciences  et  exigées  pour 
l'admission  à  l'École  de  Saint-Cyr  :  la  théorie  des  projections, 
qui  est  la  base  de  toute  Trigonométrie,  y  a  été  exposée  avec 
détails;  les  questions  relatives  aux  transformations  trigono- 
métriques,  à  la  résolution  des  équations  trigonométriques,  à 
la  résolution  des  triangles  rectilignes,  ont  été  développées  avec 
soin,  et  de  nombreux  exemples  indiquent  les  différentes  mé- 
thodes. 

Les  Compléments  contiennent  les  questions  particulières  au 
cours  de  Mathématiques  spéciales  des  lycées;  le  Chapitre  relatif 
à  la  division  des  arcs  a  été  développé,  et  la  question  des  racine- 
multiples  y  est  étudiée  dans  tous  ses  détails.  Nous  appellerons 
également  l'attention  sur  le  Chapitre  relatif  à  la  théorie  des 
équations  binômes  et  à  leur  application  à  la  recherche  des  côte-. 
des  polvgones  réguliers.  Enfin  le  Chapitre  intitulé  :  Notions  'le 
Trigonométrie  sphérique,  contient,  outre  l'établissemenl  des 
formules  fondamentales  de  Trigonométrie  sphérique,  leur  ap- 
plication à  la  résolut  ioo  des  triangles  sphériques  rectangles  :  les 
quatre  eas  de  résolution  des  triangles  sphériques  obliquangles 
qui  peuvent  et  te  ramenés  à  la  résolut  i<>n  des  t riangles  rectangles 
ont  été  traités  par  ce  procédé,  conformément  d'ailleurs  à  l'es- 
prit du  nouveau  programme  d'admission  à  l'Ecole  P0I3  technique 
pour  1886. 

Ue  nombreux  exercices  sonl    proposés    à  la   fin   de  chaque 
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Chapitre  ;  ils  comprennent  en  particulier  des  questions  pro- 
posées pour  le  baccalauréat  dans  différentes  Facultés,  des 
énoncés  donnés  soit  dans  les  concours  académiques,  soit  au 
concours  général,  et  enfin  des  sujets  de  Trigonométrie  proposés 
à  l'agrégation  des  sciences  mathématiques  dans  les  dernières 
années^ 


ERRATA  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES  DE  SCHKOX. 


Page  3i3.  Le  logarithme  de  cotang  18°  19'  10"  est 
o,48oo/c;5     et  non    0,4800/(75. 

La  différence  entre  ce  logarithme  et  le  suivant  est 
706    et  non    70a. 


RECTIFICATIONS. 


Les  questions  1533,  1535,  1536,  1538  et  1544  ont  été  résolues  par 
M.  P.  Rivereau. 

La  question  1538  a  été  résolue  par  M.  Octave  Doret,  à  Orléans. 

La  question  1272  est  résolue  26  série,  t.  XIX,  p.  i33  ;  c'est  par  erreur 
qu'elle  ne  figure  pas  à  la  table  des  questions  résolues. 

La  question  1543  a  été  résolue  par  M.  Demetrio  Valeri,  à  Modène. 

Les  questions  1535,  1536,  1537,  1538  et  la  question  posée  pour 
l'admission  à  l'Ecole  centrale  en  1884  (2e  session)  ont  été  résolues 
par  M.  X.  H. 

Les  questions  1535,  1536  et  1544  ont  été  résolues  par  M.  E.  Barisien, 
lieutenant  à  l'État-major  général,  en  mission  géodésique  à  Tunis. 

La  fin  de  la  question  1546,  même  tome,  p.  487,  doit  être  lue  ainsi  : 
Démontrer  que  le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle 
est  une  parabole,  et  que  l'enveloppe  de  ce  cercle  se  compose  d'une 
droite  et  d'un  cercle. 

Les  questions  1520  et  1521  ont  été  résolues  par  M.  E.  Mosnat,  pro- 
fesseur au  lycée  de  Toulon. 

Les  questions  1535  et  1537  ont  été  résolues  par  M.  E.  Payeur,  élève 
de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 
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ERRATA. 

1  orne  III  (année   l884)> 
Page  56 1,  ligne  i5,    mettre  une  virgule  après  paru  et  après  Arithmé- 
tique. 

Page  577,  ligne  6,  après  Cm+2  3,  au  lieu  de  z,  lisez  zl . 
Page  577,  ligne  8,  au  lieu  de  l'orme,  lisez  formule. 

Tome  IV  [année  1 885  ). 

Page  63,  au  lieu  de  — ,  lisez  —  • 
sr  r 

Page  63,  ligne  3  en  remontant,  au  lieu  de  A;1,  A'*,  lisez  A-  \ ,  ^   > 
Page  78,  ligne  8  en  remontant,  au  lieu  de  a,.11,  lisez  e1,1  '. 
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